Maths 2025/26 TD 8- Sommes, produits, coefficients binomiaux MPSI
4. Les termes de la somme sont les nombres pairs de 2 a 50, i.e. les 2k, pour k allant de 1
EXE RCICES — CH APITRE 8 I a 25. Aussi les termes sont alternés, il faut donc ajouter un facteur alternant entre 1 et
—1. On sait que
1 si k est pair, —1 sik est pair,
-1k = . p . ie.  (-DF= . p .
—1 sik estimpair, 1  sikestimpair.
Solution 1 - 11 suffit de développer les sommes en écrivant chacun des termes pour les

valeurs de k correspondantes.

1
1. On somme ici les nombres de la forme 2’ pour k allant de 3 jusqu’a 10.

81 11 1 1.1 1 1 1
hClet R e R e e e

1
2. On somme ici les nombres de la forme a1 pour k allant de 1 jusqu’a 10. 1l s’agit en

réalité des inverses des 10 premiers nombres impairs.

1 1 1 1 1 1

0 7 1 1 1 1 1 1
=) = +eot =ttt .
S 2k+1 2x1+1 2x10+1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

Solution2 -

1. Les termes de la somme sont les puissances de 2, de 2° 2 22, Ainsi
12
Si=) 2k
k=3
k . o
2. Les termes de la somme sont de la forme ﬁ’ pour k allant de 1 a 10. Ainsi

10 k
S= Y —.
o1 2k

k
a
3. Les termes de la somme sont de la forme E pour k allant de 1 a n. Ainsi

n gk
s5=Y L

k=1

k+1

J'utilise donc (1) pour que le signe coincide avec la valeur, et alors

25
Sp=) (-DFx2k.
k=1

5. Les termes de la somme sont les premiers carrés, de 1° jusqu’a 14%. Ainsi
14
Ss=Y k.
k=1

6. On remarque tout d’abord que 8 = 23, 27 = 33, 64 = 43 et 125 = 5°. Les termes de la
somme sont les premiers cubes, de 1° = 1 jusqu’a 5° = 125. Ainsi

Solution3 -

1. SoitneN.Ona:

n

Sn=) (8k+2)
k=0

n n
=8) k+) 2
k=0 k=0

nn+1)
:BT +2(n+1)

par linéarité de la somme

=4nn+1)+2(n+1)
=(4n+2)(n+1)
=22n+1)(n+1)
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2. SoitneN.Ona: 4. SoitneN.Ona:
n+2 32k+1
n = Z 2k
n k=3
Sn= ) (4k*~4k-2) ne2 (32)k
k=0 =3) par linéarité de la somme
k=3
=4 Z k*—4 Z k-4 Z 2 par linéarité de la somme 2 ok
k=0 =3 Z ( )
n(n+ 1)2n+1) n(n+l)
=4 -4 -2(n+1) n
6 2 9)* 1-(3)
2n(n+1)2n+1) :3X(_) e
:f—zmn+1)—2(n+l) 2 1-3
7291-(3)"
=(n+1) n(2n+1)—2n 2 =3 x =
2
4
(n+1)( n——-n- 2) :@((g) _1)
3 28 \\2
5. SoitneN.Ona:
3. SoitneN.Ona: "
Z 2k + 32k
o
=3 2%+ 2(32
n zk k=0 k=0
S = 9n+1_1
n ];)5k+1 _ (2Vl+1 _1) n
K 8
1% (2 L 9n+1 8 2n+1_9
==Y |z par linéarité de la somme _ +tox
5k:0 5 8
1
=3 —?—,
_11_(%)n+1 6. SoitneN.Ona:
T r 4
° 5 2n+1
n+l1 n+
:l(l_(g) ) Sp= Y 7=7(n+2)
4 5 k=n
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7. SoitneN.Ona:

50 50
Sp=8) i+6) 1 parlinéarité dela somme
i=3  i=3

y (50-3+1)(3+50)

2
48 x 53

+6(50-3+1)

= X

+6x48

=48(4 x 53 +6)
=48(212+6)
=48x218
=10464

8. SoitneN.Ona:

2n n—-1
Su=Y K=Y Kk
k=0 k=0
B 2n2n+1)2@2n)+1) _ m-1Dmn-1+1)2n-1+1)

6 6
_ 2n2n+1)@n+1)—-(n—-1)n@2n-1)

6
y 22n+1)@n+1)—-(n-1)(2n-1)

6

_ n(14n®+15n+1)
- 6

Solution4 -

1 21
S1==) (2k-5)
6 =8

2 ]

2§k—§5)

k=8 k=8

1 21
=—22k—14x5)

6\ i=s

1 21 7
=‘2(Zk— k)—14x5)

6\ \i:n &=

1 21x22 7x8
81=—(2( - )—14><5)
6 2 2
1
= 6(462_56_70)
=56

Pour Sy, on reconnait une formule du binome de Newton appliquée a —1 et 2.

S=(-1+22=12=1.
Pour S3, on commence par développer a I'aide de I'identité remarquable de degré 3.

n
S3=) 8k’—12k*+6k—1

k=1
n n n n
=8(Z k3)—12(2 k2)+6(z k)—(z 1)
k=1 k=1 k=1 k=1
2 2
:8n(n+1) _lzn(n+1)(2n+1) n(n+1)_n

4 6 2
2i°(n+ 1% -2nn+1)2n+1)+3nn+1)—-n
nln+1)@2Cnn+1)-2@2n+1)+3)-1]
n[(n+1)(2n*-2n+1)-1]

n2n®-n+1-1]

=n*[2n*-1]
n n?(n+1)>?
Solution5 - On pose pour tout n € N,« Py, : Z k= % »
k=0
Initialisation :
0 2 2
0°(0+1
Y =07 O+,
k=0 4

Donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que P, est vraie.

Par hypothese de récurrence,
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Donc P, est vraie.

n

Y K

2 2
+(n+1)3:$+(n+1)3
n+l1
Y ¥ =mn+1)? x(—+(n+1)
k=0 4
nZ+4n+4
:<n+1)x(—)
2
=(n+1)x((n+2) )

_ (n+1)*(n+2)?
- 4

Conclusion : On en déduit par récurrence que P,, est vraie pour tout 7 entier naturel, donc

que

k=0

n
pourtout neN, Y k*=

n%(n+1)2
VR

Solution6 -

(n—-k+1)k

+m+Dk

n
-Zk2+(n+1)2k
k=1 k=1

nn+1)2n+1) nn+1)
—7 +(n+1)

nn+1)

(-2n+1)+3(n+1))

nn+1)

(n+2)

nn+1)(n+2)
6

Solution7 -
1. Soit n € N*. Alors:

() £

palr k impair

I
M= g[\/]:

M=

(’Z)- £ 1

k
k pair k impair
& n 1t n
=X <—1>’“( )+ b ( )(—n’“
k=0 k k=0 k
k pair k impair

n n k
- (-1)

=(1-1)" (Binéme de Newton)
=0 carn#0

P,+1,=2"

2. Onadonc pour tout n € N*, . En additionnant ces deux lignes, on obtient

2P, =2"etdonc P, =2""1.
Avec la deuxiéme ligne, on a également I, = P, = 21
Lorsque n=0,ona Py=1et [p=0.

Solution 8 - Dans cet exercice, on se sert des propriétés algébriques du logarithme pour
me ramener a une somme télescopique.

1. (a) Pourtoutk>2,
1 k-1
ln(l - %) = ln(T) =In(k-1)-In(k.)

(b) On calcule la somme. Soit n > 2.

n n
> ln(l—]lc) =) In(k—-1)-In(k)
k=2 k=2
=In(1) - In€2] + b2y -3 + < + Inte=T) - In(n)

=In(1) —In(n) = —1In(n)
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2.

3.

(a) Pourtout k>2,

) In ( k-;c—l )
T In(k)In(k+1)

In(1+ %)
In(k)In(k+1)

_ In(k+1)-1In(k)
" In(d)Ink+1)

_ In(k+n
" In(l)In(k +1)

In(k)
In(k)In(k+1)

N R
T In(k) Ink+1)

(b) On calcule la somme. Soit n > 2.

n l) nooq 1
Z n(k)ln(k+1) - Zzln(k) In(k+ 1)

1 1 1
= - + - + o4+
n@ K® ke e T
1 1
In(n+1)

—

:m—

(@) Pourtout k> 2,

ln(l klz) 1(’“2’;1)
=In(k*-1)-In(k?)

=In((k—-Dk+1)-In(kxk)
=In(k-1)+In(k+1) —In(k) —In(k)

=In(k-1)-In(k) +In(k +1) — In(k)

1

)

1

In(n+1)

1
(b) Afin de calculer la somme Z In|1 ( 2 ), on la sépare en deux sommes :

k=2
n 1 n
Zln(l— 2) Y (In(k—1) - In(k) +In(k + 1) - In(k))
k=2 k k=2
n n
(Z In(k — 1)—ln(k)) (Zln(k+1)—ln(k))
k=2 k=2

J’étudie ensuite chacune de ces deux sommes télescopiques séparément.
D’une part,

n
Y In(k-1)-In(k)
k=2

=In(1) - In€2J + Inf2) — In3) + -~ + Inr=T) — In(n)

=1In(1) -1In(n) = —1In(n)

D’autre part,

n
Y In(k+1)-In(k) = 3] - In(2) + Intd) - 13) + < + In(n+1) —lnfy
k=2
=Iln(n+1)-1n(2)

En regroupant ces deux sommes, j'obtiens que

Z In (1 - —) =—In(n)+In(rn+1)-1InQ) = ln(n—H) —In@2) =1In

1
1+ —) —1n(2).
n

Solution9 - Soit 7 € N*.On note S = Z In (1 + k) Alors
k=1

=Y (n(k+1)-1In(k)
k=1

=In(n+1) -In(1)
=In(n+1)

par somme télescopique.

Solution 10 - On raisonne par récurrence sur 7 € N*.

n
PourtoutneN*,onposePn:« Z k-k'=(n+1)!—1».
k=1
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n
Initialisation : Z k-k!=1-1'=1et(1+1)!—1=1, donc P; est vraie.
k=1
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que P, est vraie.

(n+2)!-1=n+2)x(n+1)!-1
=((n+D+D)x(n+1!-1
=n+)xn+D)!+n+1)!-1

n
=(n+D)x(n+D+) k-k

k=1
n+1

=Y k-k!
k=1

n
Conclusion : Par récurrence, pour tout 7 :€ N*, Z k-kK'=(m+1)!-1.

k=1
Autre méthode:
Pour tout n € N¥,
n n
Y okokl=) (k+1-1)-k!
k=1 k=1
n
=) (k+1-k!-
k=1
n
=) (k+D!-k!

=
Il

1

On reconnait ici une somme télescopique.

n
Onen déduitque ) k-kl=(n+1)!-1.
k=1

Solution 11 - Faire au brouillon une méthode de SI sale, puis :

1
En posanta=c= > et b= -1, onapour tout k € N*,

a b ¢ 3k+D(k+2)—k(k+2)+1k(k+1)

k1 Tk k(e+ D(k+2)
1

T kk+1)(k+2)

Donc les valeurs choisies pour a, b, c conviennent. On en déduit que

(12 1 12
Sp=Y |[—-—+—
" k; ko k+1 k+2)

_i(_z_ 2 12 1/2)
o\Vk  k+1 k+2 k+1
& (12 172 12 172
-3 (%) 2 e e)

g
2io\k k+1) 2 ZD0\k+2 k+1
Ces deux sommes sont télescopiques et

i( ) 1 1 _ n
ok k+1 1 n+l n+l

i( 1 )_ 1 1 -n
Z\k+2 k+1) n+2 1+1 2(n+2)

Finalement,

Sp=

7+ zmea)
+

n+l 2(n+2)

(2n(n+2)—n(n+1))
2n+2)(n+1)
n(n+3)

A4n+2)(n+1)

1
2
1
2

n=

Solution 12 - On raisonne par récurrence sur 7 € N*.
. noq 1
Pour tout n € N*, on pose P, : « Z = <2-— o

1
1
Initialisation : Z kv 1. De plus, 2 - 1° 1. Donc P; est vraie.
k=1

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que P, est vraie. Donc

zn: 1 <9 1
=k n
1 LA | 1 1
+Y —<2-—+
(n+1)? kg‘lkz n (n+1)2
n+11 1 1
—<2-—+
k27T n (n+1)?
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On cherche 4 montrer que — 1 + _r <- b . Pour T, on distingue les k pairs et impairs.
n (n+1)? n+1
2n 2n
To= Y DI+ Y DF?
k=0 k=0
1 1 1 n+1 1 n k pair k impair
-+ 3 + =— > + 2n 2n
n (n+1) (n+1) nn+l) (n+1)* nm+1) _ Z K2 Z K2
__ 1 1 k=0 =
Cnn+1) (n+1)2 kpair  kimpair
-(n+1)+n n , =l )
-0t =Y 2k?-Y @Ck+1)
n(n+1)2 kgb k;)
n ) n-1 )
1 1 1 ! 1 o =) 4k*- ) (4k*+4k+1)
Donc —— + +—<0,dou——+ <- . On en déduit que k=0 k=0
(n+1)?  (n+1) n (n+12° n+1
_Z4k2 Z4k2 Z4k Zl
. k=0
v 1 1 (n - 1)n
— <2- . —Apl g
k; 77 n+l an” -4
On adonc
Donc P,, = Pj41. T,=n(d4n-2n-1)-1)=n2n+1)
n 1 1 . . 2
Conclusion : Par récurrence, pour tout 7 € N Z k_ _Z Solution 14 - On raisonne par récurrence sur n. . (4
k=1 n n+1
Pour tout n entier supérieur ou égal a m, on pose P, : « Z = ».
o\ M m+1
. . e molk m
Solution 13 - On va scinder la somme en deux sommes : Initialisation : Pour n = m : Z = =1.
k ~ \m m
m+1 m+1
no 2an De plus, =1, donc Z et P,, est vraie.
Sp=) min(k,n)+ ) min(k,n) m+1 m m+1
k=0 k=n+1 n k n+1
Hérédité : Soit n € N, n > m. On suppose que P, est vraie, c’est-a-dire Z = .
o \m m+1

Pour tout k € [0, n], min(k, n) = k et pour tout k € [n+1,2n], min(k, n) = n. D’out

n 2n
Sh=Y k+ Y n

k=0 k=n+1
nn+1)
——+n
2
n@Bn+1)
2

On a alors
(n+1)+ i (k):(n+1)+(n+1)
m o \m m m+1
k) [n+2
=m\m C\m+1

cette derniere égalité étant obtenue grace a la formule de Pascal.
Donc P, est vraie.
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n
Conclusion : Par récurrence, pour tout n entier supérieur ou égal a m, Z (
k=m

Solution 15 -

(l+])2

g
Il
Mm

~.
I
—

j=1

12+21]+]

Il
M=
M:

~
1l

—
Il

—

~.
—

1
™=

n n
ni2+2iZj+Zj2)
j=1  j=1

1l
M=

nn+1) N n(n+ 1)(2n+1))
2 6

i i2)+2(n+1) (i l_)+ n(n+1)(2n+1))
1 A 6
1)(

i=
nn+1)2n+1) nn+1) n(n+1)(2n+1))
—+(n+1) +
6 2 6
n“(n+1) (2n+1

2 3

~
1l

|
:

=n

S
Nhf—\u

+n+l+

2n+1)

n?(n+1)(7n+5)

Finalement, S; = 5

S» est également une « somme sur un rectangle ».

n n
2 2 min(, j)

:1]:1

Zmin(i,j)+ Y min(, j)

1\j=1 j=i+l

Il
™=

i

k
m

)

n+l1
m+1

|

Lorsque j € [1,i], on a min(i, j) = j. Si j € [i + 1, n], alors min(i, j) = i.

Il
—

gl

1
M=
T

~.

+
™M=
\N/

Il

Il
—

Il

]
S =~
+
—

|
S
ﬂ.M: )

; 1&

_E;

_ (2n+1) nn+1) _ln(n+1)(2n+1)
T2 2 2 6

nn+1)2n+1)

6
S3 et S4 sont des sommes « sur un triangle ».

On obtient Sy =

J
(n(n+1) )
+n

n?+3n

D’ou S3 =
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On reconnait la somme de termes d’une suite géométrique de raison différente de 1, donc
no. 2j—1 -1
Sy=) 22—
=77 21

n
=y 22 it

4”—1_1 2”—1_1
=16——— —2x22——
4-1 2-1

1
— §(4n+1 —-16) _2n+2 +8

n+1

_2n+2+ °

On trouve donc que Sy = 3"

Solution 16 -

1. En utilisant la somme de termes d'une suite géométrique de raison différente de 1, on

trouve
n 2n—k+1 -1
Sn= 3 ——
R
n
Z (2n+1 Zk)
k=0
=(n+1)2"1 = Ll_l
2-1
=n2" 41

2. Il s’agitici de procéder a un changement d’écriture de somme double sur un triangle.

3. En utilisant les deux questions précédentes en n — 1, on obtient que
n-1 .
(n-12"+1=) (j+12/
j=0

n
(n—1)2"+1:Zk2k*1 aveck=j+1
k=1

4. D’apres la question 3,

n .
T, =Y (2" +1)

i=1

n
=n+) 2"
i=1
n-1 .
=n+) (i+1)2"?
i=0
=n+4S,-1 d’apres la question 2

AT’aide de la question 1, on trouve alors

T,=n+4n-12" +4.

Solution 17 -

P i Z—k
1 =
o1 k+1
= 2” X L
e k+1
On reconnait un produit télescopique. En effet,
ook 1 2 3 n 1
H —— ==X —X— XX =
o k+ 2 3 4 n+l n+l
Donc
2}’!
P =
n+1l

1
Le premier facteur apparaissant dans P est 1 — z= 0, donc P, =0.
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Solution 18 - Avec des pointillés, cela donne :

n
Rk+1)=3x5x7x...2n-1)x(2n+1)
k=1
_3x5x7x...2n-1D)x(2n+1)x2x4x6x---x(2n—-2)x2n
B 2x4x6x---x(2n—2)x2n
@+ C2r+D! 2n+1)!

CIpL 2k 2Tk 2n(nY)
On peut procéder de facon plus formelle :
n 2n+1
Ck+D= ] k
k=1 k=3
k impair
2n+1 2
5y kxITy, k
_ kimpair k pair
- 2
%, k
k pair

ISk @en+l @+ )
I 2k 271 ko 2n(nh)

Solution19 -

1. Cette égalité vient de la propriété fondamentale du logarithme

Ya,beR}, In(a x b) =In(a) +In(b)

Pour démontrer rigoureusement cette égalité, on procede par récurrence sur 7.

n n
Notons P, la propriété « pour tous ay, ..., a, € [Rj, In ( H ak) = Z In(ay) ».
k=1 k=1

Initialisation: (n=1) In(a;) =In(ay).
Ainsi, P; est vraie.

Hérédité: Soit n > 1. On suppose que P, est vraie et on montre que P, est vraie
aussi.

10

Soient aj, ..., dy+1 €R;.Ona:
n+1l n
ln(n ak) =ln(H ag x anﬂ)
k=1 k=1
n
ln(H ak) +1In(an+1)

k=1

Il
™M=

In(ag) +1n(an1)

S

+ |l
—

In(ay)
1

=
1l

Ainsi, P41 est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion: P, est vraie pour tout n € N*, a savoir :

n n
Yai,...,an €RY, ln(Hak):Zln(ak)
k=1 k=1

. Cette égalité vient de la propriété fondamentale de I'’exponentielle

Va,BeR, exp(a+ b) = exp(a) x exp(b)

Pour démontrer rigoureusement cette égalité, on procede par récurrence sur 7.

n n
Notons P,, la propriété « pour tous a1, ..., &, € R, exp ( > ak) =[] exp(ap) ».
k=1 k=1
Initialisation: (n =1) exp(a;) = exp(a;).
Ainsi, P, est vraie.
Hérédité: Soit n > 1. On suppose que P, est vraie et on montre que P, est vraie

aussi.
Soient ay, ..., @+ €ER.Ona:
n+l n
exp| ) ax|=exp| ) ar+ann
k=1 k=1

n

= exp ( > ak) x exp(@p+1)
k=1

n
=[] exp(ar) x exp(an+1)

S
—

+

=[] exp(ap)
k=1
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Ainsi, P41 est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion: P, est vraie pour tout n € N*, a savoir :

n n
Vay,...,an, €R, exp(z ak):l_[exp(ak)
k=1 k=1

3. En utilisant les questions précédentes, et les formules de sommes classiques, on a:

n n
R, = Hek:exp(z k) :exp(n(n2+1))

k=1

n n
Sp=)_ In(k) = ln(l_[ k) =In(n!)
k=2 k=2

Solution 20 -
1. Soit n > 2. Alors, pour tout k € [2, ],

B-1 k-1 k-DUK*+k+1) (k-DK*+k+1)

B+l KB—(-D) (k—(1))02—k+D) (k+Dk2—k+1)

Donc,

3

k-1 +k+1)
5 (k+1)(k2—k+1)

-1 k K+k+1
X X
k+1 k2-k+1

Fnl k_l)(lﬁl k )(lﬂ[ k2+k+1)

o
3
I

k

ey

1l
s
RA

Il
—
-

il
[\S)
h‘

e k+1 )\ i k2 —k+1

Les deux premiers produits sont télescopiques. On a

1ﬂlk—1_2—1_1

s kK onon

lﬂl k2 1

imk+l n+l n

Donc 5

2 k*+k+1
p,= .

" n(n+1),£[2k2—k+l

11

2. Pour tout k € 2, n],
K+k+1  (k+1)*-
K2-k+1 k2-(k-1)
Ainsi, le dernier produit de P, est également télescopique et

2 nf+n+l 2(n*+n+1)

P, = =
nn+1) 22-2+1 3n(n+1)
Solution 21 -
n\| n! _
o] nlo!
n| n! nl nx(n- 1)'
1" -1 (-1!  n-1

_ nxn-1)x(n-2)! _n(n-1)

n| n! _ n!
2] m=2)120 (n=-2)'x2 (n—2)!'x2 )

Solution 22 - Soit neN.
32n+1 4 o4n+2 _ g2n+l 4 52(2n+1)
— 32n+1 +42n+1
— 32n+1 _ (_4)2n+1

n-1

=3B-(-4) ) 3%(—4)""17F @'apres la formule 2 du binéme

k=0
=7xm
n—1
ouim= Z 3K (—4)"" 17k g5t un entier. Donc 32"+ + 247+2 egt divisible par 7.
k=0

Solution 23 - Soit n € N. Par propriétés de la partie réelle, et comme les coefficients bino-

miaux sont réels,

n n
Z( )?Re(e ka+(n- k)b )—?Re Z (n) ilka+(n- k)h))

k=0
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On s'intéresse donc au calcul de S, = ) ( ) i(ka+n-top),

no(n\ . .
Sy = Z (k) elkaet(n—k)b
= (7 gk ibyn-k
=y e 9TE)

En utilisant la formule du binéme de Newton puis une factorisation par 1’angle moitié, cela
donne

Sy = (eia+eib)n
" b
=(e'"z cos(d D"
ath a->b

=2"e"""z cos”(

)

En prenant la partie réelle, on obtient

b -b
Tnz.’z”cos(n(H )cos"(a )
2 2

Solution 24 -
1. « Si t € {2kn | k € Z}, alors on a que pour tout k € Z, cos(kt) = 1 et sin(kt) = 0, donc
Si()=n+1etSy(1)=0

n .
e Site R\ {2k7w | k € Z}, on définit S(¢) = =) (e'")*. 11 s'agit d’'une somme d’une

k=0

gt
k=0
suite géométrique.
Comme t ¢ {2kn | k € Z}, alors el # 1, donc
l_ei(n+1)t

1 —eit

eim+)t/2 ZSIH(TI )

eit/2 2sin (%)
Sln(n+1 t)

sin 1)
=Re(S(1)) et So () = Im(S(1)), on obtient

in("3+1)
sin(3)

S(1)

:emt/Z

Comme S; (1)
sin(#511)

Sl(t)—cos( )
2 sin(3)

, Sg(t)—s1n(2 )

12

2. Lafonction S; est dérivable sur R (en tant que somme de fonctions dérivables) et pour
tout t € R,

n
Y ksin(kt) =
k=0
On réécrit S al’aide d'une formule trigonométrique (sin(a) cos(b)) :

MOEES —S5(1).

sin (2% ¢) +sin(4) 1 sin(2&tly
g S () 1 (1)
251n(§) 2 Zsm(z)

Donc,site R\ {2kn | ke 7},

=810
2n2+1 COS(2n2+1 t) sin(z) _Sln(2n2+l t
2sin (%)’
_sin(#5 t) cos (§) — (2n+ 1) cos (25 1) sin (§)

4sin(§)2

S3(8) =

) 3 c0s(3)

En utilisant 'expression de sin(a — b), on obtient :

Su() = sin(nt) — 2ncos(2”2Jrl t)sin (%)

4sm(§)2

3. Soit t € R. Pour tout k€ N, on a
. o4
elkt+e—lkt
cos(kt)* = (T

4ikt +4821kt 2ikt

+6+ 42kt 4 gmaikty

1(
=—(e
16

1
= 8 (cos(4kt) +4cos(2kt) +3)
En sommant cette relation pour k allant de 0 a n, on obtient

Sa(8) = %(81(41‘) +485120) +3(n+1)).

L 1 kn
Solution 25 - Soit n € N*. On définit T,, = Z oF e 3 .Comme S, = Re(Ty), on s'intéresse
k=1

au calcul de T,. On remarque que
k

|

“‘\:'

e
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in

. . . P P . es
On reconnait les termes successifs d'une suite géométrique de raison — # 1. Donc

in \ 1
in 1- £
=\ "%

l_e

S

|G

S

2
im inm
es 2"—e3
_Z_nx—il
2—e3
in n inm —in
es 2"—e3)2-e3)
X

2" 2-ed)e-e)
En se rappelant que e3 e =1, onobtient

1 @r-eF)eet -1
Tn:_nx in —in

2" 423 +e3)+1

1 (@"-e3)(2e3 -1)

X
n 5—4cos(§)

in (n+D)in inn
1 2"les —2"-2e 3 +e3
=—x
21 3
1 (n+1)in inm

=g (2n+1e¥ —2m—2e™57 4 %)
X

En prenant la partie réelle, on en déduit que
1 b4 n+1)r nrn
Sn= (2”+1cos(—)—2”—200s(¥)+cos(—))
3 3 3

3 x2n
ﬂ) —2cos (—(n al D”))
3 3
b1

Solution 26 -
1. Enposant j =2n+1-k, cest-a-dire k=2n+1—-j,onaque jvarieden+1a2n+1et

2n+1 2n+1

Jj=n+1 J

2. Comme les indices des sommes sont muets, on peut alors écrire :

nofop+1) 2n%l (op4+1) 22+l{opn41
k=0 k=n+1 k=0

Or, on sait (ou on retrouve a l'aide de la formule du bindme de Newton) que

2n+1 2n+1
( =221 donc

k=0 k

22n+1
Sn=" =221,

" n
Solution 27 - Soit f;, la fonction x — (1 + x)". Alors, pour tout x € R, f,,(x) = Z (k)xk. fn
k=0
est deux fois dérivable sur R et pour tout x € R, on a

n

=3 "k
i=o\k
" [n
=Y | k(-1 xk?
k=0 k
n n
MEEDY (n)kxk‘2 =3 | |k2xk2
i=o\k i=o\k

En évaluant cette relation en 1, on obtient
H(l)"‘f/(l) _ i (n)kZ
n n k
k=0
On utilise I'autre expression de f pour calculer f/ (1) et f,,(1). Pour tout x € R,
i) =nl+x)""

x)=nn-1)1+x)"?

n
2" 'y nn-12"2%= Z " K2
k=0 k

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



