Maths 2025/26 TD 7- Rappels et compléments sur les suites MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 7 I

Solution1 -
1. Ona:
u0=02—0+1=1 Et ul():102—10+1:100—10+1:91.
2. Le but est ici de comprendre la différence entre
lasomme dutermederangnetl, u,+1 et u,.,letermederangn+1.

e Pour u, + 1, on prend l'expression de u,, et on ajoute 1 :
un+1=n2—n+1+1=n2—n+2.
¢ Pour u,.1, on prend I'expression de u,, dans laquelle on remplace n par n+1:
Ups =+ 1)*—(n+D+1=n*+2n+1-n-1+1=n+n+l.

Solution2 -
1. SoitneN*.Ona:

1 1 n n+1 -1
Up+1 — Up = -—= - = <0
n+l n nn+1) nn+1l) nn+1)

Dongc, la suite (1) ,en+ est décroissante.
2. SoitneN*.Ona:

(m+1?+1 n®+1 n*+2n+2 n®+1

Unel = tn = n+1 no n+1 B n
_nm*+2n+2) (n*+1)(n+1)
nn+l)  n@m+1)
_nd+2nf+2n-n*-n*-n-1
- nn+1)

_n2+n—1
T onn+1)

Orn>1,doncn—-1>0et n? > 0. Par ailleurs, n(n + 1) > 0, donc Up+1 — Uy >0, donc la

suite (u#,) nen* €St décroissante.

3. SoitneN*.Ona:

n+1
Ups1—Up=In(n+1)—In(n) = ln(T)

n+l
Or,

donc décroissante.

n+1
> 1 donc ln(—) > 0. Autrement dit, ;-1 — U, > 0 et la suite (1) ,en+ €St
n

. Etant donné I'expression de la suite (1,,) nen+, il semble plus judicieux d’étudier le signe

Un+1

de

n
Remarquons tout d’abord que u;, > 0 pour tout n € N*. Soit maintenant n € N*. On a:

pour ne€N*.

3n+1 n+l
Un+l  oe1 _ 3 L _ 3n
. % 3" n+l1 n+l
Or, n > 1donc 3n > n+ 1. Autrement dit, "1 5 1 etla suite (Uy) nen+ est donc décrois-
Un
sante.
Solution3 -
1. SoitneN.Ona:
Upil— Up = un—ui—un:—uigo

Dongc, la suite (u;,) ,en €st décroissante.

. SoitneN.Ona:

Ups1—Up=Up+e" —u,=e"" >0

Donc, la suite (1) zen €St croissante.

. SoitneN.Ona:

Ups1— Up = Up+In(1 +upl) — up =In( + uy))

Or, 1+ |u,| > 1doncln(l+|uyl) > 0. Autrement dit, u;+1 — #;; > 0 donc, la suite (u4y) nen
est croissante.

Solution4 -
1. Ona:

2
w=\1+ud=V1+12=v2, = \/1+u2=\1+V2 =vV1+2=V3
2
Etu3=\/1+u§=\/1+(\/§) =V1+3=Va.
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2. Enoncé: Notons P, la propriété: u,=Vv1+n.
Initialisation: Pourn=0, uy=1 et V1+0=v1=1. AinsiPy est vraie.
Hérédité: Soit n > 0. On suppose que P, est vraie et on veut montrer que P4 l'est
aussi.

Par définition de la suite (4,) pen, Un+1=1/1+ u?,.
Or par hypothese de récurrence u, =Vv1+n, donc

2
un+1=\/1+ufl=\/1+(\/l+n) =V1+1l+n=V2+n.

Donc up+1 = V1+n+1> 0. Finalement P, est vraie et la propriété est hérédi-
taire.

Conclusion: Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de ré-
currence, la propriété P, est vraie pour tout n >0, i.e.

VneN, u,=v1+n.

3. Ona:

lim 1+n=+00

n—+oo o, . .

. Par composition, lim u,= lim V1+n=+oo.
Xlun VX =+o00 n—+oo n—+oo

—+00

Donc, (Uy) nen diverge.

Solution5 -

1. On montre que pour tout n, u, —3 < 0. Ainsi pour n € N,

3n+1
Up,—3= -3= =
n+1 n+1 n+l n+1

_3n+1 3n+3 3n+1-3n-3 -2
Tn+l

On a bien montré que pour tout n €N, u, —3<0, i.e. u, <3.
Donc la suite (1) ,en est bien majorée par 3.

2. On sait déja que la suite est majorée, donc il ne reste plus qu’'a montrer qu’elle est mi-
norée pour en déduire qu’elle est bornée. En observant le terme 1, on se rend compte
que celui-ci est positif puisque pour tout n,

3n+1>21>20Etn+1>12>0.

Donc u, > 0 pour tout entier n € N. On obtient alors que 0 < u, < 3 pour tout entier
n €N, donc la suite (u;) ,en €st bien bornée.

Solution6 -
e Pourtout n €N, e" >0 donc la suite (1) ,en €st minorée par 0. En revanche, lirP e =
n—+00

+o0o donc (u,) ey N'est pas majorée. En particulier, elle n’est pas bornée non plus.
Enfin, la fonction x — e* est croissante sur R donc (u,;) neny = ( f (n))neN est également
croissante.

e SoitneN.Ona:

B T e A
n+1 n+1 n+1

Dongc, la suite (1) ,en €St bornée.

De plus, pour tout n€N, ona:

D™l D" D"+ D) (D" n+2) (—Dn+2
Up+1 —Up = - = + =
n+2 n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
(_1)n+2 (_1)n+2

> 0 si n est pair et < 0 si n est impair. Dong, la suite

r, ——— -_
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
(uyn) nen Mest ni croissante si décroissante.

e PourtoutneN,ona:

+00 et Won+1 = _22n+1 =-2x4"

2n n
Wy, =2""=4
2n n—+oo n—+oo

—00

En particulier, (w;) ,en 0'est ni majorée, ni minorée, n’est pas monotone et ne converge
pas.

e Soit neN.On an+1 2> 1donc par croissance de la fonction racine carrée, vn+1>1
< 1.Deéslors, 2— >2-1=1.

1 1
vn+1 vn+1

puis par décroissance de la fonction inverse,

Donc, (x,) en €St minorée.

De plus, —1 >0donc?2 - - < 2. Dong, (x,) zen €St majorée.
n+
Ainsi, (x5)zen est bornée.
Enfin,
1 1 1 1

-2+ = — =0 carn+2>2n+1
vVn+2 vn+l Vn+l Vn+2

Donc, (x,)nen €St croissante.

Xp+1 = Xp=2-

Solution7 -

1. PourtoutnelN,
Upip— Uy =21 2" 1

Pour tout n €N, 2" —2" > 1, donc w41 — u, > 0 et donc u est croissante.
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2. Lasuite est bien définie a partir du rang 5. Pour tout n > 5, Solution8 -
L__n¥2 ntl_(n+2)n-4)-(n+Dn-3) 1. SoitceR. 1
ntl = Un = T T T (n—3)(n—4) c:§c+1<:>c:2.
-5 On pose la suite (v,) zen telle que pour tout n €N, v, = u, —2. Alors
Upsl —Up=— =<0
(n-3)(n—-4) 1 1
Ainsi u est décroissante (a partir du rang 5, qui est le rang minimal pour qu’elle soit bien Un4l = Un 2= JUn +1=2= 5 Un.
définie). 1 1
3. La suite des inverses est décroissante, donc u est décroissante (a partir du rang 1, qui Donc (vn) nen est géométrique de raison 2" DoncpourtoutneN, v, = 0= 50 (=2)=
o e y . . 2 . _1
est le rang minimal pour qu’elle soit bien définie). _—_ On en déduit
4. Pour tout n € N? 2 _
Up=——+2.
2 2 2n-1
Ups1—Up=2n+1)"+3(n+1)-8-12n"+3n-8)=4n+5>0
2. Soit ceR.
Donc u est croissante. c=3c-2 < c=1.
5. Pour n >0, u, # 0. Pour tout n >0, On pose la suite (vy) zen telle que pour tout n €N, v, = uy, — 1. Alors
un+1_2n+1\/n+13n_2 n+1 Ups1 = Uns1—1=3u,—2—1=3v,.

Uy 2n/m3n+l 3 n
Donc (V) nen est géométrique de raison 3. Donc pour tout 7 € N, v, = 3" vy = —2-3".

On détermine quand est-ce que cette quantité est supérieure a 1. On en déduit
Up=-2-3"+1.
2 /n+1 1 n+l 9
sV~ 7 3. SoitceC.
9 . . .
z 2i 2i(1+1)
= n+l>7n  carn>0 c=ic+2i < c(l1-i)=2i < c= _HA+D

4 a-i 2
= 5 >n On pose la suite (v,) zen telle que pour tout n €N, v, = u, —i + 1. Alors
Up+1

Un

Ainsi, Uni1=Ups1—i+1=iup+2i—i+1=i(up,+1-1)=iv,.

< 1, donc u est décroissante a partir du rang 1 (mais pas a partir du rang 0

car g = 0 et 1y = g)' Donc (vy) nen est géométrique de raison i.

3 Donc pour tout n€N, v, = i" vy = —i-i" = i"*3. On en déduit
6. Pour tout n e N*,
up,=i"S+i-1.
2(n+1)+3 2n+3 (@2n+5n’-@2n+3)(n+1)?

Up+1 —Up = n+1)2 n2 n2(n+1)2 4. Soit ceR.
c=-Cc+4 < c=2.
-2n?-8n-3 .
Up+l — Up = W On pose la suite (v;) zen telle que pour tout n €N, v, = u, —2. Alors
Donc u est décroissante. Uptl =Up+1 —2=—Up+4—-2=—vy.
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Donc (vp)pen €St géométrique de raison —1. Donc pour tout n € N, v, = (-1)"* vy =
8(-1)". On en déduit
u,=8(-1)"+2.

. L’equatlon caracteristique associee a cette relation de récurrence est rz - E r—2 =0, dont

5+ V57 5— V57
—etx ==

2 .Donc il existe A et u réels tels que pour

les solutions sont x; =
toutneN,
Up = Axy + pxy.

Enn=0,celadonne 1+ p =0.

5+v57  5-V57
2 +u =3

En n =1, celadonne A

4
6 -6
En résolvant le systeme formé de ces deux relations, on trouve 1 = — et uy = —.
57 V57
Ainsi, pour tout n €N,
6 n n
Up=——=|x1—x5).
n \/ﬁ ( 1 2)

Pour toutneN,on a
6

e ol (2]

. . . . 1
. L'équation caractéristique associée a cette relation de récurrence est r+ 1 =0, dontles

. i 2 —i S .
solutions sont x; = 3= e'z et xp > Donc il existe A et u réels tels que pour tout

nelN,

2
1
Uy = z—n()Lcos (gn) +,usin(%n)).
Enn=0,celadonneA=1.

1
En n =1, cela donne E,u =2 etdonc p = 4. Ainsi, pour tout n € N,

1 T (T
Uy = —(cos(—n)+4s1n(—n)).
2n 2 2
Pour tout neN, on a

T (T 5
cos(—n) +4sm(—n)| < —.
2 2 2n

1
|un|—2_n

. L'équation caractéristique associée a cette relation de récurrence est r?—4r+4=0, qui
a une unique solution double 2. Donc il existe A et p réels tels que pour tout n € N,

up=A+un)2".

Initialisation : D’apres 'énoncé, on abien u; =1 =

1
. 1
Hérédité : Soit n € N* fixé. Supposons que u, = —. Alors
n

Enn=0,celadonne A = ug=1.
En n =1, cela donne alors 2(A + u) = u; =0 etdonc p = —A = —1. Ainsi, pour tout n € N,

u, =(1-n)2".

. Léquation caractéristique associée a cette relation de récurrence est 7> —r —6 =0, qui a

deux solutions réelles —2 et 3. Donc il existe A et p réels tels que pour tout n € N,
Up=A=2)"+pu3".

En n=0, celadonne A + p = up = 3.
Enn=1,celadonne 21 +3u=u; =4
En combinant ces deux relations, on a 5u = 10, donc pu = 2 et A = 1. Ainsi, pour tout
nelN,
Uy =(-2)"+2x3",

-2
w=3"((5

PourtoutneN,ona
n
. 2)

. . 1
Solution9 - En calculant les premiers termes, on conjecture que u, = — pour tout 7 € N*,
n
Démontrons-le par récurrence.

1

Donc up41 = ——

n+1

1
Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N*, u, = —.
n

Solution 10 - SoitneN.Ona:

Upto =3Up+1 +2Up+1 =3Upe +2Uy +4v,
=3up+1 +2@u,y+2v,) —4u, =3uUpe +2Up] —4uy,

=5up+1 —4up
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On a donc bien une relation linéaire d’ordre 2 dont I'équation caractéristique est r> =57 +4 =
0. Les deux racines de cette équation sont r = 1 et r = 4. Ainsi, il existe A et B € R tels que,
pour tout n €N,

Up=Ax1"+Bx4"= A+ Bx 4"

Or, up =1donc A+B =1etu; =3uy+2vy =5donc A+4B = 5. Ce systeme admet pour unique

1 4
solution A = —§ etB= § Ainsi, pour tout n €N,

1 4 , 1 4m!
Up=—>+—x4"=——+
3 3 3 3

De plus, pour tout n € N, U1 + Vpy1 = 4uy +4v, = 4(Up + vy). Ainsi, (U, + vy) pen €St Une
suite géométrique de raison 4 et de premier terme 1y + vp = 1+ 1 = 2. Donc, pour tout n € N,
Uy + v, =2x4"

Ainsi, pour tout n €N,

1 4 1 2
Vp=2x4" -1, =2x4"+ - — = x4" =~ + = x4"
3 3 3 3

Solution 11 -

1. Gréace a la donnée de u et de la formule de récurrence pour calculer un terme a partir
du précédent, je suis capable de calculer les premiers termes de la suite (¢,) pen :

Uy =—2up+3x0+2=-2x1+0+2=-2+2=0, Up=—2uU1+3x1+2=-2x0+3+2=5

Et us=—-2ur+3x2+2=-2x5+6+2=-10+8=-2.

Maintenant que pour n € {1,2,3} je connais les termes u,, je peux calculer les termes
1

Un = Un=n=2
1 0 4 2 8
m=u1—-1—-——=U——=——, Vo=Up—2——=5——=—
1 1 3 3 2 2 3 3
1 10 16
Etvs=u3-3—-—=-2—-——=——
3 3 3

2. Pour montrer que la suite est géométrique, je dois prendre deux termes consécutifs
quelconques de la suite et montrer que j'obtiens un terme en multipliant le précédent
par une valeur ne dépendant pas de n. En regardant les trois premiers termes de la
suite (vy) nen calculés précédemment, je me dis que la raison doit étre égale a —2.

Je fixe n € N et j'exprime v,,4+; en fonction de v,, :

1
Un+1 = Unp+1— (N + 1)—5

1
=—2un+3n+2—n—1—§

2
=-2up,+2n+-

3

1 2
==2|vp+n+—-|+2n+—

3 3

2 2
==2v,-2n—--+2n+ -
3 3

=-2v,

Ainsi pour tout n € N, j’ai montré que v,4+; = —2v,. Il s'agit de la formule de récurrence
d’une suite géométrique. Donc la suite (v,,) ,en st bien géométrique, de raison g = —2.

3. Puisque la suite (v,) ,ery €St géométrique, je connais sa formule explicite. Il me suffit de

1 2
calculer son premier terme : vy = up—0— 3- 1-0- 3-3 Ainsi pour tout entier n € N,

~ (_2)n+1

2
yn:yoanzgx(—Z)n: 3

Je connais désormais une expression explicite de v, et'énoncé me donne une relation
entre v, et u,. Ainsi pour tout entier n € N,
1 1 (_2) n+l

vnzun—n—g — Up=Vptn+—-= +n+-=

e l _(_oyntl
3 3 3 3“ =2 +n.

Solution 12 -

1. Calculons u; et up,ona:
up = ! Et u; = 19
5 T T
On a, d'une part:

7 8 11
ul—u():g—?):—g?fug—ul:%

La suite (1) nen N'est donc pas arithmétique. On a, d’autre part :

u1_7 u2_95
Lt()_15 u1_84

La suite (1) ey n'est donc pas géométrique.
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2. SoitnelN,
1 1 -1
1+ upsr Ups1 = Vn+1 = Z(un +3v,) — Z(Vn +3uy) = 7(”71 = Un).
Uni1 =5 ——
2-2uUp . . P . -1
] 4 2unt3 Donc la suite (1, — v,) nen €St géométrique de raison -
Up+2
= o 2u,+3 2. PourtoutnelN,
2-2x Un+2
_Un¥2+2Unt3 Un +2 Un+Un=Up+V0,  Up—Up=——1(1g—Vp).
Uy +2 2(up+2)—2(uy +3) (=2)
_ 3up+3 1 1 ]
T 2u,+2 3. En sommant ces deux relations, on a: u, = 3 ((1 + : —ug+(1- o YU
; Uy +1 . 1(— ) (=2)
= X —
2-2u En les soustrayant, v, = = | (1 - ——)up + 1+—v)
n y n=3 ( (—2)”) o+ ( (—2)") 0
=3v,
Solution 14 - Soit (u,) ,en Une suite bornée vérifiant la relation de I'énoncé. 11 s’agit d'une
. g . . 1+up suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont I'équation caractéristique est 7> — 37 + 2. Les racines
La suite (v;),en €St donc geometrique de raison 3 et de premier terme vy = = . . .
2-2uy de cette équation sont r = 1 et r = 2. Il existe dont A et B dans R tels que, pour tout n € N,
4
LI P EN, T . :
") 1. On en déduit donc pour n € N, 'expression de v, Uy = A+Bx2"

vneN, v,=-3".

1
3. Pourtout neN, —-3" € Z donc v,, # ——.

2
. 1+u, 1 L. .
4. Inversons la relation v,, = o —n. On a, comme v, # ~5 les équivalences suivantes
— un
pour neN,
1+u, 2v, -1
Vp=—"" << 2-2up)vp=1+u;, < 1+2v)u,=2v,-1 < u,= .
2-2uy 1+2v,

On en déduit donc I'expression de u,, en fonction de 7 :

—2x3"-1 2x3"+1
VneN, u,= = .
1-2x3" 2x31—-1

Solution 13 -

1. Pourtout n€N, ona
1 1
Up+1+ Vpe1 = Z(un+3vn) + Z(U" +3uy) =uy + vy

Donc la suite (¢, + vy,) nen €St constante.

Or, si B #0, alors liIP |upn| = +00. Donc, (u4,) nen N'est pas bornée.
n—+oo

Alinverse, si B = 0 alors (1) ,en st une suite constante, donc bornée et il est clair que toutes
les suites constantes vérifient la relation de récurrence de 1'énoncé.

Ainsi, les suites bornées vérifiant la relation de récurrence de 1'énoncé sont les suites
constantes.

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



