Maths 2025/26

TD 5- Rappels et compléments sur les fonctions MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 5 I

Solution1 -

1. a estune fonction polynomiale donc
D, =R.

2. bestune somme de la forme u+vavecu:x— xetv:x— vx.0rD,=Ret D, =R,
donc
Dy,=D,nD,=RNR; =R,.

3. cestune fraction rationnelle donc il faut déterminer les valeurs interdites. Pour ce faire,
il faut résoudre x>+5x+6 = 0. On calcule le discriminant A = 5°—4x1x6 = 25-24 = 1 > 0.
11y a donc deux solutions

5-v1 -5-1 - —5+1 -4
xlz—\/_:—:—:—3Etx2: =—=-2
2x1 2 2 2 2

Ainsi
D,=R\{-3,-2}.
4. d est delaforme vu avec u: x — x* +3x — 10. Pour déterminer son domaine de défini-

tion, on résout x> +3x—10 > 0. On calcule le discriminant A =33 —4x 1 x (—10) = 9+40 =
49 > 0. 11y a donc deux racines

-3-7 -3+7
)C1=T:—5EtxZ= =2.

On en déduit le tableau de signe suivant.

X —00 -5 2 +00

x> +3x-10 +

Ainsi
Dg4 =] —-o00,-5]U[2,+o0l.

5. eestune fraction rationnelle donc il faut déterminer les valeurs interdites. Pour ce faire,
il faut résoudre x* + 5x + 1 = 0. On calcule le discriminant A = 254 = 21. Il y a donc
deux racines

-5—-v21 —5++v21
xj=—— EBtxp= ——.
2 2
Donc
—-5—-v21 -5++v21
De:[R{\{ > , > }

6. f estdelaforme v/u avec u: x — 3x — 2. Pour déterminer son domaine de définition, il
faut résoudre I'inéquation u(x) > 0 pour x e R:

3
3x-220 << 3x>22 < x}i.
Donc
D 3+
=|—=,+o0|.
=12

7. g estune fraction rationnelle donc il faut déterminer les valeurs interdites. Pour ce faire,
il faut résoudre x*> —5x+6 = 0. On calcule le discriminant A = 25-24 = 1. Il y a donc deux
racines

5-1 5+1
x1=—=2Etxp=——=3.
2 2
Donc
Dg =R\ {2,3}.

8. h est de la forme vu avec u : x — x> — 3x — 18. Pour déterminer son domaine de défi-
nition, il faut résoudre u(x) > 0. On calcule le discriminant A =9+ 72 = 81. Il y a donc
deux racines

_3-9 9+3

X1=——=-3EBtx,=——=6
1= 277

On en déduit le tableau de signe suivant.

X —00 -3 6 +00

x*—3x—18 +

Donc
Dy, =] —o00,-3]U[6,+oc0l.
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9.

10.

11.

. 1
j estune somme de la forme u+vavecu:x— —etv:x—vx.0rD,=R*etD, =R,
X

donc
Dj=DynD,=R*"NR; =R}.

k est une somme de la forme u+v avec u: x — vVx+7etv:x— V2x2-3x-9. Donc
Dy =D,nD,.

e Domaine de définition de u :

Onrésoutx+7>20:x+7>0 < x> -7.Donc D, = [-7,+o0l.

e Domaine de définition de v :

On résout 2x% —3x—9 > 0. On calcule le discriminant A = 9+ 72 = 81. Il y a donc deux
racines

3-9 3 3+9
X1=——=—=Etx,=——=3.
4 2 4
On en déduit le tableau de signe suivant.
3
X —0co -2 3 +00
2
2x>-3x-9 + 0 - 0 ¥

3
Donc D, = —oo,—E] U [3, +ool.

En conclusion,

Dr=DynD,=[-7,+o0[N (] —oo,—gl uls, +oo[) = —7,—%] U [3, +ool.

Remarque : Comme D, est 'ensemble des réels supérieurs ou égaux —7, 'intersection
de D, et D, correspond a tous les éléments de D, supérieurs ou égaux a —7.

u
I est un quotient de la forme — avec u: x — x> +5x—7 et v: x— V2x2 +3x -2, donc
v
D;=D,nDy\{xe DynD, | v(x)=0}.

¢ Domaine de définition de u :

u est une fonction polynomiale donc D, = R.

e Domaine de définition de v :

On résout 2x* + 3x —2 > 0. On calcule le discriminant A = 9+ 16 = 25. 11 y a donc deux
racines

-3-5

-3+5
xlsz—ZEtxgz =

1
x
On en déduit le tableau de signe suivant.

12.

+o00o

N | =

2x° +3x-2 +

1
Donc D, =] —00,-2]U [ =, +00

¢ Solutions de v(x) =0:
Les solutions de v(x) = 0 sont les x tels que 2x* +3x—2 = 0. On a déja vu que les solutions

de cette équation sont —2 et >

En conclusion,

—,+00

Dl:IRm(]—oo,—Z]U

1 1
)\{—2,—} =] —o00,-2[U
2 2

1
—,+00
2

2—-Xx . . PP
m est de la forme vu avec u : x — Eype Pour déterminer le domaine de définition de

X
u, il me faut donc résoudre u(x) > 0 pour x € R. Tout d’abord,
2-x20<= x<2Et24+x20 < x> -2,

ce qui permet de déduire le tableau de signe suivant.

X —00 -2 2 +00
2—Xx + + 0 _

2+x - 0 + +

2—x

2+x

Donc I’ensemble de définition de la fonction m est

Dy =12,2].

Solution2 - Dexp =RetD,, . 7 =Ry, donc DxHexp(xH\/E =R,.
Dy =R}, donc Dy =R} \ {x e R} | In(x) = 0}.

Or, on sait que {x € R} | In(x) = 0} = {1}.

Dot Dy = R\ {1,
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. x+1
Solution3 -

est bien définie si et seulement si x € R\ {2}. On note donc

R\{2} — R
h: x+1 .
X - —
x—2

Alors, le domaine de définition de g est Dg = {x € Dy, | f(x) € Djp}.
Soit x € Dy,. Alors

x+1 R .
5, >0ex#-1E (x+1 et x - 2 sont de méme signe)
—

< X €] —o00;—1[U]2; +o0
Le domaine de définition de g est donc | — oo; —1[U]2; +o0[
Solution4 - On définit les fonctions suivantes :

R - R R - R

o e g:

Alors, k= fosinog.

Solution5 - f(x) est bien définie si et seulement si tan(x) est bien définie, c’est a dire si et
seulement si x € R\ {g +kmn|ke Z}. Donc
b2
Dp=R\{Z +knlkez|.
Pour tout x € Df,

f(=x) =|tan(—x)| + (cos(—x))? = |- tan(x)| + (cos(x))? = |tan(x)| + (cos(x))? = .

f(x+m) =|tan(x+m)| + (cos(x +7m))? = |tan(x)| + (= cos(x))? = |tan(x)| + (cos(x))? = fx).

Donc f est paire et - périodique. On en déduit que sa courbe représentative est symétrique
par rapport a '’axe des abscisses et invariante par translation de vecteur i. On peut égale-
ment remarquer que pour tout x € Dy

f(r—x) = [tan(r — x)| + (cos (7 — x))?
= |—tan(x)| + (- cos(x))?

= [tan(x)| + (cos(x))* = f(x)

7
Donc la courbe représentant f est symétrique par rapport a la droite d’équation x = 2

Solution6 - On part du domaine de définition de x, a savoir x € [-1, 1] puis on reconstitue
la fonction f pas a pas.
-1<x<1
= -1=(-1)3<x¥<1®=1
—2<2x%<2
1<3+2x° <5
1ot 1,
5 3+2x3 1
% < f)<1
On a ainsi montré que pour tout x € [-1,1], % <fo <1

11

1
Et puisque 0 < = on a bien
Vxel[-1,1], 0< f(x)<1.

Solution 7 - Soit x € R. On étudie le signe de f(x) —2 et on montre que f(x) -2 <0.

2x2 2x% 20+x%) 2xX°-(2+2x») -2
1+x2 1+ x2 1+x2 1+ x2 1+ x2

Le numérateur —2 est négatif. Le dénominateur 1+ x* est lui positif. Donc

chz < 0 pour
tout x € R. Ainsi on a bien f(x) < 2, donc f est bien majorée par 2.

Par ailleurs, le numérateur et le dénominateur de f(x) sont clairement positifs pour tout
x €R. Ainsi f(x) > 0. Autrement dit, f est a la fois majorée par 2 et minorée par 0.

Donc f est bornée.

Solution8 -

> Supposons que pour m et M réels, on ait pour tout x€ D, m < f(x) < M.
Alors, pour tout x € D,
fX)<MLIMILIMI+Im].
-f)<-m<Iml < |m|+|M|
Dong, pour tout x € D, | f(x)| < [m| +|M]|.

> Réciproquement, supposons que pour un réel M, on ait pour tout x € D, | f (x)| <M.
Alors, pour tout x€ D, ona
~M< f(x) <M.

Solution9 -
1. Soit x > 2.
(E)) = In(x-2)+In(x+1) =In((x— 1)2)
— In((x-2)(x+1)) =In((x-1)?)
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Comme exp est strictement croissante,

(F) &= (x-2)(x+1)=(x—-1)?
= xP-x-2=x*-2x+1
~— x=3

Ainsi, (E1) admet une unique solution : 3.

1
2. Soitx> —,
3

(E;) < InBx—-1)<2In(x+1)
< In@Bx-1) <In((x+1?
Par stricte croissance de la fonction exp, on a
(B) <= 3x-1<x*+2x+1

— 0<x’—x+2

2

Le discriminant du polyndme x“ — x + 2 est —7, donc il est de signe constant.

Ainsi, I’ensemble des solutions de (E») est

1
3 +oo
3. Soit x € R. On pose y = e*. Alors,

e 13e <4 = y*+3y-4<0
= (y-Dy+4)<0
= yel-4,1]
<~ exp(x) €] -4,1]
— xeR*

Lensemble des solutions de (E3) est donc R*.
4. Soit x € R}, alors

(Ey) < In(2) +In(x) +1In(v3) =4
— ln(2x\/§) =4
Comme exp est strictement croissante,

(Ey) <= 2xV3=¢

— x= ¢!
2v3
et
Ainsi, (E4) admet une unique solution : ——-
4 2V3

5. Soit x € R}, alors

(E5) < In(2) +In(x) +ln(\/§) >4
<~ In(2xV3) >4

Comme exp est strictement croissante,

(E5) < 2x\/§> et

el
= x=>—
~2v3
par stricte croissance de 'exponentielle. Ainsi, 'ensemble des solutions de (Es) est :
4
e
——,+00
[2\/5 [
6. Soit x e R,
(Bg) & e**=e!™*

— 2x=1-2x

. . . . 1
car exp est strictement monotone. Ainsi, (Eg) admet une unique solution : 4_1

7. Soit x e R,

car exp est strictement croissante. Ainsi, 'ensemble des solutions de (E7) admet une

unique solution : | —oco, 4_11] .
8. Soit x e R,
(Eg) < ex31n(2) _ elen(?;)
= 2*In() = ¥*In(3)
— x=00ux= 12%
In(3)

Donc (Eg) admet exactement deux solutions, 0 et m
n
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9. Soit x>0,
(Eg) < (VX _ oxIn(v/x)
— In(x)Vx = xIn(v/x)
— In(x)vVx= %xln(x)
<~ In(x)=00u vVx=00u2=x
<~ x=10ux=00u4=x
Donc (Ey) admet exactement deux solutions, 1 et 4.

Solution 10 -

1. Soit x e RY.

+3 1 +3
ln(xT) = E(lnx+ln3) — ln(xT) =In(v3x)
<~ x+3=2V3x
— x*+6x+9=12x
— (x—3)2=0
— x=3.

Finalement I'’ensemble des solutions de I’équation est {3}.
2. SoitxeR.

1
2x—1>0<:>x>5 2Xx+8>0 < x>-4 xX—1>0 << x>1.

Soit x > 1.

In(x*(2x-1)) =In(2x +8)(x - 1)?)
¥2x-1)=2x+8)(x-1)>

203 -2 = 2x+8) (x> —2x+1)
—5x2+14x-8=0

(E2)

oot

Le discriminant de —5X? + 14X — 8 vaut 36, donc les racines de ce trindome sont —4/5 et
2.0r -4/5 < 1, donc 'ensemble des solutions de 'équation (2) est {2}.

3. Soit x e R.
e ¥-5+6e >0 < e *(e**-5e¥+6) > 0.

Or le discriminant de X? — 5X + 6 vaut 1, donc ses racines de 2 et 3. Ainsi
ef-5+6e >0 < e*<20ue*>3 < x<In@) oux>In@3).

Donc I’ensemble des solutions de I'équation est ] —oco,In(2)[U]In(3), +ool.

. Soit x e R.

e 3e*+3e°=1 < (*-1)°=0 < e =1 < x=0.

Donc I’ensemble des solutions de I'équation est {0}.

. Soit x € R}.

exp(xln(xz)) = exp(x2 In(x))
xIn(x?) = ¥*In(x)

2xIn(x) - x*In(x) =0
x2-x)In(x)=0
x=0oux=2o0ux=1.

2
(x2)x — x(x )

1eeot

Finalement, 'ensemble des solutions de '’équation est {1,2}.

. Soit x € R.

5ch(x)—4sh(x)=3 <= 5e*+5e*—-4e*+4e =6
— e*+9¢ =6
— e *e*-6e*+9)=0
= e ¥e"-3°=0
< x=In(3).

Donc I'ensemble des solutions de I'équation est {In(3)}.

. Soit x e R.

8x+4/3 _ 53x —=2x 8x+1/3 + 53x—1 23x+4 _ 23x+1 — 53x—1 + 53)6

6
23¥(16-4) = 53xg

2\3% 1
5 =%

exp 3xlng T
_ —In(10)

= In(2) - In(5)
In(2) +In(5)

753G -3he)’

[ A

In(2) +In(5) }

Donc 'ensemble des solutions de I’équation est {—
3In(5) -3In(2)
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8. Soitx€]—1,+o0l.

(Eg) ln(\/x—l(x+1)):ln(e2\/1+x)
Vi-1x+1)=e*vVx+1
1
Ny Pl
e

Vi-Dx+1)=¢?
x—Dx+D=¢*
*=1+¢*

x=V1+etoux=-V1+et

Orl+e >1,donc V1+e* > 1 puis —V 1+e* < —1. Ainsi 'ensemble des solutions de

I’équation est {V'1+e4}.

9. Puisque ch > 1, on obtient que I'équation n'admet pas de solution.
10. Soit x e R.

prrr vt

ch(x)=3 < e*+e ¥ =6 < e (> -6e*+1)=0

Or le discriminant de X? — 6X + 1 vaut 32, ses racines sont donc —2v2 + 3 et 2v/2 + 3.
Finalement, I'ensemble des solutions de I'équation est {-2v'2 +3,2v/2 + 3}.

Solution 11 -

1.

ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b) = i [(e“ re YEl+e ) +(e%—e YEl-e?)

b,  b—

a+b+ea— +e a_’_efa—b

:i[e

+ eu+b _ea—b _eb—a +efa7b]

1
— Z(2 ea+h +2e—(u+b))

=ch(a+b)

2. On peut effectuer le méme genre de calcul pour démontrer la deuxiéme formule, ou
alors passer un autre chemin : En fixant b et en dérivant par rapport a a la relation
ch(a) ch(b) + sh(a)sh(b) = ch(a + b), on obtient précisément sh(a + b) = ch(a) sh(b) +
sh(a) ch(b).

3. On prend x = a = b dans sh(a + b) = ch(a) sh(b) + sh(a) ch(b).

4. On prend x = a = b dans ch(a) ch(b) + sh(a)sh(b) = ch(a + b).

5. En réutilisant les formules obtenues en 1 et 2, on obtient :

sh(a+ b) B sh(a) ch(b) + ch(a) sh(b)

@+ D)= @+ b) ~ ch(@ ch(b) + sh(@sh(b)

Puis en divisant le numérateur et le dénominateur par ch(a)ch(b) non nul, on obtient
la formule demandée.
Solution 12 -
1. Pourtout x € R,

242 e 2 e _ppe X @2Xye2xr 1
4e2x 2e2x 2

fx) =

P . 1 .
On en déduit que xlilllmf(x) =3 et xljr}lwf(x) = +00

2. Pour tout x € R,
1 2x —2x 1 2x —2x —2x
g(x):E(e +2+e )—z(e —-e “)=1+e
On en déduitque lim g(x)=1let lim g(x)=+oo
X—+00 X——00

Solution 13 -

1. ch est continue et strictement croissante sur ]0, +ool, et on sait que ch(0) =1 et lim ch=
(o)

+00. Soit y > 1. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, ch(x) = y admet une
solution sur ]0, +ool. Par stricte croissance de ch, cette solution est unique.

Comme ch est pair, I'équation ch(x) = y a exactement deux solutions opposées 'une de
l'autre.

Soitx € R, y eR,.

ch(x)=y—=e*+e =2y
= e’ 2ye"+1=0

<:>z2—2yz+1:0

en posant z = e”.
Cette équation en z a pour discriminant A = 4y? — 4, qui est positif car y > 1.
Si y > 1, alors les deux racines de z* — 2yz + 1 sont

z21=y—\/y2 -1 z=y+y/y*-1
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Or, y¥* > y*—1> (y—1)? car y > 1, donc en prenant la racine carrée qui est strictement
croissante, on obtient y > 1/y%2—1> y—1 et finalement 1 > z; > 0.

Or x est positif, donc z = e* > 1. Donc z ne peut pas étre z;. D’oll

ch(x)=y<=z=y+4/y?>-1
—=e'=y+y/y*-1

<~ x=In(y++1/y%2-1)

Donc I'unique solution positive de ch(x) = y est x =In(y + 1/ y% — 1).
(On remarque que cette expression est aussi valide lorsque y = 1)
2. sh est continue et strictement croissante sur ] — oo, +oo[ et limsh = —oo et l+im sh = +o0o,
—00 (e 9)

donc d’apres le théoreme de la bijection, pour tout y € R, sh(x) = y admet une unique
solution réelle.

Soit x, y € R.

sh(x)=y<=e*-e*=2y

= e -2ye"-1=0
<=>z2—2yz—l=0

en posant z = e”.
Cette équation en z a pour discriminant A = 4y + 4, qui est strictement positif. Elle

admet donc deux racines distinctes
Z=y+4\/y?+1

Or, y2 +1> yz, donc par stricte croissance de la racine carrée, \/y% +1 > | y| > y.0nen
déduit que z; <0.

Or, z = €%, donc z est strictement positif et ne peut donc pas valoir z;. z, est en revanche
bien strictement positif, d’'ou

shix)=ye=z=y+1/y?+1
e =y+4/y2+1

— x=In(y+1/y%+1)

z1=y—\/y*+1

Lunique solution de sh(x) = y estdonc x =In(y + 1/ y% + 1).

Remarque culturelle : Les fonctions

- [0,+00[ — [1,+00]

R R
Argsh : Argch:
8 x — Inx+VvVx2+1 rec x — Inx+vxt-1

dont les noms respectifs se prononcent "Argument sinus hyperbolique et Argument cosinus
hyperbolique" sont des fonctions usuelles des mathématiques.
Ce sont les pendants "hyperboliques" de Arcsin et Arccos.

Solution 14 -

1 1
1. Pour tout x € R, h(x) = x* (1 4 _2)ex'
X x

. 1 ) 1
lim —=0et lim — =0, donc
X—+00 X X—+00 X

. 1 1 . . P
lim (1 -——+ —) =1.Commeona lim x*=+ocoet lim e*=+oo, on en déduit
x—+00 x  x2 X—+00 x—+00

lim h(x) = +oo.
X—+00

. 1 1 . 2 . X ..
Iim |[1-—+—| =1, lim x° = +ooet lim e* = 0. On se trouve ici devant une
X——00 X X——00 X——00

forme indéterminée, c’est a dire que les opérations sur les limites ne permettent pas
de conclure. On verra cependant que des méthodes plus subtiles permettent de déter-
miner la limite de / en —oo.

xX+2 2 X
im ———=—et limIn(x) = —oco.
x—0x+3 3 x—0
Donc,

lim k(x) = —oo.
x—0

1

In(x) £ +2

Pour tout x € R, k(x) = In() &
X

3"
1+_2
1

lim
X—+00 ] 4 =
X

= 2 par quotient, mais les opérations sur les limites ne permettent pas de

In(x)
déterminer si a une limite en +oo. La encore, nous verrons au prochain chapitre

comment faire.

R — R

x - x*-x+1
vables, h est dérivable sur R.

et exp sont dérivables sur R donc, par produit de fonctions déri-
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Pourtout xeR,ona:

Hx)=Cx-1)e*+(x*>—x+1)e"

=% +x)e*.

Solution 18 - x+— \/x est dérivable sur R} .

exp est dérivable sur R.

—

est dérivable sur ]0;1[uU]1; +ool.
In(x)

10; +o0l

Pour tout x € R, x* +3 > 0, donc

x“+3
10; +00l. In est dérivable sur ]0; +oo[, donc par produit de fonctions dérivables, k est dé-

rivable sur ]0; +ool.
PourtoutxeR,ona:

K (x) =In(x)

est définie et dérivable sur

X2 +3—(x+2)(2x)

flo=

-In'(x)

In(x)2

__exp(x)+ Vx N 1+2y/xexp(x) .
xIn(x)? 2v/xInx

1
(exp(x) + vx) + T (exp(x) +

(x2+3)2
—x*—4x+3 x — v/x est dérivable sur R
=In(x) +-
(x2 +3)2
T _
Solution 15 - cos est strictement décroissante sur [0; 5 [ et In est strictement croissante oo; —1[U]2; +o0l.

. . . T
sur R, donc p est strictement décroissante sur [O; > [

Solution 16 - On vérifie que pour tout x € R, f(x+67) = f(x), donc f est 6z-périodique.

De plus, pour tout x € R,

If(x)] < ‘cos(g)‘ +|sin(4x+3)| < 2.

Donc f est une fonction bornée.

Solution17 -

1. Supposons que f est T-périodique. Alors f(0) = f(T), donc |aT] —a|T] =0 puis a =

laT]

W, donc a € Q.

2. Supposons a € Q. Il existe (p, q) € Z x N* tel que a =

donc f est g-périodique.

p

fx+q) = 5(x+q)

p

=|=x+p

Ld
p

=|=x

Lq
=f(x)

+tp-=lxl-p

Pour tout x €] —oo; —1[U]2; +o00[, on a

(x=2)—(x+1)
Z’(x) — (x—2)?
x+1
2\ 32

-3
T 2Vxt1(x—2)3/2

1
! = —
f(x)—x+2x.

f’ est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x €]0; +oo[, on a

-1
f'x) = =z +2.

f" est dérivable sur ]0; +ool et pour tout x €]0; +oo[, on a

2
f(3)(x) — F

Ainsi, f est dérivable au moins sur ]0; 1{U]1; +ool. Pour tout x €]0; 1{U]1; +o0l, on a

1
2V%

Solution 19 - f est dérivable sur ]0; +ool et pour tout x €]0; +oo[, on a

x+1
X — -2 est positive sur ] — oo;—1[U]2;+oo[, donc ¢ est au moins dérivable sur | —
X
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1. Puisque In est définie sur R}, g : x — xIn(x) est définie sur R} et il en est de méme de
x+— x* (car exp est définie sur R).
Les fonctions g : R} — R et exp : R — R sont dérivables, donc f; = expog est dérivable

surR%. Or g': x—In(x) + 1, donc f; : x — (In(x) + 1) e*2™,
Soit x € RY.

flx)=0 <= In(x)+1=0 < x=e'.
et

) >0 <= InX)+1>0 < x>e

donc f; est strictement décroissante sur ]0, efl] et strictement croissante sur [efl, +o0l.
Par ailleurs,

lim xIn(x) =400 donc lim x* = +oo,
X—+00 X—+00

et,
limxln(x) =0 donc lim f;(x)=1.
x—0 x—0

En résumé, puisque f(efl) = exp(ef1 Inte ")) = exp(— e Het A =1,

X 0 e ! 1 +00
flx) - 0 +
1 +00
h \ 1
exp(— e_l)
yl
1__
exp(—e_lf
0 n >
o1 1 x

2. Puisque |x| >0 < x#0, g: x— In|x|/x est définie sur R*. Soit x € R*.

Inlx] = 0 Inlx] <€ 0
>
lnlxI/x/0<=>{ r > 0 ou Y < 0
— x| = 1 ou x| < 1
x > 0 x < 0
Posons D = [-1,0[U[l,+ool. On a montré que f> est la composée de g :
D - R+ bbr+ to [R

X — Injxl/x par Jx donc f> est définie sur D.

g est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables et g/ tx— (1-In|x|)/ x2.
Puisque la fonction racine carrée n’est dérivable que sur R’ et que, pour tout x € D,

X —_—

gx)=0 <= In|x|=0 < |x|=1 < xe{-1,1},

on obtient, avec le théoreme de dérivation d'une fonction composée, que f, est déri-
vable sur D\ {-—1,1}, et

, 1-In|x| 1
fHix— 5 .
X vV2In|x|/x
Soit x € D.
f,(x)=0 < 1-In|x|=0 < |x|=e < x€e{-e,e},
et
f(x) >0 < 1-In|x| >0 < |x|<e < xe[-eel.
Ainsi f est strictement croissante sur [—e,e] N D = [-1,0[U[],e] et décroissante sur

[e, +o0l. Par ailleurs, on a, pour tout x > 0, In|x|/x = —(In(-x)/(—x)), donc

In(|x)) oo

lim donc lim f>(x) = +oo
x—0 X x—0
x<0 x<0
De plus,
. In|x]
lim

=0 donc lim f>(x)=0.
x—+00 X X—+00

En résumé, puisque f(—1) =0, f(1)=0et f(e) = e‘”z,

X
fr(x)

fa
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3. SoitxeR\{n/4+kn/2, ke 7Z}.
tan(x) =0 < x=0[n]

Donc f3 est définie sur R\ {kn,w/4+ kn/2, k € Z}. Puisque f est n-périodique et paire,
on peut se contenter d'une étude sur D =]0,w/4[U]n/4,7/2].
On remarque que, pour tout x € D,

A0 = 2tan(x) _ 2

tan(x)(1 —tan2(x)) 1-tan2(x)’

g: x— tan®(x) est dérivable en tant que composées des fonctions dérivables tan et "car-
rée", et g’ : x — 2(1+tan®(x)) tan(x). Ainsi, f est dérivable sur D et

4tan(x) (1 + tan?(x))
(1 -tan?(x))?

fiix
On en déduit que, pour tout x € D,
f3(x) >0 < tan(x) >0 < x€|n/4,7n/2],

ce qui entraine que f3 est décroissante sur ]0,7/4[ et croissante sur |n/4,7m/2[. Par
ailleurs,

liml-tan’(x)=1 donc lim f3(x) =2
x—0 x—0

x>0 x>0
De plus,
lim 1-tan®(x)=0
x—mld
xX#£ml4

10

Comme pour tout x €]0,7/2[, 1 — tan®(x) >0 < x€]0,7/4[, on en déduit :

lim f3(x)=+o0c0 et

)cl—l>l;ltl/4f3 (X) T

x—ml4
x<md x>ml4
On aaussi:
lim 1-tan’(x) =—co donc lim f3(x)=0.
x—m/2 xX—m/2
xX<m/2 x<m/2
En résumé,
E 7E
X 0 - >
fa(x) + +

+00
f3 / /
2 —00
. LY, .
1 . 1
1 . |
1 , 1
1 . 1
1 , 1
I | 1
1 . 1
1 . \
! \
! \
! \
! \
! \
‘ ~ 4 ~
2
1+
n 0 Fa— n
3 s WS 7 w1 TN 3w "x
4 2 v 4 4 2 v 4
' \ \
| \ 1
) 1 \
E 1 |
. 1 1
, 1 1
| 1 1
) 1 |
| 1 1
) 1 1
h 1 1

Solution 21 -

1. fi estdéfinie sur R et dérivable sur Dy =R. Pour tout x € R,

fi(x) =3cos(3x-5).
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2. f, est définie sur D 1, =10, +ool. In et exp sont dérivables sur D 1, et x— x* est dérivable
sur R, donc f> est dérivable sur D , etpour tout x € Dy, ,

(%) :4(% +3—ex) (In(x) +3x—e*)°.

3. f3 est définie sur Dy, =R\ {—1} (le seul probleme est le quotient). De plus, x — 1% et
b

exp sont dérivables sur leur domaine de définition, donc f3 est dérivable sur D, et pour
tout x € Dfs, ona

lfx)+xu(1+f§c)_2xex (1fx)

= (1 + 1 :Cx)z ) exp (ﬁ)

falx) = exp(

o . ) . x2-x) . . .
4. Pour que f; soit bien définie en un réel x, il faut que soit positif. Construisons

un tableau de signes :

X —00 -1 0 2 +00
x - 0 +

2-x + 0 -

1+x - 0 +
- - e o -

Ainsi, Dy, =] —o0,—-1[J [0,2].

Pour ce qui est de la dérivabilité, les théorémes généraux nous assurent que f; est déri-
vable sur ] —oo, —1[ U 10,2[ (1a ot 'argument de la fonction racine est strictement posi-
tif). Attention, cela ne veut pas dire que f; n’est pas dérivable en 0 ou en 2, seulement
que les théorémes généraux ne nous disent rien a ce sujet. Pour tout x € D 1 \ 0,2},

1 X2(1—x)(1+x)—x(2—x)

! —_
0= (1+x)2

X(2—-x)
2 1+x

1+x —x2-2x+2
= X
x(2-x) 2(1 + x)2

11

. On doit avoir x # 0 pour que e~

. Pour que f5 soit bien définie en un réel x, il faut que 1 — exp(x) soit strictement positif,

c’'est-a-dire que x soit strictement négatif.

Ainsi, Dy, =] —o00,0[. D’apres les théorémes généraux, f5y est également dérivable. Pour
tout x € Dy,
, —exp(x)
X)) = ——
f5) 1 —exp(x)

. Pour x € R, 1 —sin(x) > 0. Comme x — /x est définie sur R,, on en déduit que Dyg =R.

X — \/x est dérivable sur R, donc les théorémes de dérivation généraux nous assurent

7
que fg est dérivable sur R\ { 5 + 2kn}. Pour tout x dans cet ensemble,

—cos(x)

T —
Fo= 2v1 —sin(x)'

. In est définie sur R}. La fonction x — Vx est définie sur R., est positive et s’annule

uniquement en 0, donc f; est définie sur R’. Elle y est également dérivable.Pour tout
X € 'Dﬁ,

1

X —

1
2Vx  Vx

f(x) =2xIn(vx) + x*
=2xIn(v/x) +g

2
1% 5pit bien défini et x > 0 pour que cos(y/x) soit bien

défini. Donc Dy, = R}. De plus, fg y est dérivable et pour tout x € Dy,
fixy=e V¥ 2 cos(y/m + e — x (~1sin(v/x)
x3 2v/x

—e ¥ % cos(v/x) — % sin(v/x)

. fo est définie en un réel x strictement positif si et seulement si 1 —In(x) > 0, c’est a dire

si et seulement si x € Dy, =10,e].

D’apres les théoremes généraux de dérivabilité, fy est dérivable au moins sur 10, e[ (sans
rien dire de ce qu’il se passe en e). Pour tout x €]0, e[,

cos(e®) — /1 —1n(x)e*sin(e¥)

-1
ﬁ)/(x):7

1
2v1-In(x)
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1-¢e*
1+e*

10. Pour tout x € R, )

est bien défini et est strictement positif si et seulement si x # 0.

Donc Dy, =R". fio est dérivable sur cet ensemble et pour tout x réel non-nul, ona:

—e¥(1+eY) —(1-e%er

, (1+eX)2
X) =
Fio@) e
1+e*
3 -2e*
T (1+en(1-eX)
Solution 22 -
1. Pour tout x assez grand,
x+2 x 1+2 1 1+2
= X = X
2 _ 2 1 1
x*Inx-x x*In(x) 1- e xIn(x) 1—m
2
Or, lim =0et lim * =1, donc
x—+oo xIn(x) x—+00 ] — —L _
xIn(x)
x+2
im —— =
x—+oo x2Inx —x
2. Pour tout x assez grand,
41 1+
x_3 e x 3
e 1- 3
Donc
e2* +1
= +00.

3. Pour tout x > 1 réel,

X

. . . €
Par croissances comparées, lim — = +oo, donc
x—+oo x8

e’ +2
= +00.

x—+oo x8 —1

12

4.

. Sin=0, lim

1
Iim — =0et lin?) cos(x) = 1 (par continuité de cos en 0), donc par composition de
x~>

X—+00 X
limites,

lim cos(1/x)=1.
X—+00

3x+
. Pour tout x réel positif, =3 x 31" , donc
x+1 1 T
x+2
lim exp ) =e3
X—+00 x+1
3x
m —— =+oo,donc
x—-1- 1
. (3x +2
lim exp = +o00.
x—-1" x+1

. Pour tout x assez grand,

In(x2+1) In(x*(1 + %)) ~ In(x?) +In(1+ %) ~

In(x?) In(x?)

2lnx

1 1
lim 1+ — =1donc lim In|1+ — |[=0.0n en déduit que
x—-+00 x2 X—+00 x2

In(x?+1)
im ——— =
x—+oo  2lnx

(x2 +In(x) )n
_ =1
x—0%* 1+x3

Si n #0, Pour x > 0 proche de 0,

X2 +1n(x) 1
Y o Inwo) x
1+x3

X2 +In(x)
donc lim ———— = -0
x—0t 1+x3

X2 +1n(x) "

s = +oo0 et si n est impair,
X

Ainsi, si n est pair, lim
x—0t

. (x2 +1In(x) )"
lim |=m——=| =-
x—0"\ 1+x3

In(1+ é)

In(x2)
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9. Pour tout x réel assez grand,

x+3 x 3+l 341
—_—— = X ———— = /X X ——mMm.
In(x) + v/x x hw In(x)
X +vVx  Vx U1 1
. . . In(x)
Par croissances comparées, lim =0. Donc
x—+oo /X
x+3

im ———— = +oo.
x—+colnx+/x

10. Pour tout x réel strictement positif,

In(2%) _xIn2) _In(2)
x+1  x+1 _1+%'

Donc
. In@2%
lim

x—+oo x+1

=In(2).

11. Pour tout x réel strictement positif, x* = e* In()

Par croissances comparées, lim+ xIn(x) =0, donc lim+ x* = =1 par continuité de exp
x—0 x—0

en 0.

12. Pour tout x réel strictement positif,

In(1+x
(1+x)Y* =exp (¥)
[ . .. . . In(1+x)
D’apres les résultats sur les limites classiques, on a 11151 —
x—0%

. In(1+x) 1 a4
exp, lim exp| —— | =e =e, donc
x—0* X
lim (1+x)Y*=e.
x—0t
13. Pour tout x réel strictement positif, 27
x)*  exp(x%In(x)) _
POl exf))(xxln(x)) =exp(n(*(l =) /
lim x*2 =400, donc lim In(x)x*>(1 - x*%) = —co. Finalement, ' ' ' ' "
X—+00 X—+00 -5 -4 -3 - -1 0
(x*)*

=0.

m ——
x—+o0 x(x)

= 1. Par continuité de

Solution 23 -

1. Translation de vecteur — i a partir de la courbe représentative de exp.

Cexp

13
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3. Symétrie par rapport a la droite d’équation x =

X— VX.

1
2

Cr

3

a partir de la courbe représentative de

4. Symétrie par rapport a la droite d’équation y =
exp.

1
2

5 xr
Cexp

a partir de la courbe représentative de

4

-3+ Cf

-4 4

5. A partir de la courbe représentative de x — v/x, translation de vecteur —2 i puis symé-

14

3
trie par rapport a la droite d’équation y = 3

3 -+
Cy:
2-
1.
Cr
-2 -1 0 1 2 3 4
-1 1

6. A partir de la courbe représentative de In, symétrie par rapport a la droite d’équation

xX= 3 puis translation de vecteur 2 j .

Cfﬁ 4 x

2

34

1
7. Apartir de la courbe représentative de sin, affinité orthogonale de rapport 3 par rapport

al’axe des ordonnées.
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Lt f7 - Cexp
AN

8. Apartir de la courbe représentative de sin, affinité orthogonale de rapport 3 par rapport

=
al’axe des abscisses puis translation de vecteur j .

34

10. A partir de la courbe représentative de cos, on effectue une translation de vecteur
T— 11—
—i+-7j.
4 2 J

Cfm

11. Pour tout x # —1,

1
f(x)—].-{-m'

9. Apartir de la courbe représentative de exp, affinité orthogonale de rapport — par rap- Ainsi, a partir de la courbe représentative de x — l, on effectue une translation de vec-
X

- -

) teur—i + j.

port al’axe des abscisses puis symétrie par rapport a la droite d’équation y =

RS R N

15
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12. Pourtout x #1,

—3—
fr=-""F=-

1-x

—4+1—x_ 4
1-x

1-x

1
A partir de la courbe de x — —, symétrie par rapport a I'axe des ordonnées, puis affinité
X

orthogonale d’axe (Ox) et de rapport 4 puis translation de vecteur :7

16

Cx'—>1/x

Cflz

Solution24 -

1. (a) La fonction g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
Pour montrer que la fonction g est croissante sur R, on calcule sa dérivée g’ puis
on montre que g’(x) 2> 0 pour tout x € R. Pour tout xeR,on a:

gx)=e"+1.
Ici, le signe est immédiat puisque pour tout x € R, e* >0 donc

gx)=e"+1>0+1=1>0.

Ainsi la fonction g est bien croissante sur R.
(b) Ona:
g0)=e"-1+0=1-1=0.

Alors puisque la fonction g est croissante et que g(0) = 0, on en déduit que g(x) est
négatif pour x € | —00,0] et positif pour x € [0, +oo].
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2. (a) Pourlalimite en +oo, on utilise les résultats de croissances comparées. Alors u'(x)=1etv'(x) =e*, alors
lim —=0 / / X X X
¥oo g Lo U@ - uv' () 1xef-xxet  (1-x)e*  1-x
fa=1- v(x)? =1- x)2 =1- 2x 1 ox
Puis (‘3 )
lim x+1=+o0 et x-1_et+x-1_ g
e X Par somme, lim f(x)=+oo0. er eX e~ e~
lim ——= 0 X—+00

(b)

(©

3. (a)

x—+oo e¥

On commence par calculer I'écart entre f(x) et y = x+ 1, avant de montrer que cet
écart tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

R e X

fxX)—y=x+ —;—(x+ )_—e—x
Or on a déja calculé la limite de cet écart a la question précédente :
par croissances compareées,

. X
lim —— =0.
x—+oo eX

Donc la droite D d’équation y = x + 1 est bien asymptote a la courbe C en +oo.

Pour la limite en —oo, les résultats classiques donnent une forme indéterminée.
On réécrit donc la fonction afin de lever I'indétermination :

1
x+1——=x><(1+——_)
ex
Alors lim x=-ooet
X——00
Iim 1= 1
X——00
im L . 11
lim —= 0 Parsomme, lim 1+— - — =—co
X——00 X et X ox
lim —— =—-oc0

x—-oco e¥*

Donc par produit,
xliI}l f(x) = +o0.

La fonction f est dérivable sur R comme somme d'une fonction polynomiale
(donc dérivable sur R) et d'un quotient de fonctions dérivables sur R dont le déno-
minateur ne s’annule pas. On cherche la dérivée de la fonction f.

u(x)
festdelaformex-—»x+l—ﬁ,avecu:x»—»xetv:x-—»ex.Pourtoutxe[R,
v(x

17

Ainsi on abien montré que YxeR, f'(x)= g(:) .
e

(b) Les variations de la fonction f s’obtiennent en étudiant le signe de f'(x) pour x €
R. Grace au tableau de signe de la fonction g établi dans la question 1. et parce
que pour tout x € R, e* >0, on peut établir le tableau de signe de f " et avec lui, le

tableau de variation de f.

X —00 0 +00
gx) - 0 +
ex + +
f(x) - 0 +
+0o0 +00
1

4. La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R dont

u(x)

le dénominateur ne s’annule pas. Plus précisément, f est de la forme x — —— avec

u:x—etv:x—.

v(x)

5. La courbe admet une asymptote d’équation y = x + 1 au voisinage de +oo. Elle posséde

aussi un minimum en (0, 1).
On peut alors tracer I'allure de la courbe.
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1. (a) La fonction f est dérivable sur R comme somme d’une fonction polynomiale et
d’un quotient de fonctions dérivables sur R dont le quotient ne s’annule pas. Po-
sons u:x— 1+e”.

Soit x e R. On a ¢/ (x) = e*. Ainsi,

’ X 1+e* 2
f,(x):_u(xl+1:_ © 2+(+e )2:
u(x) (1+e¥)” (1+e¥)

—ef+1+2e*+e2* 1+erf+e2*

(1+e9‘)2 (1+e’C)2

La fonction f’ ainsi obtenue est dérivable sur R comme quotient de fonctions dé-

rivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas. Posons u: x — 1 +e* +e** et
2

vix—e(l+e*)”.

18

(b)

(©

Soit xeR.Ona u/(x) = e +2e** =¢* (1+2e*)etv'(x)=2e"(1+€*), alors

e*(1+2e%) x (1+e%)° = (1+e" +e2¥) x 2e* (1+e¥)
(1+e)?)

eX (1+eX)((1+2e%)(1+e%) ~2(1 +e* +¢2))

fll (x)

(1+ex)4
_ef(l+ef+2e" +2e* —2-2e"-2e%) e¥(e*-1)
(1+ex)3 (1+ex)3
.. . . ) 1" ex(ex_l)
Ainsi on a bien montré que pour toutréel x eR, [ (x) = ————~.
(1+e¥)

La convexité de la fonction s’obtient en étudiant le signe de la dérivée seconde.
Comme une exponentielle est toujours positive, alors, pour tout x € R, e* >
0 et 1+¢*>1>0donc (1+€*)*>0.

Il me reste a étudier le signe de (e* - 1) pour x e R:

e -120 = ¢€e'>21 <= x

WV
o

Ainsi on en déduit que :

« f estconcave sur l'intervalle | —00,0], car f” y est négative,

« f est convexe sur l'intervalle [0, +oo[, car f” y est positive.

La courbe C admet bien un point d’inflexion, ~de coordonnées (0, f(0)) = (0, 5),
1 1

car f(0) = =1:1-7

1+€0

Les variations de la fonction f’ s’obtiennent en étudiant le signe de la dérivée f”.
On a déja étudié le signe de f”. On peut directement établir le tableau de signe de
f" etle tableau de variation de f":
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x —0o 0 +oo 3. (a) On commence par calculer la différence pour x e R: f(x)—x = T+ or +x—x=
1
1+eX
(%) - 0 + Or on a déja calculé cette limite en +oo a la question 2.a) :
f’ xLHPoof(x)_x:xLeroo 1+e* =0

2. (a)

(b)

1+e%+e”% 1+41+1 3

(1+e9)? A+ 4
On retrouve bien la valeur annoncée par I'énoncé. En outre, il s’agit du minimum
de la fonction f’ et ce minimum est positif. On en conclut donc que la fonction f’

est toujours strictement positive et donc que la fonction f est strictement crois-
sante sur R.

Onévalue f'enx=0: f'(0)=

On rappelle que

lim e*=+oco Et lim e*=0.
X—+00 X——00

Alors
lim
x—+o00 ] 4+ e*

lim x=+o00
X—+00

lim
x—too ]+ e*

Parsomme, lim f(x)= + X = +o0.
X—+00

Puis

lim
x—-co ]+ e*

lim x=-oc0
X——00

Parsomme, lim f(x)= lim + X = —o00.
X——00 X

—-oc0]+e¥

On connait les limites de f et on sait que la fonction est strictement croissante.
On dresse alors aisément le tableau de variation de f :

X —00

+00

19

(b)

(9]

(d)

Puisque la limite est nulle, ’écart entre la courbe C et la droite D d’équation y = x
se réduit au voisinage de +oco: la droite D est asymptote oblique a C en +oo.

On raisonne de la méme maniere qu’a la question précédente.

1
On commence par calculer la différence : f(x) - (x+1) = Trer X% 1=
1
~ — 1. Or on a déja calculé la limite de ~ en —oco ala question 2.a). Alors
par §omme, e

. _ 1
gggfu}{x+ﬂ—gggT:;—l—l—l—Q

Puisque la limite est nulle, I'écart entre la courbe C et la droite D’ d’équation y =
x+1
se réduit au voisinage de —co: la droite D’ est asymptote oblique a C en —co.

L'équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point

1
d’abscisse 0 est donnée par y = f'(0) x (x—0) + f(0). On connait déja f(0) = 3

et f(0) =
Ainsil’équation de la tangente 7 est donnée par

W w

Voici le graphe des droites D, D', T et de la courbe C.
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C et
y lim e*/x=0 donc lim f(x)=—o0.
D X——00 X——00
3T Par ailleurs, puisque exp est dérivable en 0,
X _
lim =exp'(0)=1 donc lim f(x)=0.
9 x—0 x—0
En résumé,
X —00 0 +00
17
f'x) + +
1 1 1 0 +00
T T T
1 2 3 X f / /
—00 0
y
1_.
0
1 €3
_3 —
Solution 27 - Pour tout x € R,
Solution 26 - Flex = 2+cos(—x)  2+cos(x) £
1. Soit xe R*.e*—-1>0 < x>0, donc (e*-1)/x >0 < x #0. Ainsi f est définie sur Y= —3+cos(—x) -3+cos(x) .
R donc f est paire. Pour tout x € R,
2. La fonction x — e*—1 étant dérivable sur R, on en déduit que la fonction g :
R* R* (x4 27) = 2+cos(x+2m)  2+cos(x) )
o (e+x “Dix est dérivable. Ainsi, comme In : R} — R est dérivable sur R}, on flx+2m = —3+cos(x+2m) —3+cos(x) flx

obtient que f = Inog est dérivable sur R*. Or, pour tout x € R* g'(x) = e*(x—1+e %) /x* =
e* h(x)/x?, puis f': x — e* h(x)/(x*g(x)). Or, pour tout x € R*, g(x) >0, e* >0 et x*> >0,
donc le signe de f’ est celui de h.

3. hestdérivable et, pour tout x € R, &' (x) = 1-e™*. Soit x e R*. h'(x) >0 < x>0, donc
h est décroissante sur R~ et croissante sur R*. On en déduit que A atteint son minimum
en 0, puis que pour tout x € R*, h(x) >0.

4. D’apres les deux questions précédentes, f est croissante sur R~ et sur R". De plus,

lim e*/x=+0c0 donc

lim f(x) = +oo,
X—+00 X—+00

20

donc f est 27 périodique. On va donc réduire le domaine d’étude a [0, ].

[ est dérivable sur [0, 7] et pour tout x € [0, 7],

—sin(x)(3+ cos(x)) — (2 + cos(x))(—sin(x))
(=3 + cos(x))?

flx)=

B 5sin(x)
T (=3 +cos(x))?

On en déduit le tableau de signes de f” et les variations de [ :
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X 0 v/
1) 0 + 0
!
4
2

On notera en particulier que f admet des tangentes horizontales aux points d’abscisse 0 et
.
On peut alors représenter le graphe de f entre 0 et 7. On effectue une symétrie par rapport a
I’axe des ordonnées pour obtenir la représentation sur [-7, 7]. Enfin, on reporte cette courbe
par des translations de vecteur 2k i pour obtenir tout la courbe représentative de f.

1 +

— 1. Domaine de définition

Pour tout x e R, X*+4> 0, donc V x2 + 4 est bien défini sur R et ne s’annule pas.
On en déduit que le domaine de définition de f est R tout entier.

2. Réduction du domaine d’étude

R est symétrique par rapport a 0.

Pour tout x € R,

Solution 28

f(—x)=—x+_—x =

= f(x).
V(=x)2+4

X

(x ’ VxZ+ 4)
Donc f estimpaire.
On va donc restreindre 'étude de f a D =R, et!'on complétera la courbe obtenue par symé-
trie par rapport a O.
f ne semble pas admettre de période.
3. Continuité et limite
Par somme, quotients, et compositions de fonctions continues, f est continue sur D.

21

Pour tout x € D,

1
— =1

1+5
On en déduit que lim f(x) = +oo.
X—+00

.4 .
lim == 0, donc lim
X—00 X X—00

4. Dérivabilité et dérivée Par somme, quotients, et compositions de fonctions dérivables, f
est dérivable sur D et pour tout x€ D,ona:

/-2 2Xx
Xc+4—-x——=—
2V x%+4

x2+4
X% +4-x°
=l
VX2 +4(x2+4)
4

=1+ ——"-
(xZ +4)3/2

fllx)y=1+

3
On en déduit que f(0) = >
5. Variations et tableau de variations

Pourtoutxe D, f "(x) >0, donc f eststrictement croissante sur D. Le tableau de variation de
fest:

X 0 +00
f(x) 3/2 +
f 0 / +00

(Notons que f(0) =0.)
6. Tangentes et asymptotes
On a déja calculé les valeurs de f et f’ en 0. On sait donc que C r apour tangente en 0 la droite

3
d’équation y = Ex.
On remarque que pour tout x € D,

1
fX)-x+1) = ——
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Donc xlilll f(x) = (x+1) =0. On en déduit que Cy admet la droite d’équation y = x + 1 pour
—+00

asymptote en +oo.

7. Représentation graphique

22

Solution29 -

1.

x2 +3x + k est bien définie lorsque x est un réel tel que x> +3x + k > 0.
Le discriminant de x? + 3x + k est Ay =9 — 4k. On en déduit que

9
Sik>—,alors A <0et 2 +3x+k est toujours positif ou nul, donc Dy = R.

4)

9
Sik< 7 alors A > 0 et x? + 3x + k admet deux racines réelles

-3-Vv9-4k -3+Vv9-4k
X,k=——F Xk = ——F
2
On a alors Dy =] — 00, x1, ] (%2, %, +0ol.

-3
Quelque soit k, Dy est bien symétrique par rapport a - Pour tout x € Dy,

f(-3-x)=V(-3-x2+3(-3-x)+k

=V9+6x+x2—-9-3x+k

=Vx2+3x+k

3
On en déduit que I'y est symétrique par rapport a la droite d’équation x = PR On peut

-3
donc réduire I'étude de f;. ala partie de Dy a droite de - On en déduit que

9 -3
Sik>—, E=[—,+oc0l.
i 2 &k [2 ool

9
Sik< Z, gk = [)Cg]k, +o00l.

k>0.0nadonc

9 -3
Sik>-, Ay =[—, .
ik> 2 A =1 5 +oo

9 -3
Sik=-, Ay =]—, .
i 2 A =] 2 +o0o[

9
Sik< Z, Ak :]Xz,k,-i-oo[.

Pour tout x € Ay,
2x+3
fix) =
On en déduit les trois tableaux de variations suivants :
9
Sik>-—,
4

2VZ+3x+ k

. Les théorémes classiques nous assurent que fj est dérivable au moins lorsque x* +3x +
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. . .3
fr admet dans ce cas une tangente horizontale au point d’abscisse PR

9
Sik=-,

4
Sik<g,

4

-3
X —_ +00
2
R 0 +
+00
3
fk(—g)
|

-3
X — +00
2
) ? +
+00
& /
0
X X2,k +00o
JiAEY) ? +
+00
& /
0

23

5. Pour tout x € Ay,

fr)—x=Vx2+3x+k-x
(fe@) =0 (Vx2+3x+k+x) = (Va2 +3x+ k- ) (Vx2+3x + k+x)
() =) (Va2 +3x+k+x) = x?+3x+k—x?

3x+k
Vx2+3x+k+x

k
3+}

/ 3 k
1+§+?+1

fro)—x=

1 . 3
On en déduit que xlilllm fr(x)—x= >

3
6. On en déduit que xliI-P fie(x) = (x+ 5) = 0-. Donc I'y, admet une asymptote oblique en
—+00

4 . 3
+oo d’équation y = x + >

7. Pour tout x € &,

3 9
=1/ (x+=)2-=-+k
fi(x) (x 2) 1
9 . / 3
Donc, en posant ¢ = k— 7 on abien fi(x) =1/ (x+ 5)2 + cx pour tout x € E.

On en déduit que :

9 3
Sik> 7 alors pour tout x € &, fi(x) > (x+ E)’ donc I'y est au-dessus de son asymptote
en +oo.

9 3
Si k = —, alors pour tout x € &, fi(x) = (x+ E)' donc I'y est confondue avec son asymp-
tote en +oo.

9 3
Sik< T alors pour tout x € &, fi(x) < (x+ 5), donc I’y est en-dessous de son asymptote
en +oo.

9
8. ¢Sik>—,
4
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3
[k y=x+ 5
y=x+z I k
1 2 1 5
. 9
eSik=-,
4
L'k
1 2
9 & Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!
*Sik< Z’ ¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!
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