Maths 2025/26

TD 4 - Le corps C des nombres complexes

MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 4 I

Solution1 -
@-di 2i+1 |[-1 -2
3i2 ~ -3 | 3 3"

1. 21 =

(3-2i)(5+3i) 15+4+9i—-10i+6 21+_—1
= =l —+i—.
(5-3i)(5+3i) 5% +32 34 34

3. z3=(3+20)(4+4i—1)=(3+20)(3+4i) =9+12i +6i—8=|1+18i].

4. On note a sous forme algébrique x + iy avec x et y réels. Alors

2. 22 =

za=(x+i(y+1)?

=x?+2xi(y+1)—(y+1)?

Donc| z4 = (x2 -(y+ 1)2) +ix(y+1)) |

5. Enreprenant la forme algébrique de a, on a

_x+i(y+1)

Cx+i(y-1)

C(x+ily+ ) (x—i(y-1)

S xHiy-D)(x—i(y-1)

X +ix(y+D—ix(y-D+(y+Dy-1)
a x2 + (y—1)2

_ x2+y2—1 . 2x
BTN A e

2+y?-1 2x
Z5 = > > +1 > R
x*+(y-1 x“+(y-1
. . . 2z—
Solution2 - Soit z = a+ib € C. On suppose que (a, b) # (0,1) de sorte que Z =

— soit
i

bien défini. On a alors :

_2z-4 2a+ib)-4 (a-4)+2ib _(2a-4) +2ib)(a-i(b-1)

z—i  a+ib—i  a+ib-1) a2+ (b—1)2

_ (aRa-4)+2b(b-1) +i(2ab-(2a-4)(b-1))

- a2 +(b—-1)2
(aa-4)+2bb-1))+i(2a+4b-4)

a?+(b-1)2

Deés lors,
ZER < a+2b=2aveca#0

Ainsi, 'ensemble des nombres complexes z tels que Z € R est

{a+z(1——) la#0}

Solution3 - Soient x, x2, y1, y2 desréels tels que z; = x; +iy; et zp = X2 + i Yo

Re(z122) = Re(z1)Re(z2) © Re((x1 +iy1) (X2 +iy2)) = X1 X2

S X1X2 —Y1Y2 = X1X2

< =)1y2=0
< y1=00u y;=0.
Re(z122) = Ne(z1)Re(zy) si, et seulement si, 'un au moins des deux nombres z; et z, est réel.
Solution4 -
1. @ lzol=1(-2V3)2+62=v12+36 = V48 = V16 x 3 = 4V/3. Donc,
-2
=4V3[—= \/_ §-5
4\/" 4\/§
-1 \/§
=4V3| —+i—

-1 3 2
On cherche 6 un réel tel que cos(f) = - etsin(@) = % Leréel 0 = ?n convient.

21 27 227
Ainsi, | zg = 4V3 cos(?)+isin(?)) :4\/§e’% A
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(b) z; =p1(cos(f)+isin(B;)) avec p; et O, des réels tels que :

p1=Vv1+ Z\/z

cos(f1) =

sin(0y) =

SIENE

b4 b3 T T
0, = 1 convient, donc| z; = \/z(cos(z) + isin(Z)) =v2e'1 |,

(¢) zp=7z1,donc|z = \/E(cos(—%) + isin(—%)) .

(d) z3 = ps(cos(f3)+isin(f3)) avec ps3 et O3 des réels tels que :

p3=V1+3=2

1
cos(93)=§
V3

sin(f3) = -

T . T .. T
03 = § convient, donc| z3z = 2(cos(§) +1i sm(g)) R

(e) z4 = p4(cos(@4)+isin(0y)) avec py et O, des réels tels que :

pa=V6+2=2V2
V6 _-V3
22 2
sin(04)=£=l

2v2 2

cos(04) =

51 51 51
64 = — convient, donc| z4 = 2\/5(003(?) + isin(E)) .

() | 25 = (cos(=Z) + i sin(— =)
Z5 = COS—2 lSln—2 .

(g) On peut-étre tenté de penser que zg est déja présenté sous forme exponentielle, ce
quin’est pas le cas car le réel en facteur est négatif. On utilise alors la technique de
la multiplication par (—1) e'* (qui vaut 1).

z6=(1—-V2)(~1)ei"els = (vV2-1)el ¥ .

1l s’agit alors bien de la forme exponentielle de zg, que I'on réécrit sous forme tri-

s 4T . . 4A:;
gonomeétrique :| zg = V2- 1)(cos(?) + zsm(?)).

B _P3
22 P2

(h) z7= e!03=92) ponc

2 T T, .., T X ‘m .. I®
Z27=— (cos(— +—)+isin(—+ —)) =Vv2|cos(=) + isin(—)]|.
3 4 3 4 12 12

V2

; 281 i
() zg=27=4e' 1z =4e'3.

L. T, .., T
Dou| zg = 4(cos(§) + lsm(g)).

(j) Laforme présentée ici n’est pas une forme trigonométrique a cause du signe —. On
va faire un usage subtil des formules trigonométriques :

(T—2)+isin(r— =)
Z9 = COS(IT — — 1SINT — —
9 3 3
(2n)+_ . (27:)
= COS(— 1SIin(—
3 3

Il s’agit bien la de la forme trigonométrique.

1
= sin(@) + i cos(@
Sin@) (sin(0) @)
1 T T
= ——0)+isin(= -0
Sin@) (cos( 2 ) +isin( 2 )
1
Attention, on a obtenu la forme trigonométrique uniquement si le coefficient pemy est
positif.
1
Si 0 €]0; [, alors le module de Z est — et T_ 6 en est un argument.
sin(0) 2
3
Sif €] —m;0[, alors le module de Z est — et il —-O0+n= 7 0 en est un argument.
Isin(@)] 2 2

20197

. . Sl .
.+ 1)2019 — Z%OIQ — p%OIB e2019101 — 21009\/561 T = 21009\/§et 7. Dol

Pour z%o,

77120
z%oz(\/zelﬁ)
20 ; 7x20.
=v2 el v
; 15n
=2'0e'"3

= 10246’ %
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Donc| z2° = 1024 | car e’ = —1. _ 2cos(-5)e'z _ cos(-%) _ icos(-%) _ icos(%)
Soit neN, 2isin(-%)e/®2  isin(-%) -sin(-%) sin(%)

n_ (2" cos (%
b= (e ’ ) Ainsi, le module de z; est # .
nin sin(§)
=e 2 p
cos(% T
_ nmy . . (AT Siae |J12km; 7+ 2kn], alors — (3) >0 et arg(z) = = [27]
= cos(—) + lsm(—) ez sin (%) 2
2 2 2
I sagit de la forme algébrique de i" : cos (%) n
Il s'agit de la forme algébrique de i~ Siae |J1m+2km; 27 + 2kn |, alors — == < 0 etarg(z) = - [27].
4. Soit neN. kez s1n(§) 2

" nn
Wy, = 23, donc un argument de w, est —.
3 3

w;, est réel si et seulement si son argument est congru a 7 modulo 27, c’est a dire
sietseulementsine {3k| k€ Z}.

Solution5 -
1. z; est bien défini quelque soient les valeurs de « et B.

zZ1 = 1+ei“
-a e_i% +ei%
=2e'2 —
2
a l-g
:Zcos(——)e 2
2
a ig
:Zcos(—)e 2
2
a
par parité de cosinus. Le module de z; est donc 2 |cos (E) ’
a a
Siae U] —nm+4km;n+4kn|, alors cos(E) >0etarg(z) = 5 [27].
kez

a a

Siae U 1w+ 4km;3n +4kn[, alors cos (E) <0etarg(z) = 5 +m[27].
kez

Siae{m+2kn|keZ} alors |z;| =0 et z; n’a pas d’argument défini.

2. zp est bien défini lorsque cos(a) # 1 ou lorsque sin(a) # 0, c’est a dire lorsque a € R\
{2km | ke Z}.
1-cos(a) —isin(a) =1—e'®
a2 € 12 +el?
2i

a .
:Zz'sin(——)e“’”2
2

=2ie

Siae{m+2kn|kez}, alors |z;] =0 et zp n'a pas d’argument défini.

3. z3 est bien défini si et seulement si 1 + e!@h £0.0r

1+e' P 20 o el@h 2
oVkeZa+p#n+2kn

Donc z3 est bien défini si et seulement si a + f & {m + 2kx | k € Z}. Dans ce cas :

arp [ iGB _jacB
i—-|e_ 2 +e 2
2e'2 (f

Z3 = _ .a+f
2cos ((“Tﬂﬁ) e’T)
(@—p) a—p
cos( > ) cos (T)
23 = =
—(a+p) a+p
Cos (T) Cos (T)
On remarque que zz est un réel (c’est le quotient de 2 cosinus). Donc son module est
ap
Ccos (T)
a+B) |’
COS (T)
cos (ﬂ)
Si arp) 0, z3 n'a pas d’argument. Sinon, 0 est un argument de z3 s'il est positif et
Cos (T)

7 est un argument de z3 dans le cas ot celui-ci est négatif.
Solution6 - On pose a et bréels telsque u=a+ib.
z=u+iu

=(a+ib)+ila—1ib)
=(a+b)+ila+b)
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lul =V (a+b)?+(@a+b?=v2la+bl
Sia+b=0,alors z=0etn'a pas d’argument défini.
Sinon, notons 6 I'argument de z appartenant a | — ;7).

(a+b) . (a+b)
cos(@) = ————, sin(@) = ———.
V2la+Dbl V2la+ Dbl
1 1 T
Sia+b>0,alors |a+ b| = a+ b et 0 vérifie cos(0) = — et sin(0) = —. Donc arg(z) = —[27].
et e T 8974
Sia+ b <0, alors |a+ b| = —(a+ b) et 0 vérifie cos(0) = — et sin(@) = — . Donc ar (z) =
b NG NG 8
—_37'[[2”]
2 .
Solution7 -
1. On factorise V6 + iv2 par \/ (V6)2 + (V2)2 = V8.
V6+iv2= \/’(§ + z%) - @(? rit= \/g(cos(%) + isin(g))

7
Donc V6 + i V2 a pour module v8 = 2v/2 et admet s comme argument.

\/_(—+l——\/_(cos( )+zsm( )
V2 \/_

Donc 2 +2i a pour module V8 et admet Z comme argument. On détermine alors le

En procédant de méme, 2 +2i =

quotient :
\/é+ l\/z _ \/gel% _ e_i%
2+2i \/gei% -
Donc \/_ iv2 est de module 1 et admet — — comme argument.
C2+2i 12

Déterminons désormais ses parties réelle et imaginaire.

VB+iv2  (Ve+iv2)2-2i) 1
FS TR T —(2\/_+2\/_+z(2\/_ 2v6))

On en déduit que

-, V6+V2 - V2-6
s(—)= ) n(—)=——
12 4 12 4
On utilise enfin les formules trigonométriques concernant — — x
-1 . -m. V2-v6 . m -=m -1 V6+V2
cos(—— —) =sin(—) = , sin(———)=cos(—)=——
2 12 12 4 2 12 12 4

M. V2-v6 . Tn. V6+V2
0s(—)= ——, sin(—)= ——
12 4 12 4

2. Soit x € R. Alors

(E)<=>4(@c v2-v6

<= 4[sin|—]cos(x) —cos|—|sin(x) | =
12 12

( 771)
<~ sin|fx——|=0
12

7
— EkEZ,x——n:kn
12
7
— JkeZ x=kn+—
12

Ve
L'ensemble des solutions est {kn + o | ke Z}.

Solution8 -
1. Soit z un complexe sous forme algébrique. Alors
2iZ=1+i < 2iz=1+1

— 2iz=1-1i

1-i
— z=——
—2i
1-0i
— z=
2
1 .1
— z=-+I-
2 2

1 1
(E1) admet donc une unique solution : 3 + iE'

2. Soit z = a+ ib un complexe sous forme algébrique. Alors

2z+3z=3-i < 2(a+ib)+3(a—-ib)=3-

<~ 5a-ib=3-1i
<~ 5a=3Et-b=-1

3
@a:gEtbzl

. . 3 .
(E2) admet donc une unique solution : s +1i

os(x) — Y sin(x)) =

i
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Solution9 -
1. Soitze C.

z(2z+1)=1o2zz+z=1
©2|z|2+z:1
@zzl—zlzl2

©zeR, Et 2Z2+z-1=0

1
< zeR, Et 2(z+1)(z—5) =0

1
Donc I’ensemble des solutions est {— 1; 3 }

2. Soitze C.

2 2
|2°| =zl < |2I° =zl

< |zl(lz|-1)=0
< |z|=00u |z]=1

Lensemble des solutions est donc U|_J {0}.

z+
3. Commengons par remarquer que

3
SoitzeC\{g}.Onposez:x+iyavecx,y€|R.Alors,

z+4i  (x+i(y+4))
52—3 (5x—3)+5iy
B (x+i(y+4)(Bx-3)-5iy)
© ((5x—=3)+iy)((5x—3)—5iy)
B x(5x-3)+i(y+4)(5x—-3)-5ixy+5y(y+4)

(5x—3)2+y2
5x>-3x+5y>+20y 20x-3y—12
= l
(5x-3)2+y? (5x-3)% + y?

z+4i L. . .. .
3 est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.

Sm

(z+4i

)=0©20x—3y—12=0
5z-3

34 3
oI eRx=—+-Ety=21
20 5

43 3
3 est bien défini si et seulement si z # =

z+4i
Donc I’'ensemble des complexes z tels que 3 soit réel est

30 3
{—+—+i/t|/1€|R*}
20 5

3
Le parametre est choisi dans R*, car pour A = 0 on obtient 5 valeur de z pour laquelle
3 3
— + — n’est pas défini.
20 5

z+41 . o . . -
3 est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est nulle.

z+4i

=0©5x2—3x+5y2+20y=0
5z-3

Re

3
@xz—gx+y2+4y=0

S, 9 2
@(x—ﬁ) +—+(y+2)°-4=0

100
2
_i 2 2 | V409
< (x 10) +(y+2) —(—10 )

z+4i
Donc I'ensemble des complexes z tels que 3 soit imaginaire pur est 'ensemble des

9
, excepté le point B

3
affixes des points du cercle de centre A(E —2i) et de rayon

d’affixe g En effet,

3 3 9 v/409
ABz\/(———)2+(—2)2= — 4=
5 10 100 10

Solution 10 -

1. On peut placer B, C et D en calculant leurs affixes sous forme algébrique ou en utilisant
les propriétés de symétrie par rapport a 'axe des abscisses (passage au conjugué) ou
par rapport a I'origine (multiplication par -1 ). On trouve
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Solution11 -

1. Soit A le point d’affixe i, B le point d’affixe —i, et M le point d’affixe z. Alors |z — i| est
la longueur AM, |z + i| est la longueur BM, et la condition recherchée est AM = BM,
c’est-a-dire M est sur la médiatrice de [AB], soit encore M sur |’axe réel, soit z réel.

2. z=-5+2i n'est pas solution et 'équation est équivalente a |z — 3 + i| = |z + 5 — 2i] soit

encore |z—(3—1i)| = |z—(—5+2i)|. Autrement dit, le point M d’affixe z est a égale distance
O du point A d’affixe 3 — i et du point B d’affixe —5 + 2i. Lensemble des points recherché
est donc la médiatrice de [AB].

3. Factorisons par 1 + i dans le module. On trouve :

[1+i]

2i ‘
z———|=2
1+1i

2i
. Puisque |1 +i| = V2 et T3 =1+1i, ceci est équivalent a
2. Puisque |zg| = 2 et qu'un argument de E est 7/3, on a OF = 2 et (i, OF) = n/3[27x]. Pour +i

placer F, on peut d’abord placer F’ d’affixe e/™/® puis procéder par symeétrie par rapport
alorigine. Pour placer G et H, on calcule

lz—(1+i)=v2

2 =2e"3eM/6 — 2pim/2 — 9j Ainsi, I’ensemble des points M correspondants est le cercle de centre le point A(1,1) et

de rayon v'2.

2oy = L ginl6 pmins3 _ L —inss
H= ¢ e =€ . . . . s . . L. N .
2 2 . Ona3+iz=i(-3i+2z)et3—iz=—i(3i+z) etdoncl’équation est équivalente a |z—3i| =
. N L |z—(—31)|. Autrement dit, le point M d’affixe z est a égale distance du point A d’affixe 3i
puis on procéde comme précédemment. : , ; . R , ..
et du point B d’affixe —3i. Le point M est donc sur la médiatrice de [AB] c’est-a-dire sur
K I’axe des abscisses.
Py G // .
E ' Solution 12 - Soitz=p el un complexe avec p > 0etd € R. Alors, |z| = p et |z2| = pz. Ainsi,
) 1.2 _ 2
, |zl = |2°| &= p=p° <= pe{0,1}.
S o F |0] # |—1], donc 0 n"appartient pas a I'’ensemble recherché. On se contente donc de chercher

( les éléments de E parmi les complexes de module 1.
Y Soit z=e'? un complexe de module 1 avec 6 € [0,27[. Alors

l_Z:el.O_eLG

— el9/2 (e—ze/z _ e119/2)

=ei9/22isin(—0/2)
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Donc
11—zl = |e"9’22isin(—9/2)
- ‘e“‘”z‘ 1211ilIsin (—0/2)]

=21sin(-60/2)|
=21sin(6/2)|
=2sin(0/2)

0
car 3 € [0, [ donc sin (6/2) > 0. Ainsi,
|zl =|z*|=11-z| & 1=1=2sin(0/2)
1
<~ sin(0/2) = 3

0 6 5
«— JkeZ, E:g+2k” Ou—:§+2kﬂ

2
5
— Jkez, 9:g+4kﬂ Ou9:§+4kﬂ
4:»96{5,5—][}
3’3

car on a choisi § dans [0,27[. On en déduit que

E:{ x Sn}:{1+i\/§ l—i\/§}‘

e3,e® 2 2

Solution 13 -
1. On a (en utilisant le fait que |z| = 1) :

(22-1z z*z-z zlzl*-Z

Z =z—-2z=2iSm(z).

zz |z|? |z|?
D'ou Z € iR.
2. Encore une fois, en utilisant le fait que |z| =1:
_ _ - ) _—
P (22 =1z —2) 2z7'zd—-zz'z-7'+Z Z|z’| -2z -2 +Z
- —_— 2 - 2
(2 —2)(z —2) |z/ — z| |z’ -z

P Z-72+2 _ 2Re(z) —2Re(Z')

|2~ zI? |2~ 2
Donc Z' € R.

Solution 14 -
1.

lu+ vl +lu-vP=w+v) @+ +w-v)@-1)
S UU+UV+VU+VV+UU— UV —VU+ VD
=2|ul® +2|v)?

2. Le sommes des carrés des longueurs des diagonales d'un parallélogramme est égale a la
somme des carrés des longueurs des cotés.

Dans le cas d'un rectangle, on retrouve en fait le théoreme de Pythagore.
3. On note ABC un triangle, et I le milieu du segment [BC]. On note D le point tel que
ABDC soit un parallélogramme. On considere que A est I'origine du repére et on pose
7 = AC et V = AB. En appliquant la formule de la premiére question, on a :
AD? + BC* =2 AB* +2AC?
4AT* + BC* =2AB* +2AC?

_ V2AB?+2AC? - BC?
- 2

Al

Solution 15 - Soient z,z' € C.
a) On applique I'égalité triangulaire a z+z' et z— 2’
|z+72|+|z-2| > |z+ 2 + 22| =2]z].
En inversant les roles de z et Z/, on obtient
|z + 2|+ |2 -z >2||.
En faisant la somme de ces deux lignes, on obtient
|z+ 2|+ |z- 2| > 12l +|2|.

Iy a égalité si et seulement si il y a égalité dans les deux premieres équations c’est-a-dire
si et seulement si il existe k et k' des réels positifs tels que

) (z+Z)=k(z-Z)Ou(z-2)=0
(z+Z)=k'(Z -2 0u(zd-2)=0

Alors, on a
z—(=2)
—€

(S)ez=27z 0Ou R,

z—2
Cela se produit donc si et seulement si les points d’affixes respectives z,z’ et —z' sont
alignés dans cet ordre.
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b) On pose z=a+ ib avec a et b réels. Alors, les lignes suivantes sont équivalentes :
(lal—1bh* >0
lal* - 21al bl +|b* >0
lal* +b* >2lal Dl
2lal* +2|bl* > 2|al|b| +|al* + |bI*
2(lal* +1b1*) > (lal + b)?

Comme les termes en jeu sont positifs, on obtient que cela équivaut a

v2\/lal? +|bl?

V2|2

Comme on a raisonné par équivalence, il y a égalité si et seulement si (|al — |b))? = 0,
c’est-a-dire si et seulement si |a| = |b|, c’est-a-dire si et seulement si z est de la forme
x+ixoux—ixavec xeR.

Géométriquement, cela correspond a 'affixe des points se trouvant sur une des deux
bissectrices du plan.

lal +1bl

VoWV

|Re(2)| +Sm(2)|

Solution 16 - On montre que 'égalité est vraie si et seulement si pour tout i, il existe
A; € Ry tel que z; = 1;z;. On montre la propriété par récurrence sur n. Le cas d’égalité de
la Proposition 4.27 du cours montre la propriété a I'ordre 2. Supposons la propriété vraie
avec n—1termes.Ona:

lz1+ 2o+ +zpl <z + 22+ + zp_1 +Hzpl <z + 22|+ + 2]
Etdonc:
|z1+ 22+ +zp-1l =lz1l + 22|+ + |21

Ainsi, d’apres 'hypothése de récurrence, pour tout i entre 1 et n—1, z; = A;z; ou A; est réel
positif.
Onadonczy+---+2p-1 =(1+A2+---+ A1,-1) 21 # 0 donc en appliquant le résultat avec n = 2
on obtient :

zZpn=a(z1+---+z5-1) avec aeRy

soit z, =A1z1avec A, =a (A1 +---+A,-1) R,
Solution 17 -

1. Mettons le nombre complexe 1+i sous forme trigonométrique. Ona |l +i| = V12 +12 =
/A in
V2. Bt arg(l+1) = T Ainsi, 1+1i= V2eT.Des lors, pour tout n € N,

(1+i)" = (\/E)"eT

Dong, pour tout n €N,
(1+)"€R < %som]
= JkeN, % = kn
<~ JdkeN, n=4k
Ainsi, 'ensemble des n € N tel que (1+i)" € R est
{ak; ke N}

2. Procédons de la méme maniére. Mettons le nombre complexe v/3 + i sous forme trigo-

3 1
nométrique. On a ‘\/§+i‘ =YV \/§2+12 = V4 = 2. Par ailleurs, V3 +i = 2(% +Ei). Et

T, . im N
= —. Ainsi, V3+i=2e%.Des lors, pour tout n € N,

2 2 6

(\/5 1,
arg| —+ =i

nin

WV3+i)"=2"¢es

Donc, pour tout n € N,

n T
(V3+)"ER = %zg[n]
<~ JdkeN, ﬂ=z+kn
6 2

< JkeN, n=6k+3

Ainsi, I'ensemble des n € N tel que (\/§+ )" eRest

{6k +3; keN)
Solution 18 -
1. j=cos(Z) +isin(2) = el ¥
. = COS(— 1smm(—)=e¢€ .
/ 3 3
4z 4 4 1 V3
2. jzze’%=cos(—”)+isin(—”)=———i£.
3 3°° 2 '2
j3=ei6?n=1.
3. Ona:
1 V3. 1 V3
1+j+j2:1——+£i———i£=0
2" 227
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4.

Pour k€ Z,on a

Donc, 1+ j+ j2+ j3 +---+ j2%21 <.

On peut aussi dire que comme j # 1,

2021 ) 2022 B 1_(]'3)674 ~ 1_(1)674 B

-
D A M — = — =0.
k=0 1-j 1-j 1-j

Solution19 -

1.

2.

Pour f(z) = z, il n'y a rien a faire. Pour f(z) = z, ceci vient des propriétés du cours sur le
conjugué d'un nombre complexe.

(a) Utilisons la propriété (c) avecz=2z' =i.0Ona
fixi) = f(i) x f(i) = (f@)>
Maison a i x i = —1 et d’apres la propriété (a), f(—1) = -1. On a donc

(fay*=-1
Or, les solutions de 'équation z? = —1 sont z = i et z= —i. Donc f(i) = i ou f(i) =
—i.
(b) Soit z € C. Ecrivons-le z= a+ib, avec a,b € R. On a alors

f(2) = f(a+ib)
=fla)+ f(ib)
=fla)+ f) f(b)
=a+ib

=z

On a donc démontré que f(z) = z pour tout nombre complexe z.
(c) On procede de la méme facon. Soit ze€ C qu’on écrit z=a+ib.On a

f(2) = f(a+ib)
=fla)+ f(ib)
= fl@) + f(i) f(b)
=a-ib

=z

On a donc démontré que f(z) = z pour tout nombre complexe z.

3. Dans cet exercice, on a démontré que les fonctions solutions du probléme sont exacte-
ment les fonctions définies par f(z) = z et f(z) = z.

Solution 20 - Il s’agit essentiellement d’identifier des formes trigonométriques.

1.
2. Posons z=a+ib,a,b eR. Alors e* = e“e'?. Cecinous incite a mettre 3v/3—3i sous forme

trigonométrique. On obtient
[3v3-3i| = v27+5=6

Il vient

On obtient alorsexpa =6 et b= —mn/6+2km, k € Z. Les solutions de I'équation sont donc
b2
les nombres complexes In(6) + i (— 5 + an) kez

3. Pour tout z = x + iy € C sous forme algébrique :
e“=1+iV3 < e“=|1+iV3|=2 et yestunargumentde1+i\/§
/4 LT .
= x:ln(Z)etyzg[Zn] <~ 3JkeZz, z:ln(2)+z§+21kn

Solution 21 -

1. Soit § = a+ ib un complexe écrit sous forme algébrique (a, b € R). Alors
a® +b* = |-18i a+b* =18 2a*=18
6°=-18i { 2ab=Im(-18i)) &{ 2ab=-18 &<{ 2ab=-18
a’® — b* = Re(-18i) a®-b*=0 a?-b*=0
(ou]'on a additionné les premieres et dernieres lignes). Finalement,
a=30ua=-3

-9
5°=-18ie{ b=—

a
a*-b*=0

Donc]| les racines carrées de —18i sont 3 —3i et —3 + 3i. ‘
« Soit § = a+ ib un complexe écrit sous forme algébrique (a, b € R). Alors

1+v2
P+ =1- il @+ =2 @ =—
§’=1-ie{ 2ab=Im(l-i) { 2ab=-1 &5 , -1
a’—b*=Re(l - i) a* - =1 2g
a’-b*=1
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. 3 . V2+1 .1 V2+1 .1
Les racines carrées de 1 — i sont -1 et — +1 R
2 2V2+2 2 2V2+2

« Soit 6 = a + ib un complexe écrit sous forme algébrique (a, b € R). Alors

1
Erb:=2 a’==(2-V3)
8?°=-V3+io{ 2ab=1 =, b_j
2 _ 12
a-b*=-V3 2q
a?-b*=-vV3

L i ées de —V/3 + i t\/z_\/g+' ! t \/2_\@ 1
€S racines carrees ae — 1 S0on l et — —1 .
2 Va-2v3 2 Va-2v3

« Soit 6 = a + ib un complexe écrit sous forme algébrique (a, b € R). Alors

2
a®+b*=5 __42
6°=3-4ie{ 2ab=-4 o{ b=—
232 _ a

a —-b"=3 P-br=3

Les racines carrées de 3 —4isont2—iet—2+i. \

« Soit § = a+ ib un complexe écrit sous forme algébrique (a, b € R). Alors

2 _
a2 +1*=13 a -_46
6°=-5-12i o4 2ab=-12 o{ ph=—
2 2 _ a
a“—b"=-5 P—b?=—5

’ Les racines carrées de —5—12i sont2 —3i et —2 + 3i. ‘

4 I . » . 4 i . Py
z=v2e!™® est une racine carrée de 1 + i, donc z° = 2v/2e®/8 est une racine carrée de
. . » 4 3
(1+ i)°. L'autre racine carrée est alors 2 v/2 e!37/8

2. Quel que soit x € R, 4x +2i(1 — x?) est non-nul.

10

Soit d = a+ ib avec a et b réels. Alors

a®—b*=4x
2ab=2(1-x%)=2(1-x)(1+x)
A+ =2x*+1)
a®—b*=4x
o ab=(1-x)1+x)

2a° =2x° +4x+2

a’ - b* =4x
o< ab=(1-x)1+x)

@ =x*+2x+1=(x+1)?

62 =4x+2i(l-x%) o

Si x est différent de —1, alors

a®-b? =4x
ab=1-x)1+x)
a=x+10ua=-x-1

62 =4x+2i(1-x%) =

Dans ce cas, les deux racines carréessont x+1+i(l1—-x)et—(1+x) +i(x—1).
Si x=—1, alors 4x +2i(1 — x?) = —4, dont les racines carrées sont 2i et —2i.

Finalement, on remarque que les expressions x + 1+ i(1 — x) et —(1 + x) + i(x — 1) sont
valides dans tous les cas.

1 3 -
3. (@ 4+4i\/§=8(5+i§) =8e'3.

. . . 3 [ 3 [ 3 3 [ 3
Les racines cubiques de 4 + 4iv/3 sont v8e™9; V/8el™9 273, {/gelm% /3

c’est-a-dire :
2em/9; 267171/9; 2613lﬂ/9.
3+i  2e™6 4
(b) \/_—:—:elT” :el?”
i— \/§ 2 eibm/6
. . +1i ; ; i i
Les racines quatriémes de - sont e™/3; 3116, g1in/3, o11in/6
i—-v3
; in/4
© V2(1+i) _2e™ simne
\/g—l' Ze—in/6
. L V21 +1i) ; i ; ;
Les racines cinquiemes de —\/_ sont e//12; ¢29im/60, @53in/60, (77in/60,
3-1
o101i7/60
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Solution 22 -
1+ V2j+Vaj? = (V2))° + (V2 + (V2))?
1-(2))?
1-V2j
_ -1
ey
1
Donc |1+ V2j+ V4j?| = ————.
| 1- V2]
1-V2j=1-V2(cos(2n/3) + i sin(27n/3))

I T S
=1-v2( S+

:(1+2‘2/3)—i(—€/§2\/§)

3 2
)1—€/§j|: (1+2—2/3)2+(@)

=/1+21/3 4+2-4/3 4 p-4/33

= V14218442743
=1 1+21/3422/3
=V 1+21/3422/3

_ [2-1
TV ol3_1
_ 1

- 21/3_1

1+V2j+ \e/Zj2’=\/21/3—1.

Finalement,

Solution 23 -

a) Le discriminant de I'équation est A = i2—4(1—i)(1+i) =—-1-4-4i+4i-4=-9.5 =3i
est une racine carrée de de A.

11

Les deux solutions sont donc z; et zp avec

—-i1—3i 1-1 i i .
zZ1 = — =-2i - —=—i(1-i)=-1-1,
2(1+1) aQ+0A-1)
—i+3i 1-1i 1 1.
Zo = — =1 - — = —+—1.
2(1+1) a+na-i 2 2

b) Le discriminant de I'équation est
A=Q1-)%-401+D)2(+1i)=-18i.
6 =3 —3i est une racine carrée de de A d’apres I’exercice Refracines.
Les deux solutions sont donc z; et z, avec

-1-D)+@B=-3)) 1-i 1-1i)? —2i ;
1= = = =5 ~7b

2(1+1) T1+i Q+0a-i) 2

L _-U-D-(-38) _-2+2i (24200~ _4i _,.
2- 2(1+1) T1+i Q+ha-i 2 7

¢) Le discriminant de I’équation est
A=(3-2i)*-4(5-1)=-15-8i.

6 =1 —4i est une racine carrée de de A.
Les deux solutions sont donc z; et z, avec

3-2i+(1-4i) _

2-3i,
2

<1

3-2i—(1-4i) _

2y = 1+1.
2 2

d) Le discriminant de I’équation est
A=(5B- 141')2 —4(-24-10i) =-75-100i.
0 =5—10i est une racine carrée de de A.

Les deux solutions sont donc z; et zp avec

5-14i+(5-10i)
lef:

)

_5-14i-(5-10i) _
= . -

22 5-12i.
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e) Soitze C.On pose y = z%. Alors
24 (5i-4)7-1-7i=0= y*+(5i—-4)y—-1-7i=0.
Résolvons cette équation du second degré en y. Le discriminant de I'équation est
A=(5i-4)%-4(-1-7i) = -5-12i.

6 =2 —3i est une racine carrée de de A d’apres I'exercice Refracines.
Les deux solutions de I’équation en y sont donc y; et y, avec

_4-5i+(2-3i0)
S a———
_4-5i—(2-30)
Sl e——

Les solutions de 'équation de I'énoncé sont donc les complexes z tels que z° soit égal
a y) ou ¥, c'est a dire les racines carrées de y; et y». D’apres I'exercice Refracines, I'en-
semble des solutions de 'équation de I'énoncé est donc

, VRS B | IV2+1 . 1
2—i,-2+1, —1 ,— +1
2 V2vV2+2 2 V2vV2+2

f) On vérifie aisément que 1 et —1 sont des solutions de cette équation. Alors, pour tout
z € C, on sait que le terme de gauche se factorise par (z—1)(z+1), c’est a dire par (z2 -1):

1 3-4i,

Y2

2_z+i)=0

1+iz—z2—iz3=0<:>—i(z3—iz
<=>(z3—iz2—z+i)=0

= (Z-D(z-1)=0
Doncl'équation admet trois solutions: 1, —1 et i.

Solution 24 -

A) Soient a, b des complexes.

(a, b) est solution du systeme A) si et seulement si a et b sont les deux solutions (ou
I'unique solution double) de

22— (5-14i)z+(-24—100) =0

D’apres 'exercice précédent, les deux solutions de cette équation sont —2i et 5 —12i.
Donc les deux couples de solutions du systéme A) sont
(56—-12i,-2i) et (-2i,5-12i).

12

B) Soient u, v des complexes.
Si u et v sont solutions du systeme B, alors

w?v?=(1-8i)?>=-63-16i
u? +v* = -2-16i.

1 s’agit d’un systéeme somme-produit en u? et v°.

On en déduit que u? et v? sont les deux solutions (ou 'unique solution double) de 2> +
(2+16i)z— (63 +161).

Le discriminant de cette équation est A = (2 +161)% +4(63 + 161) = 128i et ses deux solu-
tions sont a; = -5-12i et ap =3 —4i.

On adonc (u2 =a et V2= ap) ou (u2 =ap et V2= ap)

Les racines carrées de —5—12i sont 2 —3i et —2 +3i.

Les racines carrées de 3—4i sont2 —iet —2+1.

On en déduit que (u, v) est I'un des huit couples suivants :

2-i,2-31), 2-i,-2+3i), (-2+4+i,2-3i), (-2+1i,-2+3iQ)

2-3i,2-1), (-2+3i,2-1i), @2-3i,-2+1i), (-2+3i,-2+1)

Réciproquement, on vérifie pour chacun de ces couples s’il est effectivement solution

de B). Seuls les premier, quatrieme, cinquieme et huitiéeme couples sont solution de B).
On en déduit que I’ensemble des solutions de B) est

{2-1i,2-30),(-2+1i,-2+31),(2-3i,2—-1),(-2+3i,-2+0)}.

Solution 25 -
1. Le discriminant est A = 2 + iw)? — 42 + iw — w) = —w* + 4w —4 = —(w — 2)°.
6 = i(w—2) estune racine de A.
Si w = 2, alors (E,) a une unique solution double 1 + i.
Sinon, A # 0 et (E,) admet exactement deux solutions :
2+iw+0d .. 2+iw-96 ,
Z1=—/—=1-i+tiw, Zp=——-—=1+i
2 2
2. Siw#2:
z1 estle conjugué de z; si et seulement si z; = 1—1i, c’est a dire si et seulement si w = 0.

Dong, 0 est la seule valeur de w telle que (E,) admette exactement deux solutions com-
plexes conjuguées.
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Solution 26 -
1. Soitze C.

z est solution de (E;) si et seulement si z est une racine troisieme de —1. —1 est une
racine troisieme de lui-méme donc les 3 racines troisiemes de —1 sont

2in 4in
-1, —-1xe3, —-1xe3 .
Donc l’ensemble des solutions de (E7) est

Sim im
{—1,e S }

2. Soitze C.

in in
z est solution de (E,) si et seulement si z est une racine 4-ieme de i =e2 . e® estune
racine 4-ieme de i donc les 4 racines 4-iéme de i sont

3in
e 2

in in im im
8

es,esez,—e

in
8

,€e
Donc I’ensemble des solutions de (E5) est

in 5im 9in  Bin
es,e 8 ,e8 ,e 8 .

3. Soitze C.
z est solution de (Ej3) si et seulement si z est une racine 8-ieme de —1. e 8 estuneracine

im 2kin
8-ieme de —1 donc les 8 racines 8-iémes de —1 sontles e8 xe 8 avec k€ [0,7]. Donc
I’ensemble des solutions de (E3) est

{ew ke [o,7]}.

4. Soit ze C.

z est solution de (E,) si et seulement si z est une racine troisieme de —(2 + i)3. —2+1)
est une racine troisieme de — (2 + i) donc les 3 racines troisiemes de — (2 + )3 sont

4in
3

—@+10), —@+ixeT, —Q+ixe

c’est-a-dire
—2+1),

—(2+i)x%(—1+i\/§), —(2+i)x%(—1—i\/§).

Donc l’ensemble des solutions de (Ej4) est

{—(2+i) 2+v3-i(2vV3-1) 2—\/§+i(2\/§+1)}

’

2 2

13

5. Soit z € C. Remarquons que 0 n’est pas solution de (Es).

n
z
z est solution de (E5) si et seulement si ( ) =1, c’est a dire si et seulement si

est une racine n-ieme de l'unité.
Les racines n-iémes de I'unité sont les w* avec w = e*™'" et k € [0,n - 1].
Soit k € [0, n—1]. Alors,

z+1 k

oo z+1=z0"

Z
szl -1=1

Si k =0, celan’est pas possible (car la derniere ligne est alors 0 = 1).
Sik#0,ona

z+1 k

=0l e z+1=z0f
z
1
S z=
wk-1
1 1
ety =
z eikn/n eikn/n_efikn/n
1
Z: . . 'k /
2isin(km/n)etrrin
e~ikmin

2=
2isin(kn/n)
. cos(—km/n) +isin(—kn/n)

2isin(kmr/n)
—icos(k—,f) 1
“= 2sintkn/n) 2
Donc I’ensemble des solutions de (E5) est

—icos(k—,fl’) 1
{ZSin(kn/n) T2 ke [l,nﬂ}.

6. SoitzeC, z # —I.

1+
—1e3ke[L,2n], ll

(1+iZ)2n

d :etkn/n
1-iz

iz
< 3Jke[1,2n], 1+iz=ekm/n_jzgiknin

o 3ke[1,2n], z(i(+ek™/my) =eikm/n_1
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Lorsque k=n,ona0=-2,cequiestexclu.Donck#netl+ giknin #0et

eikn/n_l

1+iz\2n
( ) =1 3ke[1,2n]\{n}, sz

ikm/2n eikn/Zn _ e—ikn/Zn

1-iz

< 3ke[l,2n]\{n}, z=

jeikni2n gikmi2n 4 o—ikm/2n

12isi )
o 3ke1,2n])\(n), 2= 2onn2n)
i 2cos(kn/2n)

kn
dke|1,2 , 2=t —
o 3Jke[1,2n]\{n}, 2z an(zn)

Lensemble des solutions de (Eg) est donc

{tan(lzc—Z) | ke [[I,Zn]]\{n}}

Soit un total de 2n — 1 solutions.
7. Soit ze C.

F+1)'=z+ )" = (z-Dz+i) =z+D)™
= z+i=00u (z+i#0Et(z-i)" =(z+1)")

Si z # —1, en reconnaissant qu’il s’agit de racines septieémes de 'unité, on a

\7
7 7 z—1
(z—0) =(z+10) <=>(— =1
z+1
z—1 ikn
< 3Jke]0,6], 2l ™
z+1
< 3ke[0,6], z—i=e 7 (z+1)
<~ 3ke[0,6], z(l—-e 7 )=i(l+e 7 )
ikm ikm
Pour k=0, z(1— e’ y=1i(l+ ezT) n’'a pas de solutions. On peut donc "oublier" ce cas.
1+
e
(z—1)' =(z+1)" < Fke[L,6], z=i—7—
l1-e7
e )
e7 (e e
<~ Jke[1,6], z= TR
e7 (e 7 —e7)
'2005(—k—7”)
— Jke[L6], z=i———
2isin(==7)
-1
< 3Jke[1,6], z= .
tan (=)

14

Les solutions de (E7) sont donc —i etles

. pour k entierde 1 a 6.
tan(7”)

Solution 27 -

1. Soit x € R. x est une solution de (E) si et seulement si
x*—4x3 +8x -5+ i(—4x> +12x* — 8x) = 0.
Un complexe est nul si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont nulles.

—4x3+12x%-8x =
x*-4x*+8x-5 =

—4x(x2 -3x+2) =

0

x solution de (E) & { 0
0

x-4x¥+8x-5 = 0
0

0

*|
“1
“1

ox=1

—4Ax(x-1)(x-2) =
xt—4x®+8x-5 =

x€{0;1;2}
-4x®+8x-5=0

La solution réelle de (E) est x = 1.

2. Soit y € R. iy est une solution de (E) si et seulement si

(y*—4Q+)y)° +12i(iy)* -8i(1+i)(iy)-5=0.
iy solution de (F) & y* =4y +8y-5+i(4y> —12y*> +8y) =0
{ 4y3—12y°+8y =
A 4 4.3 _ _
y —4y°+8y-5 =
Q{ y4—4y3+8y—5 =

y€{0;1;2}
y* -4y +8y-5=0

oy=1

4y(y—-D(y-2) =

(==l e«

La solution imaginaire pure de (E) est w = i.
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3. Soient a, b € C. Pour tout z € C, on raisonne par équivalences (c) Onreconnait une translation de vecteur d’affixe 3 — 51.
4 . 3 . . . 5 (d) On reconnait une similitude directe. Cherchons son centre. Soit ze C. On a:
2 —4(1+)z°+12iz°-8i(1+i)z—5=(z—x)(z— w)(z°+az+ b)
ozt 41+ D)2 +12i22 —8i(1+i)z—5 [l

=2+ (a-1-DB+(U-A+Da+b)Z2+(a-b-ib)z+ib

En posant b = 5i et a = —3 — 3i, on vérifie facilement que cette relation est vraie pour
tout z € C.

4. Déterminons les solutions de (E>) 22+ (-3-3i)z+5i=0.
Son discriminant est A = (—3)? + (=3i)% + 2(—3)(—31) — 4 x 5i = —2i.
6 =i — 1 est une racine carrée de A. Donc les solutions de E,) sont

3+3i-6 . 3+3i+6 .
zlzT:ZJrl, Zp=———=2i+1.
Finalement, I’ensemble des solutions de (E) est donc
{1;i;2+1;2i +1}.
. - 0+2kn
Solution 28 - Soit 0 € R tel que a = e'?. Alors pour tout k € [1,1], on a zj = e’ i En
utilisant la factorisation par I’angle moitié, on obtient :
0+2kmy (¢
Vke[l,n], (Q+z)"=2"cos" —)e’(2+k”)
Ainsi, tous les points d’affixe (1+z;)" pour k € [[1, n]] sont sur la droite portée par e!?2 et sont

donc alignés.

Solution 29 -

1. (a) Onreconnait une similitude directe. Cherchons son centre. Soit ze C.On a:

+

N | =
N o~

1
z=iz+1 <<= z(1-i) =1 @z:?:
—1i

1 i
Ainsi cette fonction est une similitude de centre 5 + 2’ de rapport 1 et d’angle de

b4
mesure —.
2

(b) On reconnait une homothétie. Cherchons son centre. Soit ze C.On a:
z2=3z2-2 ¢ -2z=-2<< z=1

Ainsi cette fonction est une homothétie de centre 1 et de rapport 3.

15

2=201+1)2=7-41 = z(1-20+D) ==7-4i = 2(-1-20) = ~T-4i = z=—

Ainsi cette fonction est une similitude de centre 3 — 27, de rapport [2(1 +i)| = 2V2

7
et d’angle de mesure e

. I 12 . . )’ n
2. Soit z € C. Notons z 'image de z par la rotation de centre 1 + i et d’angle de mesure —.
Ona:

V2 V2 V2 V2

Z-(+i)=e™* (z-(1+1)) ie 2= 1+i+(7+17)(z—(1+i)) = 1+(1—\/§)i+(?+z—
Une expression explicite de cette fonction est donc

z—1+(1-V2)i+e™*z

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!

> )?



