Maths 2025/26

TD 3 - Trigonométrie MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 3 I

Solution1 - Les ensembles de solutions sont les suivants :
1. {kn| ke Z}.
/4
2. {—+2kn| kez}.
2

3, {—g+2kn|kez}.
4. {kn|kez.
T
5. {Z+kﬂ|kEZ}.
T T
6. {§+2kn|kez}u{—§+2kn|keZ}.
3 3
7. {T”+2kn|kez}u{—7”+2kn|kez}.

5
8. {f+kn|kez}u{—”+kn|kez}.
6 6
Solution2 -

sin(2x) B cos(2x) _ 2cos(x) sin(x) B 2cos(x)? -1

sin(x) cos(x) a sin(x) cos(x)
=2cos(x) —2cos(x) +
cos(x)
1
B cos(x)

Solution3 -

1. Les termes de I’équation sont bien définis pour tout x € [0;27].
Soit x € [0;27].

1 T 51
sin(2x) = 3 «— JkeZ;2x= €+2k7r Ou x= E+2kn

T 51
«— Jdke€Z;x=—+kn Oux=—+kn
12 12

12127 12

, X n 5m 13n 177
Donc I'’ensemble des solutions est { — ;E .

b4
2. tan(5x) est bien défini si et seulement si 5x ¢ {E +kn|ke Z} c’est a dire si et seulement
T T
sixQ’{—+k— | kez}.
10 5
Dong, les termes de 1'équation sont bien définis si et seulement si x € E = [0;7] \
{ b4 .37r.5n'77z.97r}
10°10°10° 10" 10"
Soit x€ E.

T
tan(5x) =1 < ke Z;5x = 1 +km

— EIIceZ;x:£+kz
20 5

, X n 5m 9m 137 17=n
Donc I'ensemble des solutions est { ————— }
20 20 20 20 20

T 37
3. Les termes de I'équation sont bien définis pour tout x € [0;27] \ {5’ > }

Soit x € [0;27].

. . sin(x)
sin(x) = tan(x) < sin(x) — =
cos(x)
< sin(x) (1 - ) =
cos(x)

< sin(x) =0 Ou cos(x) =1

<~ sin(x) =0.

En effet, on a toujours sin(x) = 0 lorsque cos(x) = 1.

Donc I’ensemble des solutions est {0;7;27}.

4. Les termes de I’équation sont bien définis pour tout x €] —m; 7].
Soit x €] — m; 7m].

12cos?(x) — 8sin?(x) = 2 < 6cos?(x) —4(1 — cos®(x)) = 1

< 10cos? (x)=5

<« cos® (x) ==

N =

1
< |cos(x)| = —

7

b4
— EikeZ,x:Z+k

\S)

SR

, . 3n m w3
Donc I'’ensemble des solutions est { ——; ——; —; — ¢.
4 4 4 4
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5. Les termes de I'équation sont bien définis pour tout x € [0; 27]. 4. Les termes de I'inéquation sont bien définis pour tout x € I.
On pose r = \/32 + (-3V/3)2 = /36 = 6. Soit x € [0;27].

Soit x € [0;27]. ) 1
cos“(x) < > <~ |cosx| < -

3sin(2x) —3\/§cos(2x) =18 = 1sin(2x) - écos(2x) = é

) 571'771
"4

Donc I'’ensemble des solutions est e

Y3 9= convient. Donc:
o VT g convient. tone: 5. Les termes de 'inéquation sont bien définis pour tout x € R.

Soit x € [0;97].

1
On cherche 6 € R tel que cos(0) = 3 etsin(@) =

Ty . (T V2
— — - — =—
(Es) cos ( 3 ) sin(2x) —sin ( 3 ) cos(2x) > x x 1 x 1 x
cos — < sin— <= —cos —sin—<0
_ ™ V2 3 3 V2 3 V2 3
(:)sm(Zx——):— T X T X
3 2 <= sin(=)cos = —cos(—=)sin = <0
4 3 4 3

T 7 T 3r
<~ dke”Z, 2x—-—=—+2knOu2x——=—+2kn (T X
3 4 3 4 <=>s1n(———)<0
4 3
7 137
«— dkeZ, 2x:E+2kﬂOu2x=—+2kn

T
— Jkez; 2kn—n<z— < 2km

W=

«— JkeZ —7ﬂ+k 0 —13”+k 3 3
o A=y T PU =k — 3Jkez; T+6kﬂ<x<3n+z+6kn

, . 7n 13n 31m 37w
Donc I'ensemble des solutions est { —; —; —; —¢. , . 37 3 3 )
247 247 247 24 Donc I’ensemble des solutions est T,Sﬂ + T U T +6m;97|.
Solution4 - Solution 5 —
. s 7
1. | Lensemble des solutions est | —; —§] U[g;n]. 1. Pourtoutf e E,ona
T 51 cos(26) = cos? (@) — sin®(6)
2. | Lensemble des solutions est U —— +2km; — +2kn|. )
kez 4 1 tan?(6)
- 20y 2
3. Les termes de I'inéquation sont bien définis pour tout x € R, 1+ tan2 @) 1+tan*(0)
Soit x €] — m; m]. _ 1 —tan<(0)
1+ tan2(0)
1
cos? (x) =2 cos(2x) <= —(1+cos(2x)) = cos(2x) 2tan(f)
2 tan(20) = ————— est déja une formule du cours (obtenue en appliquant la formule
<~ cos(2x) <1 1-tan~(60)

detan(a+b)ena=>b=0).
2. Pourtout @ € E, on a donc
Ceci est vérifié pour tout x €] — 7; ], donc 1 - tan?(0) 2tan(0) 2tan(0)

I’ensemble des solutions est | — 7; 7]. sin(20) = tan(@) cos(0) = 1+ tan2(0) 1= tan2(0) T 1+ tan? 0
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2tan6
3. Soit 0 € E. Alors, sin(20) = L. onc,
1 +tan(0)?
. 2tan@
Sln(29) = 3tan(9) — m = 3tan(9)
— tan(@)| ————=-3|=0
an(®) 1+tan(0)?2 )

< tan(f) =0 Ou 2 =3(1 +tan(6)?)
< tan() =0 Ou tan(9)* = _%

<~ tan(@) =0

1
car tan(@)2 = ~3 n’a pas de solution réelle.

Lensemble des solutions est {kn | k € Z}. ‘

Solution6 -

= cos(3)cos (3] +sin(3)sin(3)

<[ 2o 2] -cos(ZJon[ 2]

V3V2 1V2

oy _VE—v2
sm(ﬁ)—T.

Solution 7 - On procede par récurrence.
Soit x € R. Notons P,, la propriété : « |sin(nx)| < n|sin x| ».
Initialisation: (n=0).

|sin(0x)| =0<0=0x |sin(x)]|.

Ainsi, Py est vraie.

MPSI

Hérédité: Soit n € N. On suppose que P, est vraie. Montrons que P41 est vraie aussi. On
a:

|sin ((n+1)x)|
= | sin(nx) cos(x) + sin(x) cos(nx)|
< |cos(x)||sin(nx)| + |sin(x)||cos(nx)|
< |sin(nx)| +|sin(x)|
< n|sin(x)| + | sin(x)|

par I'inégalité triangulaire

car |[cos(y)| <1 pourtout yeR
par hypothése de récurrence
Ainsi, P41 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: La propriété P,, est vraie pour n =0 et héréditaire, donc d’apres le principe de
récurrence, P, est vraie pour tout n € N. Ainsi,

‘Vxe[R?,VneN, |sin(nx)| < n|sin(x)|

Solution8 - On procede par récurrence.

7 / /
NotonsPnlapropriété:«Zcos(z—n): 24\ 24...+V2».

Initialisation: (n=2).

T 2
OnaZCOS(Z)ZZX % =V2.
Ainsi, P, est vraie.

Hérédité: Soit n > 2. On suppose que P, est vraie. Montrons que P est vraie aussi. On
a:

(Zcos (;ﬁ))z = 4cos’ (2:“ ) =4 (1 +cos (znjil ))

1
:2(1 + > 2+\2+...+ \/Z) par hypothese de récurrence
=2+\2+\2+...+V2

b
Or, ol € [0; 7], donc cos(

on +1) > 0. Ainsi, les deux membres de 1'égalité ci-dessus
sont positifs. En passant a la racine carrée, on obtient donc :

2cos(2n—721)=\/2+\/2+...+\/§ (n symboles /).

Ainsi, P41 est vraie et la propriété est héréditaire.
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Conclusion: La propriété P, est vraie pour n = 2 et héréditaire, donc d’apres le principe de
récurrence, P, est vraie pour tout n > 2. Ainsi,

VneN, ZCOS(Z%)Z \/2+\/2+...+\/§

Solution9 - Soit a, b, p et g des réels. On a déja les formules suivantes :

cos(@) cos(b) = cos(a+b) Z cos(a—Db) et| sin(a) sin(h) = cos(a—b) ;cos(a + b).
sin(a) cos(b) = sin(a+ b) er sin(a— b) et| cos(@ sin(b) = sin(a+ b) ; sin(a—b)
_btq
On remarque que : atb=p — “=
que que: a-b=gq b= p ; q

Enremplacant a, b, a+ b et a— b par leur expression en fonction de p et g dans les formules
précédentes, on obtient

cos(p) +cos(q) = ZCOS(p i

cos(p) —cos(q) = —2sin ( P+

sin(p) +sin(g) = 2sin (

sin(p) —sin(q) =2 cos (

Solution 10 -

)55
1+ ==

o (5] ecsfe ) -4
|

T
La fonction cos est positive sur [0;77/2], donc cos (g > 0. On en déduit

(T[) 242
cos|—|=——.
8 2

7
La fonction sin est positive sur [0; /2], donc sin (5) > 0. On en déduit

sin(%) = 2%\/2

Solution 11 -

3(cos* x +sin® x) — 2(sin® x + cos® x)
=3(cos® x + (1 - cos?(x))?) — 2((1 — cos? (1)) + cos® x)
=3(cos® x + 1 —2cos?(x) + cos* (x))
—2(1 -3cos?(x) +3cos* (x) — cos® (x) + cos® x)
=1

Donc l'expression 3(cos* x + sin? x) — 2(sin® x + cos® x) vaut toujours 1, indépendamment de
X.

Solution 12 - Soit x € R. Quel que soit k e N, coskxe [-1;1], donc

08?918 x + 08?19 x + c08?%?0 x = 3 > 05?18 x = c0s??® x = 05?0 x = 1.
cos?MBx =1 cos(x) =1 Ou cos(x) =—1.
cos?Px=1 = cos(x) =1.
cos??x =1 = cos(x) =1 Ou cos(x) = —1.
Donc
c0s?18 x + cos?9 x + c0s??’ x =3 < cosx =1.

Finalement, | 'ensemble des solutions est {2k7 | k € Z}.

Solution 13 - Les termes de I'équation sont bien définis si et seulement si cosz(x) <

’

B w

c’est a dire si et seulement si |cos(x)| < —.

T 571
U

. 7ﬂ_11n
n 1lm

Soit x € ;
6 6

6’ 6

)

e Sixe

1
,alors 1 +3sin(x) < -3 <0.
Donc x est solution.

e >Sixe|—;—

,alors 1+ 3sin(x) >

5
Or, V3—-4cos2x<V3< >

\CR &)
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Donc x n’est pas solution.

> Autre méthode:Sixe | —; —

, alors 1+ 3sin(x) > 0, donc par passage au carré,

V3—4cos?2x>1+3sinx

< 3-4co0s®x > 1+6sinx+9sin?(x)
< 3-4(1 —sin®(x) > 1 +6sin(x) + 9sin®(x)

<~ 0>2+6sin(x) + 5sin2(x)

Cherchons le signe du trinéme 5X? +6X + 2. Son discriminant est A = —4, donc il est
toujours positif. Donc x n’est pas solution.
7 1ln
Finalement, I’ensemble des solutions est [E' < |
Solution 14 - Les termes de I’équation sont bien définis pour tout x € R.
Soit x e R.

cos”(x) +sin”(x) = 1 < cos”(x) — cos®(x) + sin” (x) — sin®(x) = 0
> cos?(x)(cos™ %(x) - 1)

+sin?(x)in" 2(x)=1) =0

cos?(x) et sin(x) sont positifs (ou nuls) et (cos™ 2(x) — 1) et (sin”~?(x) — 1) sont négatifs (ou
nuls).
Une somme de deux termes négatifs est nulle si et seulement si les deux termes sont nuls.
D’ou:
sin(x)=0 Ousin"?(x)=1
cos”(x) +sin”’(x) =1 < Et
cos’(x)=0 Ou cos" ?(x) =1

 Sin est pair:

sin(x)=0 Ou sin(x) = +1
cos"(x) +sin"(x) =1 < Et

cos(x) =0 Ou cos(x) ==+1

On peut en déduire que 'ensemble des solutions est :

{kglkez}.

¢ Si n est impair :

sin(x) =0 Ousin(x) =1
cos"(x) +sin"(x) =1 < Et

cos(x) =0 Oucos(x)=1

On peut en déduire que ’ensemble des solutions est :

12kn| ke Z}U{g+2kn|k€ z}.

Solution 15 - Les termes de I’équation sont bien définis pour tout x € R.
Soit x € R.

« Si n est pair : il existe k > 2 entier tel que n = 2k.
cos™(x) —sin”(x) = 1 <> (cos¥(x))? = 1 + (sin®(x))2.
Comme (sink(x))2 >0et (cosk(x))2 < 1, on en déduit que :

cos™(x) —sin(x) = 1 <> (cos*(x))? =1 Et (sin“(x))2=0

<= (cos(x)) ==+1 Et sin(x) =0

I’ensemble des solutions est {k7 | k € Z}.

¢ Si n est impair :
cos"(x) —sin"(x) =1 < cos" (-x) +sin"(-x) =1

PN —xe{2kn|k€Z}U{g+2kn|k€Z}

(d’apres I'exercice précédent.) Finalement, on en déduit que I'ensemble des solutions
est:

2kn ke Z}U{—g+2kﬂ|kez}.

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



