Maths 2025/26

TD 34— Fonctions de deux variables MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 34 I

Exercice 1 (&%) — Représenter dans le plan les lignes de niveau des fonctions suivantes :

h:(x,y)—/1+x2+y>?

Exercice 2 (¥) — Les fonctions suivantes ont-elles une limite en (0,0) 2

L flx,y)=(x+y)si (;)
. f(x,y)=(x+y)sin 2y )

f:o—x+y-1, g:(x,y)Hey‘xz,

2 2

2. f(x,y):;%;z.

3. f(x,y)=)|;+;/|2.

4. f(x,y)zji%;/:.

5 flx,y)= 2+)J:2_1sinx.
6. f(x,y)=x".

7. fap = Sn ()

Vx2+y?
Exercice 3 (¥) - Soit f la fonction définie sur R? par

Y(x,y) € R?, f,p=1+x-y) cos(x? +y2).

Cette fonction est de classe C! sur R?.
1. Calculer ses dérivées partielles premiéres en tout point.
2. Déterminer une équation du plan tangent en (0,0, £(0,0)).

Exercice 4 (&%) — Soit f et g deux fonctions réelles de classe C ! sur R. Calculer les dérivées
partielles par rapport a x et y des fonctions de deux variables :
Ax:(xy)— fx)+gy)

a)y:(x,y)— f(x) b)¢:(x,y)— gy

Exercice 5 (¥) - Soit f: RZ — R
2
)

xy(x®—y :
(5y) - { Toap eV
0 si(x,y) =1(0,0).
Calculer les dérivées partielles de f en tout point
Exercice 6 (¥) - Soit f:R?> — R une fonction de classe C! sur R?.

On définit les fonctions g, h, k par:

g R - R h: R — R
t — ft,t%) (x,y) — flx+y,x-y)

k: R® — R
(x,9) — flexp(x)—y*y—-1)

Calculer les dérivées premiéres de g, h et k en fonction de celles de f.

Exercice 7 (¥) - Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes définies de R? dans
R par:

a)V(x,y) e [Rz, fl,y) = x3 +y3 -3xy

b)Y(x,y) R, glx,y) = (x— )+ (x+y)°
Exercice 8 (¥) - On considére la fonction g définie sur R} par : Pour tout x € R},
gx)=In(x)+2x+1

1. Montrer qu'’il existe un unique réel a €]0, +oo[ tel que g(a) = 0.

On considere la fonction f: R} xR — R.
fxy) = x(n(x) +x+ y?)

2. Déterminer le seul point critique xp de f.

3. Montrer que f(xg) = —a(a+1).
Exercice 9 (¥) - Déterminer les extrema locaux des fonctions f : R? — R suivantes :
3. fe,=x3+y3
4. f, ) =@x-P*+x+y)°

1. f(x, 1) =x*+xy+y*—3x—6y
2. flx,y)=x>+2y* —2xy—-2y+1
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Exercice 10 (#) — On cherche a résoudre 'équation aux dérivées partielles suivante :

of of
N T %) +—(, = ) E
ax(x » 6y(x N=rxy ([©
d’inconnue la fonction f définie et de classe C' sur R? a valeurs dans R. Pour cela, on posera
u+v
= x =
le changement de variable { “ _ YV vest-a-dire ulv
= y="
1. Soit f une fonction solution de (E). On considere la fonction
g: R - R
u+v u-v
(u’w_’f(z’z)

Ainsi, on peut écrire :
Vix,y) eR?,  flx,y)=gx+yx—7).

(a) Montrer que g est de classe C L sur R?.
(b) Calculer les dérivées partielles premiéres de f en fonction de celles de g.
0
(c) Démontrer que g vérifie 'équation : V(u, v) € R?, Za—g(u, v) =g(u,v).
u

(d) En déduire 'expression de g, puis I'expression de f.

2. Réciproquement, vérifier que toute fonction f de la forme obtenue a la question précé-
dente est bien solution de (E) et conclure.

Quelques vidéos pour se cultiver:
Introduction aux équations aux dérivées partielles :
® But what is a partial differential equation? - - 3BluelBrown =&

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!


https://youtu.be/ly4S0oi3Yz8?feature=shared

