Maths 2025/26 TD 34— Fonctions de deux variables MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 34 I

Solution1 -

1. Soit k € R. Alors, pour tout x, y€[R, ona
f, =k = y=—-x+k+1

Donc les lignes de niveau de f sont toutes les droites de pente —1.

2. Soit k € R. Alors, pour tout x, y € R, on a
g, =k = e =k
Si k <0, cette équation n'a pas de solution. Si k > 0, alors
gx,y) =k < y=x*+In(k)

In(k) prend toutes les valeurs réelles possibles, doncles lignes de niveau de g sont toutes
les paraboles obtenues par translation verticale de y = x°.

3. Soit k € R. Alors, pour tout x, y € R, on a
hix,y)=k < /1+x2+y%=k
Si k <0, cette équation n’a pas de solution. Si k > 0, alors
hx,y)=k = x*+y*=k*-1

Si k < 1, cette équation n’ pas de solution. Si k > 1, les solutions correspondent aux

points du cercle de centre O et de rayon V k2 — 1. Comme V k? — 1 prend toutes les va-
leurs réelles positives, les lignes de niveau de & sont tous les cercles de centre O.

Solution2 -

1. Onalf(x,y)lg|x|+|y|=||(x,y)||1.Onendéduitque( l)in%oo)f(x,y)zo.
x,y—— ,

2. Ona f(x,x)=0et f(x,0) = 1. Donc f n"admet pas de limite en (0,0).

3. Ona f(x,—x)=0et lin}) f(x,x) = +oo donc f n"admet pas de limite en (0, 0).
x4>

4. Remarquons que pour (x, y) € R?:

|+ 3| < 1P+ 1y < Uxl + 1yD (6% + y?) < 206 p) I (22 + ¥7)
On en déduit que pour (x, y) € R*\{(0,0)} :
Lf e, MIE< 201, Ml

Ainsi  lim (x,y)=0.
(x,y)—'(0,0)f y

. Onad’une part:

sinx .. sinx
im —=lim——=1
(x,y)—(0,0) Xx x—0 X
et, d’autre part :
lim x*+y*-1=-1
(x,y9)—(0,0)

On en déduit que lim x,y)=-1.
1 (va’)—*(0,0)f( y)

1
. Ona lim f(x,x)=1et lim f(e_Tlc,x) = — (on vérifie que lim (e_%,x) =(0,0)). Onen
x—0% x—0* e x—0%

déduit que f n’admet pas de limite en (0, 0).

. Ona:
Floy) = sinzx2 x? ,sin y: ¥
D’une part :
lim sin x? ~ lim sin y? 1

x—0 x2 y—0 yz

2 2 2
0< X < X +y _ /—x2+y2
Vai+y? o /xP 4y

D’autre part :

et de méme
32
0< ——— <\/x2+)2
VX2 + 2
On en déduit que :

2 2
. X . Y
im —= Ilim ——=
®)=00 /X212 6)=00 /32 + 2

uis que lim x,¥)=0.
P d (x,y)ﬂ(0,0)f( y)

0
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Solution3 -

1. Pour tout (x,y) € IRZ,

%(x, y) = cos(x2 + y2) - (x-y)2x sin(x2 + y2)

%(x, y) = —cos(x? + y?) — (x — y)2ysin(x® + y?)

2. Léquation du plan tangent au point (0,0, f(0,0)) est

_of _o+ U -
2= f10,0)= 55 0,0/(x=0)+ Z- 0,0y =0

En calculant les valeurs dans I'expression précédente, on trouve que le plan tangent
recherché admet z — 1 = x — y comme équation.

Solution4 - y, ¢ et y sont de classe C! sur R® et pour tout (x, y) € R?,
oy , oy
—_ s = , e y =0
o () =fx dy (x,)

0¢ B
a(x)y) _0)

o¢ o
ay(ny’)—g(J’)
o=t Ny y=g
i (x,y) = f(x), dy (x, =g

Solution5 - f estun quotient de fonctions polynomiales sur R%\{(0,0)}, donc est de classe
C' sur cet ensemble. Ainsi, pour tout (x, y) € R?, si (x, ) # (0,0),

g(x - (y(x® = y?) + xy2x) (x* + y?) — xy(x? - y$)2x
ax Y (x2 + y2)?
g(x - (x(x? = y2) = xy2y) (x* + y*) = xy(x* — y*)2y
dy Y (x2 + y2)2

En (0,0), on passe par les taux d’accroissements de f par rapport a chaque variable : Pour
tout £ >0,
t - t B

Ces deux quantités tendent vers 0 quand ¢ tend vers 0, donc f admet des dérivées partielles

en (0,0) et 5 5
f _, of _
ix (x,y)=0, 3y (x,y)=0

Solution6 - gestde classeC car f, t— t et t— t* le sont et pour tout ¢ € R,

of ., dt of , de?

") ==L, ) — + =(t,t*)—
g0 =750+ 5,0,
of of
! =2, 2 2L 2
g1 ax(t ) + tay(t,t)
On note «a : R~ R etf: R~ R Alors h: (x,y) — (a(x,y), B(x,))
T (xy) — x+y Ty — x-y P Selautes
h est de classe C! car f, a et § le sont. Pour tout (x, y) € R?, on a
oh _of oa of op
PP (x,y) = ax (a(x,y), B(x,y)) x ox (x,y) + 3y (a(x,y), B(x,y)) x ix (x, )
ah(x )—af(x+ X— )+0f(x+ xX—Y)
ox VT 5% »E=y ay x=y
oh _of oa of op
3y (x,y) = x (a(x,y), B(x,y)) x 3y (x,y) + 3y (a(x,y), B(x,y)) x 3y (x, )
%(x )_ﬂ(“_ x— )—g(x+ x—7y)
ay ’y _ax y’ y 6y y’ y
RZ — R R? — R
Onnote y x5y — ex—yz etd: x5y — y-1°

Alors k: (x,y) — (y(x,¥),0(x, ¥)). k est de classe C! car f,vetdlesont.
Pour tout (x, y) € [RZ, ona

%(x, V= %(Y(x, 1),6(x,y)) x %(x, »+ %(Y(x,y),é(x, ) x g(x,y)
g (x,y)=ex%(ex—y2,y—l)
g—’;(x,y) = %(Y(x,y),é(x, ¥) x Ziy/(x, »+ %(Y(x,y),é(x, ) x %(x, ¥)
g—];(x,y) = —2yg—£(ex—y2,y—1)+g—];(ex—y2,y—l)
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Solution7 -
a) f est une fonction polynomiale donc est de classe C 1 sur R?. Pour tout (x, Y E R% ona

0 0
%(x,y):3x2—3y, a—];(x,y):3y2—3x

On cherche a déterminer les points critiques de f.

0
—f(x,y)=0

—(x,7)=0
ay(xy)

On en déduit que f admet deux points critiques : (0,0) et (1,1). Ce sont donc les seuls points
ol f peut admettre un extremum local.

Or, pour tout t € R, f(0,1) = t3, qui change de signe en 0, donc f n'admet pas d’extremum
local en (0,0).

Onaque f(1,1) = —1. Pour tout ¢, k € R?, on a

fA+61+k)-fA,D=0+03+Q+k3-30+00+k) +1
=3(—kt+kH+ 2+
=3(2—kt+ k) + 12— (-k)®
=3(2 —kt+ k%) + (t— k) (£* - th+ k?)
=@B+t-l(*—kt+k?

Pour tout ¢, k € R, 1> — kt + k*> > 0. En effet, si t est nul, I'expression se simplifie en % qui est
positif, et si ¢ est non-nul, il s’agit d'un polyndme en ¢ de degré 2, dont le discriminant est
A =k?—4k* <0, donc t* — kt+ k* > 0.

3+ t—kestpositifsur] -1, 1%, qui est un voisinage ouvert de (0, 0).

Ainsi, f(1+¢,1+k) > f(1,1) au voisinage de (0,0), donc f admet un minimum local de valeur
—len(1,1).

b) g est une fonction polynomiale donc est de classe C ! sur R?. Pour tout (x, yE R% ona
0 0
%(x, y) =2(x—y) +3(x+y)% i(x, y) = —2(x—y) +3(x+y)?

On cherche a déterminer les points critiques de g.

og

o8 _ —2(x—P+3x+y?=0
3y (x,»)=0

g (X—y):()
(x+2=0

xX=y
=
{ 2x2=0
y=0
—
{ x=0
g admet donc un unique point critique en (0,0).
Or, pour tout t € R, g(t, ) = 8. gt,H)>0sit<0etg(tt)<0sit<0.Doncgnadmet pas
d’extremum local en (0, 0) et n’admet donc pas d’extremum local.
Solution8 -
1. g estune somme des fonctions strictement croissantes In et x — 2x+1, donc g est stric-
tement croissante. De plus g est continue.
li(r)n g=-ocoet lim g = +oo, donc g réalise une bijection de R} vers R. En particulier, 0 a
(e9)
un unique antécédent « par g.
2. festde classe C! par opérations sur les fonctions de classe C'. Pour tout (x, y) € R} xR,

alors 5 ;
é(X,y):ln(x)+2x+y2+l %(x,y)zzjcy
On détermine les points critiques :
of B
g—(x,y) =0 In(x) +2x+y*+1 = 0
- 2xy = 0
—(x, = 0 =
ay(x )
{ln(x)+2x+1 = 0
=
y =0
gx) = 0
— { y _ 0

D’apres la question précédente, le seul point critique de f est donc (a, 0).
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f(x0) = f(a,0) = a(n(a) + a)

Or, on sait que In(a) +2a+1=0,doncIn(a) +a =—-a—1.D’ou
fxo)=al(-a-1)=—ala+1)

Solution9 -

1. On calcule les dérivées partielles

6f(x ) =2x+ 3af(x )=Xx+2y—6
ox V)= y "3y V)= y-o.

Lannulation simultanée de ces dérivées partielles donnent les points critiques. On
trouve apres résolution du systéme que seul (0,3) est un point critique de f. Posons
u=xetv=y-3pourseramener en (0,0). Alors

fl,y= WHuv+1*-9=(u+ v/2)2+3v2/4—9>f(0,3)

Ainsi, (0,3) est un minimum local, et méme global, de f.

2. On trouve cette fois (1,1) comme unique point critique de f. En posant u = x—1 et
v =y —1 (toujours dans 'idée de se ramener en (0,0) ), on a

fo,y) =u?+2v* —2uv=(u-v)*+v*> f(Q1,1)

Ainsi, (1,1) est un minimum local, et méme global, de f.

3. Le seul point critique est (0,0). Ona f(x,0) >0= f(0,0) si x>0et f(x,0) <0 = f(0,0) si
x <0. Ainsi, (0,0) n’est pas un extrémum local de f.

4. Posonsu=x-y,v=x+yetguv) = u2 + vs. Ftudier les extrema locaux de g revient,
modulo le changement de variables, a étudier les extrema locaux de f. (0,0 ) est le seul
point critique de g, et puisque g(0,y) >0si y>0et g(0,y) <0si y <0,(0,0) n'est pas un
extrémum de g. Donc f n’admet pas d’extrémum local.

Solution 10 -

u+v
1. (a) festdeclasseC!,toutcomme (u,v)—

U—v
et(u,v)— 5 donc g estde classe

C! sur R%.
(b) On a pour tout (x, y) eR?,
of _0g og
6x(x,y)—6u(x+y,x y)+av(x+y,x )
of

(x )_6g(x+ x-— )_6g(x+ x=y)
dy V=5 PE=VIT5, »x=y

(c) Alors, pour tout (x, y) € R?, comme f estsolution de (E), on a

98 iy x—y)+ 8 xty -+ B ety -y - Boxty 1) = gxt yx—y)
aux »x—y avx »x—y Oux »x—-y va Hx-—y)=8Xx+y,x—-y

og
2=(x+px—-=gk+y,x—y)
ou
Ainsi, avec le changement de variable proposé dans 1’'énoncé, on a pour tout
(1, v) € R? (car le changement de variable est bijectif),
og
2— » = »
ou (u,v) =gu,v)
(d) A v e R fixé, I'équation est une équation différentielle ordinaire du type y' = ay.
Ainsi, pour tout v € R, il existe une constante h(v) € R telle que :
VueR, guv)= h(v)e% .

Enréécrivant cela h(v) = g(u, v) e_%, on voit que & est une fonction de R de classe
C', car g et exp le sont aussi.

En utilisant le changement de variable, on obtient que pour tout (x, y) € R?,

f(x,y):h(x—y)ey.
2. Soit h: R — R une fonction de classe C'. On pose
R® — R
f:
(x,y) — hix-ye

x+y
2

Alors f est de classe C! car h et exp le sont. Déterminons ses dérivées partielles pre-
mieres. Pour tout (x, y) € IRZ,

0 X+ 1 x+ X+ h(x—
%(x,y) = h'(x—y)eTy +h(x—y)§e7y = eTy(h’(x—y) + (x2 y)),
0 X+ 1 x+ X+ hix—
%(x,y) = —h’(x—y)eTy +h(x—y)§e7y = eTy(—h’(x—y) + (x2 y))‘
On effectue alors la somme :
0 0 X+
é(x,yﬂa—j;(x,y) =e’ h(x-y) = f(x, ).

Donc f est solution de E. En conclusion, 'ensemble des solutions de E est

5 R> — R
"y — hx-per

heCl([R,IR)}
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Quelques vidéos pour se cultiver:
Introduction aux équations aux dérivées partielles :
® But what is a partial differential equation? - - 3BluelBrown &

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!


https://youtu.be/ly4S0oi3Yz8?feature=shared

