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EXERCICES — CHAPITRE 33 I

Exercice 1 (&) —

1. Soit n € N. Montrer que

n
P(BQ =Y. P(Qk)
k=0

définit un produit scalaire sur R, [X]

2. Montrer que
1
w(f,g)=flf(t)g(t) (1-r%)dr

définit un produit scalaire sur I'espace E = C([-1;1],R).
3. Soit E=C'([0;1],R). Pour f,g € E, onpose

1
o(f,8) =f0g0)+ fo f(ng'(made
Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
Exercice 2 (&%) — Pour A, B € M, (R), on définit
(A,B)=tr(ATB)

1. Démontrer que cette formule définit un produit scalaire sur M, (R).

2. En déduire que, pour tous A, B€ S, (R), on a
(tr(AB))* < tr(A?)tr(B?)
Exercice 3 (&%) — Soient x, y deux vecteurs non nuls d'un espace préhilbertien réel. Etablir

4
Il liyl?

Exercice 4 (¥) — Soient E un espace préhilbertien réel et f : E — E une application surjec-
tive telle que pour tout x, y € E, on ait

_ lx—yl
iyl

@I =&In.

Montrer que f est un endomorphisme de E.

Exercice 5 (#) - Soit (ey, ey,..., e,) une famille de vecteurs unitaires d'un espace préhilber-
tien réel E telle que

n
VxeE xII* =Y (e; | x)*.
i=1

Montrer que (e1, e2,..., e,) constitue une base orthonormée de E.

Exercice 6 (¥) - Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E tel que

Vx,y€E (f)1y) =(xI f().

Montrer
Im f = (Ker f)*.

Exercice 7 (¥) - Soient xy,..., X, > 0 tels que x; +--- + x, = 1. Montrer que
LA |

k=1 *k

2
>n

Préciser les cas d’égalité.

Exercice 8 (¥) - On consideére C°([a; b],R) muni du produit scalaire

b
(flg)zf fngnde
a

Pour f strictement positive sur [a; b] on pose

= [ swa
N af() . O

Montrer que ¢(f) > (b— a)?.
Etudier les cas d’égalités.

Exercice9 () - Soit A= (a;, j)1 <i,j<n Une matrice réelle vérifiant
LR
Vie{l,...,nha;; >let ). ) a;; <l
=1 =1, #i

1. Montrer
VX € RR™M{0},’XAX > 0.

2. En déduire que la matrice A est inversible.



Maths 2025/26

TD 33 - Espaces préhilbertiens réels MPSI

Exercice 10 (¥) — On munit M ,(
RR) du produit scalaire défini par

(A|B)=tr("AB).

1. Montrer que la base canonique (E i j) de M, (R) est orthonormée.

1<i,j<n
2. Observer que les espaces S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
3. Etablir que pour tout A€ M, (R) ona

tr(A) < vVmy/tr(FAA)

et préciser les cas d’égalité.

Exercice 11 (&) - Dans R® muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant
le procédé de Schmidst, la famille (u, v, w) avec

u=(,0,),v=(1,1,D),w=(-1,1,0

Exercice 12 () -
1. Enoncer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

2. Orthonormaliser la base canonique de R, [X] pour le produit scalaire
1
BQ— f P(0)Q(1)dr
-1

Exercice 13 (¥) — On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique et F le sous-
espace vectoriel de R* défini par

F:{(x,y,z,t)€|R24|x+y+z+t:x—y+z—t:0}.

1. Déterminer une base orthonormale du supplémentaire orthogonal de F.
2. Ecrire la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale sur F.

3. Calculerd(u,F)ouu=(1,2,3,4).

Exercice 14 (4) — On munit E = C([-1;1],R) du produit scalaire :

1 1
(flg= Eflf(x)g(x)dx

Pour i € {0,1,2,3}, on note P;(x) = x'.

1. Montrer que la famille (Py, Py, P») est libre mais pas orthogonale.

2. Déterminer, par le procédé de Schmidt, une base orthonormée (Qp,Q1,Q2) de F =
Vect (Py, P1, P») a partir de la famille (Py, Py, P»).
3. Calculer la projection orthogonale de Ps sur F etla distance de P3 a F.

Exercice 15 (#) — Soient » un entier supérieur a 3 et E = R, [X].

1. Montrer que
1

p2Q= [ POQUIL
définit un produit scalaire sur E.
2. Calculer .
inf (3= (at?+bt+c)) dr.
(a,b,c)eR3 J-1

Exercice 16 (&) — (Déterminant de Gram)
Soit E un espace préhilbertien réel. Pour (ul,...,u,,) famille de vecteurs de E, on note
G(w,...,up) lamatrice de M, (R) dont le coefficient d’indice (i, j) est (u;, u;).

1. Montrer que si la famille (uy, ..., up) estliée alors
detG(ui,...,up) =0.
2. Etablir la réciproque.

3. Montrer quesi (e, ..., ep) est une base d’'un sous-espace vectoriel F de E alors pour tout
x€eE,

detG(ey,...,ep, x)
detGey,...,ep)

d(x,F)=

Exercice 17 (&) — Méthode des moindres carrés
Soit n et p deux entiers naturels avec p < n. On munit R” du produit scalaire canonique et on
identifie R" avec M, 1 (R). On considére une matrice A€ M, ,(R) de rang p et Be M, (R).

1. Démontrer qu’il existe une unique matrice Xy de M1 (R) telle que
|AXo - Bl = inf{|| AX - BIl; X € M1 (R)}.
2. Montrer que Xy est 'unique solution de
ATAX=A"B.
3. Application : déterminer
inf{(x+y-1*+x-y7*+Q2x+y+2)7%(x,y) eR*}.

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



