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2. Onva appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour A, B symétriques, on a en effet
EXERCICES — CHAPITRE 33 I
(A,B) =tr(AB)
etdonc
(tr(AB))? < tr(A®%)tr(B?).
Solution1 -

1. Symétrie, bilinéarité et positivité : claires.
Soit P € R, [X]. Si (P, P) = 0 alors

n
Y P(*=0
k=0

donc
Vke{0,1,...,n},P(k) =0.

Ainsi P admet au moins n + 1 racines, or deg P < n donc P = 0.

2. Symétrie, bilinéarité et positivité : claires.
Si ¢(f, f) = 0 alors par nullité de I'intégrale d’'une fonction continue et positive, on a
pourtout ¢ € [-1;1], f(1)? (1- tz) =0 et donc pour tout ¢ €]—1;1[, f(¢) = 0. Par continuité
de fenlet-1,on obtient f(#) =0 sur [-1;1]. On peut alors conclure que ¢ est un
produit scalaire.

3. ¢ est clairement une forme bilinéaire symétrique.
Onaaussi@(f, f) >0et

o(f,/N)=0= f0)=0etf'=0
car f'? est continue, positive et d’intégrale nulle. On en déduit

Solution2 -

1. On vérifie facilement que (-,-) définit une forme bilinéaire symétrique. Reste a démon-
trer qu’elle est définie positive. Soit A € M, (R) et notons (b;, ;) = AT A. Alors

n
b;;= Z aii =0.
k=1
Ainsi,
n n
r(ATA)=) Y ai ;>0
i=1k=1

On a bien affaire a une forme positive. De plus, si (A, A) =0, alors pour touti = 1,...,n
ettoutk=1,...,n,0onaag; =0, etdonc A=0:laforme est définie.

Solution3 - En développant le produit scalaire

S | (x1y) 1 (nx—yn)2

X y _ " _
lxl llyl? Il lxi®iyl® Qi Uiyl

Les quantités considérées étant positives, on a bien le résultat voulu.

Solution4 - Soientx, x', ye EetA,A’€R.Ona:

(FAx+A'X) 1 f) = (Ax+A'X 1 y)
=Ax|p+A(x1y)
=MF@ | FO+A (F(¥) 1 F0)
=(AfG+Af () 1F W)
donc
FAx+ %)= (Af)+ A f(x) e m - = E- = {0}
d’oti la linéarité de f.
En fait, '’hypothese de surjectivité n’est pas nécessaire pour résoudre cet exercice mais per-
met un « argument rapide ».

Solution5 - Pour je({l,...,n},
2 2
le;] =_Zl(ei|€j)
i=

donc (ei | ej) =0 pourtout i # j. Ainsila famille (e}, ez, ..., ;) est orthonormée. Sila famille (
e1,e2,...,e, ) n'est pas une base, on peut déterminer e, + € E tel que (e1, e, ..., ey, €x+1) SOit
libre. Par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on peut se ramener au cas ou

1
en+1 € Vect(ey,...,en) .

Mais alors

n
2 2
lens1l” =3 (il ens1)*=0
i=1

ce qui est contradictoire.
Par suite la famille (e, e,..., ;) est une base orthonormeée.
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Solution 6 - Soit y € Im f. Il existe x € E tel que y = f(x) et alors
VzeKerf,(y12)=(f(x)]2)=(x|f(2)=(x]0)=

donc Im f < (Ker f)* puis Im f = (Ker f)* par égalité des dimensions (théoréme du rang et le
fait qu'un sous-espace vectoriel et son orthogonal sont supplémentaires).

Solution 7 - Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

;

i M:

2
— Vx| <) =) x.
1VX k=1 *k k=1

Donc
n 1 2
Y —=n
k=1Yk

De plus, il y a égalité si, et seulement si, il y a colinéarité des n-uplets

(\/Lx_l \/ic_) et (AT, V)

ce qui correspond au cas ol
XI =ees = xn
1/y/x1 1/\/x;,

soit encore
Xxp1=-=x,=1/n.

Solution 8 - Soit geC([a; b],
RR) I'application définie par g(¢) =1/ f(#). Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2

b b d
(b—a)2=(f g(0)- Tdt) <fa fmdr-fa ]T;:af)

1
11y a égalité si, et seulement si, t — g(f) et t — 0 sont colinéaires ce qui correspond a f
g

constante.

Solution9 -

1. En notant X = (x1,...,X,), on obtient

n n
IXAX = Z Z a;,jXiXj
i=1j=1

et donc

n
Y, aijxix;.
1j=1,j#i

M:s

n
'XAX =Y a;ixs+

i=1 i

Par 'inégalité triangulaire

||M=

n
Z @i, jXiXj
=1,j

n n
<Y bl Y faigl]xl.
i=1 E3

Jj=1,j#i

n n n 2
L\ E| 2 laslbol
i=1 i=1\j=1,j#i

n 2 n n n n
[ £ Jalsl] < £ &, 3 < a2 %0
j j=

=1,j#i Lj#i Jj=1j#i j=Lj#i j=1

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

n n
D D ijXiX;
iz i

et une nouvelle fois

On obtient donc

puis
tXAX>Za,,x —Zx

i=1

2. Si X e Ker A alors " XAX = 0 et donc X = 0 en vertu de ce qui précéde. Ainsi le noyau de
A est réduit au vecteur nul. Le rang de A est donc maximal et A est donc inversible.

Solution10 -
1. Pour i, j,k,¢€[1,n], ona (Ei,j |Ek'g) = tI‘(EjyiEk'g) = tr[(S,-,kEj'g) = 5i,k5j,l-

2. Pour Ae S, (
RR)et Be A,(
RR),

(AIB)=tr("AB) =tr(AB) = —tr (A'B) = —tr ('BA) = —(B | A)

donc (A | B) =0 et 'orthogonalité des espaces. Leur supplémentarité est connue.
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3. Linégalité de Cauchy-Schwarz donne

[(In | A< I TRl AN
d’ou
tr(A) < Vny/tr (Y AA)
avec égalité si, et seulement si, tr(A) > 0 et (4, I,) liée,i.e. A=A, avec A > 0.
Solution 11 - On obtient la famille (e, e, e3) avec
e (1 0 1)e (0,1,0) ete ( L 0 1)
1= —=Y,—=€2=1,1, 3=|—"——F=Y—.
V2 V2 V2 V2
Solution 12 -
1. cf. cours!

2. Auterme des calculs, on obtient la base ( Py, P1, P» ) avec

1 3 3v5 1
Poz—,P1=£XetP2=—‘/_(X2——).
V2 V2 22 3
Solution 13 -
1. Soient
H={(x,y,z,) eR* | x+y+z+1=0}
et

K:{(x,y,z,t)€R4|x—y+z—t:0}.

OnaF = HnK puis Ft =g+ K. Soientn = (1,1,1,1) et m=(1,-1,1,—1) des vecteurs
normaux a H et K. Par Schmidt

(1 11 1) (1 11 1)
e1=|- oo olete=(-—7-,—2
2222 2 22 2
forment une base orthonormée de F*.

2. On peut facilement former Matg (py1) car

VXeE,ppr(x)=(x|e)er+(x]|er)er

donc
1 o -1 0
1 0 1 0o -1
Matg (pF) = I, —Matp (pFi) - 5 -1 0 1 0
0 -1 O 1

3. Pour u=(1,2,3,4), pr(u) = (-1,-1,1,1) donc
dw,F) = |u-prw| =vV4+9+4+9 =26

Solution 14 -

1. SiAgPy+ A1 Py + AP, =0 alors le polynéme Ag + A1 X + A2 X? admet une infinité de ra-
cines. C’est donc le polyndme nul et par conséquent 1o = 1; = A, =0.

La famille ( Py, P;, P» ) est donc libre. Elle n’est pas orthogonale puisque (Py | P») =1/3 #
0.

Ro=Py,IRol =1,Qp:x—1

(Po| P1)=0,R =Py, | Ril =1/V3,Q: x— V3x.
Ry =P, + AgRy+ A1 R;.

(R2 | Rg) =0donne Ag = — (P2 | Pg) =—1/3,

(R2 | R1) =0donne A1/3=— (P2 | R;) =0.

2 V5
Ry:x— x2=1/3,|Rsll = —=,Qp : x— — (3x°> —1).
: 2= Qi S (347 1)

3. Le projeté orthogonal de Ps sur F est

R=(Qo|P3)Qo+(Q11P3)Q1+(Q21P3)Q2
soit, apres calculs
3
R:x— =x.
5

La distance de P3 a F est alors

2
d=|P;—R|=——
° 5V7

Solution 15 -
1. Symétrie, bilinéarité et positivité : ok
1
Si @(P,P) =0 alors f P%(1#)dt = 0 donc (fonction continue positive d’intégrale nulle)
-1
Vte[-1;11,P(¢) =0.

Comme le polynéme P admet une infinité de racines, c’est le polyndme nul.
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2. Ona ) 2. Ona
inf f (1‘3—(az‘z+bt+c))2dt=d(XB',F)2 AXo = pima) (B) = VZ elm(A), AXo B L Z

(a,b,0)eR3 J-1 —VXe ./\/lp,l(
ot F = Vect (1, X, X?). RR), AXo-B L AX

Soit P le projeté orthogonal de X> sur F. On peut écrire P = a+ bX + cX” et on a par = VXeMp(

orthogonalité T ’

[X3—P|1)=(X3—P|X)=(X3—P|X2]=0. RR), (AX)" (AXo - B) =0

—VXe Mp,l(

3
On en déduit que P = gX puis

2
d(x* F) = 5

Solution 16 -

p
1. Silafamille (u;,..., up) estliée alors il existe (A,...,A,) # (0,...,0) tel que ) A;ju; =0g
i=1

n
et on observe alors Z AiL; =0ennotant Ly,..., L, leslignes de la matrice G (ul, . up).
i=1
On conclut detG (uy, ..., up) =0.

n
2. SidetG(u,...,up) = 0 alors il existe (A1,...,4,) # (0,...,0) tel que ) A;L; =0 et on ob-
i=1
n

tient alors que le vecteur Z Aiu; est orthogonal a tout uj, c’est donc un vecteur com-
i=1

mun a Vect (ul, e up) et a son orthogonal, c’est le vecteur nul.

On conclut que la famille ( uy, ..., up ) est liée.

3. x=u+navecuec Fetne F-.En développant detG(el,..., ep,x) selon la derniéere co-
lonne:

G(er,...,ep) O

detG(ey,...,ep, u+n)=detGei,...,ep, u) + * In)?

ordetG ey, ..., ep, u) =0 car la famille est liée et donc
detG(ey,...,ep, x) = ||n||2detG(el,...,ep)
avec ||n| =d(x, F).

Solution 17 -
1. Puisque A est de rang p, I'application X — AX qui va de M1 (
RR) dans Im(A) est injective. Or, inf{||AX — B|; X € M1 (RR)} est la distance de B a
Im(A). Cette distance est atteinte uniquement au projeté orthogonal sur Im(A) (qui est
de dimension finie) de B. Ce projeté orthogonal s’écrit de facon unique AXj.

RR), X" (ATAXy-A"B)=0
— ATAXy=A"B

X est donc bien 'unique solution de A’ AX = ATB.

1 1 1
3. Posons A=| 1 -1 |,B=| 0 |.On vérifie facilement que le rang de A est2 . La
2 1 -2

o solution de ATAXO =ATB.Or

_ j’)

On résout alors ’équation et on trouve que xy = —1/2 et yy = 0, et donc l'inf recherché
vaut 7/2.

borne inférieure est donc atteinte en Xy = (
Yo

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



