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Solution2 -

EXERCICES — CHAPITRE 3 2 I 1. On commence par étudier les images successives de 1. Ce sont 3,4,6. On étudie ensuite

les images successives de 2 . On trouve 5 (ensuite on revient a 2 ). On a épuisé tous les
éléments de 1,...,6. La décomposition canonique de o en produits de cycles disjoints

est
Solution1 - g1 = (1)3)4) 6) ° (21 5)
1. On é:?ge/rche I'image de chaque élément. Les éléments différents de a, b, ¢, d ne sont pas Pour décomposer o en produit de transpositions, il suffit de décomposer chacun des
modifiés.

cycles en produits de transposition. Pour le second, c’est facile car il s’agit déja d’'une

La permutation est donc un cycle de longueur 4, (a c d b). transposition. Pour le premier, on écrit

2. Une permutation étant une bijection, le dernier élément de {1,..., n} ne peut étre envoyé
que sur lui-méme. Une telle permutation est donc nécessairement I'identité. (1,3,4,6) = (1,3) 0 (3,4) o (4,6)

3. Non, du moins si n > 4. En effet, la composée de deux transpositions a support disjoint

vérifie elle-méme que s° = Id. etdonc
4. P(?ur énumérer tou.s\1e3 elc.sments de 84,. on peut pailrtlr du fait qu'une permutation se o1=(1,3)0(3,4)0(4,6) (2,5).
décompose de maniéere unique en produit de cycles a supports disjoints. On trouve alors
que les permutations sont Lordre du cycle (1,3,4,6 ) est4, 'ordre du cycle (2,5) est 2, 'ordre de la permutation
« Tidentité (correspond a des produits de cycle de longueur 1); est donc le ppcm de 2 et 4, a savoir 4 . En particulier, puisque 4 | 100, on en déduit que

0}00 = Id. Enfin, puisqu’on a décomposé o en produit de transpositions, il est facile de

* les 4 cycles, ce sont : . .
v déterminer sa signature. Elle vaut

(1234),(1243), (1324), (1342), (1423), (1432); e = (-1 =1,

« les 3 cycles (qui correspondent a un produit d'un cycle de longueur 3 par un cycle

2. Par la méme méthode, on trouve
de longueur 1); ces 3 cycles sont

02=(1,4,7,8)0(2,6,5)0(3,9),

123),(132),(124),(142),(134), (143), (234), (243).
(129), (132), (124), (142), (139), (143), (254), (243) 02=(1,4)0(4,7)0(7,8)0(2,6)0(6,5)0(3,9).
o les transpositions (qui correspondent a un produit d'un cycle de longueur 2 et de

deux cycles de longueur 1), ces transpositions sont : Lordre de o, est le ppcm de 4,3 et 2, soit 12 . La signature de o est (-1)% = 1. Enfin,

puisque 100 = 0[2],100 = 1[3] et 100 = 0[4], on en déduit que
(12),(13), (14), (23), (24), (34) 100 1

o, =1(2,6,5" =(2,6,5).
¢ les produits de deux transpositions a support disjoint (produit de deux cycles de .
longueur 2). Ces produits sont : Solution3 -
1. On cherche l'orbite de 1 . On trouve 3,6,2,5.4 n'est pas dans l'orbite de 1, on cherche
(12) 0 (34), (13) 0 (24), (14) o (23). son orbite. On trouve 7. Tous les éléments de {1, ..., 7} étant couverts, la décomposition

de o en produit de cycles a supports disjoints est
On a ainsi énuméré les 24 éléments de Sy.

o=(1 3 6 2 5)o(4 7).
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2. Lasignaturedu5-cycle( 1 3 6 2 5 )est (-1)°! = 1. La signature de la transpo-
sition (47) est -1. La signature de o estdonc 1 x (-1) = —1.

3. Onva décomposer chaque cycle intervenant dans la décomposition de o en produit de
transpositions. Pour (4 7), c’est déja fait! Pour le 5 -cycle, on a tout simplement

(13625) = (13) 2 (36) o (62) o (25),

0 =(13)0(36) 0 (62) 0 (25) 0 (47).

On peut alors retrouver que la signature de o est égale a -1.

4. Onremarque que c'%=1d (I'ordre de o valant le ppcm de 2 et 5, soit 10 ). Ainsi, 2000 —

200 .
(0'°)"" = Id. Finalement, 0*°"' = g.

Solution4 -

1. D’abord, il est clair que Idj, ., est un élément de A,,. Soient o, o' € A,.Alorsona

e(oo’)=¢€lo)e(o)=1x1=1,

et donc oo’ € A,,. D’autre part,ona

5(00_1) =e(Id) =1

et

(oo ) =ee(o7) =e(07Y)

et donc ¢ (a‘l) =1 ce qui prouve que ¢! est bien un élément de A,,. On a donc bien
vérifié que A, est un sous-groupe de Sj,. Si on est un peu plus savant, on pouvait aussi
remarquer que 4, est le noyau de la signature, qui est un morphisme de groupe. A ce
titre, A, est un sous-groupe de S,.

2. Les éléments de S3 sont :
« l'identité, qui est élément de As;
o les transpositions, qui ne sont pas éléments de As;
« les 3 -cycles, (123) et (132), qui sont éléments de .43.

En particulier, A3 est constitué des 3 éléments décrits précédemment. Décrivons main-
tenant Ay : les éléments de S; sont :

« l'identité, qui est élément de Ay;

« les 4 cycles, qui ne sont pas éléments de Ay;

les 3 cycles, qui sont éléments de A4 ; ces 3 cycles sont

(123),(132),(124), (142), (134), (143), (234), (243).

« les transpositions (ou 2 -cycles), qui ne sont pas éléments de A4;

« les produits de deux transpositions a support disjoint, qui sont éléments de .4;.
Ces produits sont :

(12) 0 (34),(13) 0 (24), (14) o (23).

Ainsi, A4 est constitué des 12 éléments décrits ci-dessus.

3. Puisque 72 = Idy,. n,ilestclair que ¢po¢p = Ids, . Ainsi, ¢ est bijective, d’'inverse ¢l =0¢.
Puisque e(o o 1) = —¢(0), ¢ envoie A, sur S;\.A,. Puisque ¢ est bijective, les cardinaux
de A, etde S;\ A, sont identiques. D’autres part, S, est la réunion disjoint de A, et de
Su\Ap, donc

card (S,,) = card (A,) + card (S;\A;;) =2card (A4,,).
n!
II vient card (A4,,) = EX
Solution5 -
1. D;=1.
2. En développant par rapport a la deuxiéme ligne,

1 1
D2:—2"

11
3 4‘+(_3)‘—1 4‘"_17

3. En développant par rapport a la premiére colonne, puis par rapport a la derniere, on a

2 -1 0 by 1
Dy=[11 -13 3|=(-3)x|] 2':—15
1 2 0

4. En ajoutant les autres colonnes a la premiére, on ne change pas le déterminant. Donc

10 2 3 4
10 3 4 1
Di=l1p 4 1 2
10 1 2 3
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On enléve la premiére ligne a toutes les autres. Cela ne change pas non plus le détermi-

nant.
10 2 3 4
0 1 1 -3
Di=-1y 5 o

o -1 -1 -1

On développe par rapport a la premiere colonne.

1 1 -3
D,=10-|2 -2 -2
-1 -1 -1

On ajoute la premiere colonne aux deux autres.

1 2 -2
Ds;=10-|2 0 0O
-1 -2 -2

Finalement, on développe par rapport a la deuxieme ligne :

2

2 —
Dy= 10-(—2)-’_2 S

' =10-(-2)-(-8) =160

Solution 6 - On notera A, B, etc. la matrice qui intervient dans chaque question.

1. Onadet(A) = j2+ j=—1puisque 1+ j+ j2 = 0.

3 4 2 5 o
2. det(B)=|0 5 2:3‘0 3‘=3><15:45.
0 0 3
3. En commencant par échanger les deux premiéres colonnes, on obtient
1 0 0
det(C)=-0 1 0|=-1.
0 0 1
4. Ona
4 3 4 13 -10 -9 10 9
det(D)=|2 3 0|=|-10 0 —9:—'_11 _7‘:—'11 7':29,
1 3 2/ |-11 0 -7
5. Ona
1] -1 2 1 0 O
det(E): 4 1|=[3 7 —5:’7 _5‘—7’1 _5‘=7x2=14
7 -3 1 -3
2 5 1 2 7 -3

6. On commence par factoriser la deuxieéme et la troisieme ligne par 10 et 11 resp. :

4 2 3 4 2 s
det(F)=10x11x|3 7 1|=110x[0 3 -1{=110x3x ’2330><14.
2 4
0 2 4 0 2 4
Et donc det(F) == 4620
7. On commence par 'opération L; — L; + Ly + L3,
3 1-2i 1+i 1-2i 1+ 1 1-2i 1+i
det(G)=1{3 1+i 1+i|=3x|1 14+i 1+i|=3x|0 3i 0
3 1+i 1-2i 1 1+i 1-2i 0 3i -3i
3i 0
=3x 3i _3j =27.

8. On commence par 'opération L; — L; + L, + L3 et on utilise la relation 1 + j + j2 =0,

0 j° J
dett)=[0 1 j?*|=0.
0 j 1

det(M) =

S W N
S o onN
— o O N

4 3 -4 |4 1 3 -4
det(D—3_115—7041——72;l
“ -2 0 1 -3 |-2 0 1 -3| 5 9 0
8 -1 6 4 12 0 9 0
7 4 1
= —|19 13 0:—3‘149 133‘
12 9 0
1
= —3’? 33 en faisant C; — C; — Gy
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11. On commence par factoriser la deuxiéme colonne par 2 :

1 -3 4 1 1 -3 4
-4 1 1 3 -5 0 4 -1
det(®) = 2x) " 5 o 3721 o0 o -3
0 -2 3 0 -2 3
-5 4 -1 -5 4 -16
= _2>< 0 -3/=-2x|1 0 o0
2 -2 3 2 -2 9
= _2x _42 _;6‘:—2x4x _2 _94’=—8><(—1)=8

12. Méthode 1.0On a

iz _61 23 -1z 6 -3
det(l) = =|-4 2 -3

-18 9 -6
0o -18 9 6
4 -2 1
= (-3)?>x|-4 2 -3| enfactorisant Ly et Lg par —3
6 -3 2
2 -2

9x2x|-2 2 3| enfactorisantla lere colonne par 2

3 -3 2
0 0 1

= 18x|-8 8 3|=18x :? ?':0
-1 1 2

car les deux colonnes sont proportionnelles.
Meéthode 2.0Ona C; — C, =2C3, d’ ot1det(L) =0.
Solution7 -

1. On enleve la premiere colonne aux autres, puis on développe (1ére ligne)

1 0 0
Di=|a b-a c—a |=

a® bV-a® *-d°

b-a c—a

V-a¢ *-a®

Par linéarité, on sort un (b — a) de la premiere colonne et un (¢ — a) de la deuxieme :

1

Dy =(b-a)c—a) b+a c+a

=b-a)c—a)c-b)

2. On ajoute les autres lignes a la premiere, puis on soustrait la premiére colonne aux
autres.

at+b+c a+b+c a+b+c at+b+c 0 0
D, = 2b b-—a-c 2b = 2b -b-a-c 0
2c 2c c—a—-b 2c 0 —-c—a->b

11 s’agit d’'une matrice diagonale donc D, = (a+ b+ ¢).

3. On effectue 'opération C; — C; — C, + Cs, qui ne change pas le déterminant, puis on
utilise la linéarité par rapport a la premiere colonne

2a b+c c+a 1 b+c c+a
Ds=2a®> P+ +ad*|=2ala bW+ F+ad
288 P+ E+dd a v+ E+dd

C3 — C3— aCy puis C, — Cy — Cs3 et linéarité.

1 b+c c 1 b ¢ 1 1
Ds=2ala b*+c* ?|=2ala V* c?*|=2abcla b ¢
@ b+ A a b A3 a® b &P

on reconnait D, donc D3 =2abc(b— a)(c— a)(c—b).

4. Cy < Cy + Cy + C3 + Cy, puis on enléve L; aux autres lignes

at+b+c+d b ¢ d a+b+c+d b c d
Dy = a+b+c+d a d c _ 0 a-b d-c c-d

a+b+c+d b a d 0 0 a—-c 0

a+b+c+d ¢ b a 0 c-b b-c a-d

Développement par rapport a la premiere colonne, puis la deuxiéme ligne.

a-b d-c c-d

Dy=(a+b+c+d)| 0O a-c 0 |=(a+b+ct+d)a-0 a-b c-d
c-b a-d
c—-b b-c a-d
LZ‘_LZ—Ll
— a-b c—d| _ Y a-b c—d
Dy=(a+b+c+d)(a-c) c—a d_c—(a+b+6+d)(a 0 - 1 ‘

Finalement Dy = (a+ b+ c+d)(a—c)*(a—b+c—d).
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Solution 8 - En développant par rapport a la derniére ligne, on pour tout ¢ € R,

t—-2 4

det(M;) = (t—4) 1 1

=(-9(t-2)t+1)-4)
=(t-4)(*~1-6)
=(t-4)(t+2)(t-3)
M; estinversible si et seulement si det(M;) # 0, c’est a dire si et seulement si £ € R\ {-2,3,4}.
Solution9 - A est antisymétrique, donc ‘A= —A. Alors, en passant au déterminant, on a
det(* A) = det(-A)
det(A) = (-1)"det(A)

Donc, lorsque n est impair, on a det(A) = —det(A) et donc det(A) = 0.
Cela ne peut s’appliquer lorsque 7 est pair, car la relation précédente donne dans ce cas
det(A) = det(A).

1
=0. Soit n > 2.

Solution 10 - Onremarque que D; =1 etque Dy =

1 1
En développant D, par rapport a la deuxiéme ligne, on obtient :
1 o0 e 1 1 o oo 1
o0 : 0
Dy=(-1) +
0o - 0
1 1 1

ol les deux déterminants sont de taille 7 — 1. On remarque que le premier est triangulaire et
que le deuxieme est D;,_;. On en déduit donc que

D,=-1+Dj;_;.
D,, est donc une suite arithmétique de raison —1 et pour tout € N*,ona D, =2 - n.

Solution 11 -

1. Pour tout n € N*, en développant par rapport a la premiére colonne (on inscrit en indice
la taille du déterminant) :

2 0 0 0
3 2 0
_ 1 3 2
1o
Dni2 =3 o 1 3 . o0
t. t. 2 )
0 1 3 g 2
"o o 1 3]

On reconnait D, dans le premier terme et on développe le second par rapport a la
premiere ligne :

3 2 0
1
Dypy2=3Dps1 -2 =3Dp+1—2Dy
9
0 1 3

2. Cette relation de récurrence a pour équation caractéristique > —3r +2 = 0, dont les
solutions sont 1 et 2. Donc il existe a, § € R tels que

vneN, D,=a+p2"
En utilisant que D; =3 et D, =7,ontrouve a = -1l et f=2.

vneN, D,=2""1_-1

Solution 12 - On remarque que

A=1+ x2

Ay = A+x)2-x®=x*+x2+1.

Soit n > 2. Alors, en développant par rapport a la premiére ligne, on obtient :

X X 0
1+x% x 0 )
0 1+x
A, =(1+x%) . R -x
n- . . x
N x . .
0 x 1+x° o X
0 x 1+x°

ol les deux déterminants sont de taille n — 1. Le premier est A,_;. On développe le second
par rapport a sa premiére colonne :

Ap=1+x)Ap1—x*Aps.

On peut utiliser la méthode pour trouver le terme général d'une suite récurrente d’ordre 2,
nous proposons une solution un peu plus astucieuse.
En effet, la relation de récurrence peut se réécrire

Ap—=Apoy1 =X Dpoy = X Apep = X*(Ap—y — Ap—a).
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Pour tout n > 2, on pose A,, = A, —A,_;. On a alors pour tout n > 3, A, = szn_l, et A est
une suite géométrique de raison x°. D’ol, pour tout n > 3,

Ap =22 Ay = XD - Ay) = X

Donc, pour tout n > 2,
Ap=x*"+7p 1
Et donc A, estla somme d’'une suite géométrique de raison x*", d’ot1 'on déduit que
n n n
Ap=Y x4 n =Y P r1427 =) #25
k=2 k=2 k=0

Finalement, si xe {—1,1},ona A, =n+1 et sinon on a

1- (x2)n+1
Ap=—".
1—x?

Solution 13 - On commence par chercher une relation de récurrence. En faisant I'opéra-
tion C; < Cj— a1 Cj—1 pour j allant de n a 2 (dans cet ordre!), on obtient

1 0 0 0
1 a—a ag—alag agfl—alagl*z
V(dl,...,an): .
1 ap-a a-ama, - a'-aa?
1 ap ag_z
=(@-m)---(ap—ai)|:
1 a, ‘- az_z

La derniére égalité provient du fait que pour tout i € [[2, n]}, laligne i se factorise par (a; — a;)
puis de la linéarité du déterminant par rapport aux lignes.

Viay,...,ap) = [] (ax—a1) xV(ay,...,an). (%)
2<k<n

Posons maintenant pour tout n € N, la proposition

Hy:«pourtout (ay,...,an) €K", V(ay,...,an)= [] (aj—ai)».
1<i<j<n

= ay — a; donc H, est vraie.

1
Soit (a1, ) € K2. Ona V(ay, ay) = ’1 Zl
2

Soit n € N\ {0, 1} tel que H,, soit vraie. Soit (ay, ..., @n+1) € K™, Alors,

Viay,...,ans1) = [] (ax—a) x V(a,...,ans1) d’apres (%)
2<k<n+l
= [I @-adx [ (@j-an d’apres H,

2<k<n+l

)

1<i<j<n+l

2<i<j<n+l1

(aj—al-).

Donc H, 41 est vraie, et on conclut par récurrence.

Solution 14 - Il s’agit a chaque fois de calculer le déterminant de la famille dans la base
canonique.

1. Parl'opération C, — C, —Cy,

1 1 0 1 0 O
3 2 1{=13 -1 1{=0
2 -1 3 2 -3 3

car deux colonnes sont identiques. La famille n’est donc pas une base de R>.

2. Le troisieme vecteur est 'opposé du premier, donc la famille n’est pas libre. Ce n’est pas
une base de C.

3. Enutilisant le premier 1 comme pivot, on a

1 3 -1l 1 3 -1
1 -1 2|=l0 -4 =‘_84 2‘ -32
-1 5 3| o 8 2

Comme le déterminant est non-nul, (1+ X — X2,3— X +5X2,—1+2X +3X?) est une base
de Ry [X]

Solution 15 -
1. Soit m un réel. Alors, en notant 53 la base canonique de [Rz, ona
m-—1

m+1 4
dltset((m+1,m—1),(4,m—1))—‘m_1 ‘

m+1 4
=(m_1)‘ 1 1‘
=(m-1)(m-3)

Or, une famille est une base d'un espace vectoriel si et seulement si son déterminant
dans une base quelconque de cet espace est non-nul. D’ou
((m+1,m—1);(4, m—1)) est une base de R? si et seulement si 7 € R\ {1;3}.
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2. Soit m un réel. On note F la famille de 'énoncé. Alors, en notant B la base canonique

deR3 ona
m 4 1
det(F)={m+1 m-1 2
B 1 0 m
m-—1 4 1
=m-1 m-1 2 C1<—C1—C3
1-m 0 m
1 4 1
=m-1)|1 m-1
-1 0 m
1 4 1
=(m-1)|0 m-5 1
0 4 m+1

=(m-1)((m-5(m+1)-4)
=(m-1)(m?*-4m-9)

=(m-1(m-2-V13)(m- 2+ 13))

F est une base de R? si et seulement si m € R\ {1;2 +v13;2—-v 13}.
Solution 16 - On commence par calculer les images des vecteurs de la base canonique :
fH=x3-1 fX)=Xx>+X-1

FXH=x3+2X2+4X-1 f(XH=4x3+12X%+12X-1
-1 -1 -1 -1

. . 1 4 12
Donc la matrice de f dans la base canonique est o o 2 12|
1 1 1 4

On calcule alors le déterminant de f (en effectuant Ly — Ly + L;) :
-1 -1 -1 -1
det(f) =

car on a reconnu une matrice triangulaire.
Comme il est non-nul, on en déduit que f est un automorphisme de R3[X].

Solution 17 - On écrit la matrice de f dans b la base canonique de Ry [X].

f=1, fX)=A+DX+1, f(X?)=2A+3)X?-2X+2,

1 1 2
Myp(f)=10 A+1 -2 |].Alors,
0 0 21 +3
f estun automorphisme < det(My(f)) #0

1 1 2
<0 A+1 -2 |#0
0 0 21 +3

S A+1)2A+3)#0

-3
Donc f est un automorphisme de R, [X] si et seulement si A € R\ {—1, - }

Solution 18 - Rappel de la formule de la trace :
Onnote C = AB et D= BA. Pourtout i € [1, n],

n
cii= ) aikbr,i.
k=1

n n
Donc Tr(AB) = ) Y a; xby,;. De méme, on a
i=1k=1

n
dii= Y birax,.
k=1

Donc

n n n n
Tr(BA) =) Y birari=), Y. aribik

i=1k=1 i=1k=1
11 suffit alors d’échanger les noms de k et i pour obtenir

n n
Tr(BA) = ) ) a; b = Tr(AB).
k=1i=1

1. Soit f € L(E).

Si b et b’ sont deux bases de E et M = My (f), N = My (f). Alors, en notant P = P(b, b),

ona N = P~ MP. En utilisant le début de I'exercice,

Tr(N) = Te(P~'MP) = Te (PP~ M) = Tr(M).



Maths 2025/26

TD 32— Groupe symétrique et déterminants

2. f(1)=(-29-31X)+(12+13X) =-17-18X et f(X) = (12 + 13X), donc la matrice de P
-17 12
-18 13)‘
3. (a) Si D existe, alors D et A représentent 'endomorphisme f dans des bases diffé-
rentes. Le cours nous assure que dans ce cas, elles ont le méme déterminant.
(b) Si D existe, on a donc

dans la base canonique est M = (

Ap=det(A) =-17x13+18x12=-18x13+13+18x13-18=-5
D’apres la question 1, si D existe, alors sa trace est la méme que la trace de A. On
doitdoncavoir A + u=-17+13=-4

Les solutions du systéme { 1 jz i :i sont les couples (1, -5) et (—5,1). Comme

I’énoncé impose A > p, les seules valeurs possibles sont donc A =1 et pp = 5.
(c) SoitP=a+bX.Alors

f(P)=P < (-29-31X)a+(12+13X)(a+b) =a+bX

—-29a+12(a+b) = a
—-31la+13(a+b) = b
—-18a+12b = 0
—-18a+12b = 0

31
— H/IEIR{,P=)L+7X

Donc l'ensemble des polynomes invariants par f est Vect (2X + 3).

f(P)=-5P < (-29-31X)a+(12+13X)(a+b) =-5a+-5bX

-29a+12(a+b) = -b5a
—-3la+13(a+b) = -5b
-12a+12b = 0
—-18a+18b = 0

<« IAeR,P=A1+1X

Donc les solutions de f(P) = —5P sont les éléments de Vect (1 + X)

(d) Les polyndmes 2X + 3 et 1 + X ne sont pas colinéaires, donc la famille 7 = 2X +
3,1+ X) est libre. Comme elle est de cardinal 2 et que R;[X] est de dimension 2,
c’est une base de R;[X]. Enfin, on a vu que f(2X+3) =2X+3etque f(1+X) =

—5(1 + X), donc la matrice de f dans la base F est ((1) _05)

& Du trefle a brouter...

¥ A connaitre par cceur.

& Qui s’y frotte s’y pique!

# Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



