Maths 2025/26

TD 31— Variables aléatoires réelles MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 31 I

Solution 1 - Précisons que Q = [1,6] et que P est la probabilité uniforme sur Q.
L {X=01=1{2,5}, {X =2} =@ et {X <0} =1{2,4,5}.

2. Lunivers image est X(Q) ={-1,0,1}.Ona{X=1}={1,3,6} et {X=—1} = {4}. Laloide X
est donc déterminée par

k -1
P(X=k) I
_ 6

1
1
2

wlHo

3. L'univers image par Y est {1, 3,5} et comme x — 2x + 3 réalise une bijection de {-1,0, 1}
vers {1, 3,5}, on obtient directement que la loi de Y est déterminée par

k 1135
TTTT]1
PY=k|=-|=|=
61312

4. Lunivers image par Z est {0,1} et

{Z=0}={X=0} {Z=1={X=1u{X=-1}

Donc
k 0|1
112
PX=k)| - | =
313
Solution2 -

1. On sait que les faces de méme parité sont équiprobables. Notons p,, = P({k}) pour k
pair et p; = P({k}) pour k impair. D’apres I'énoncé, ona p, = 2p;
Comme la famille ({k}) ze[y,12] forme un systeme complet d’événements de Q (ce sont
les événements élémentaires), on a que

sumz P({k}) =1
6pp+6pi =1
18p; =1

On en déduit que pour tout k € [1,12] :

1
¢ Si k estimpair: P({k}) = —,

18
Si k est pair: P({k}) 2 1
e Sikestpair: =— ==
P 18 9
2. En calculant la distance a 6 de tous les éléments de [[1,12], on trouve que X(Q) = [0, 6]

et que
{X=01=1{6}, {X=1}={57}, {X=21={4,8}

{X=3}={3,9}, {X=4}=1{2,10}, {X=5/={L11}, {X=6}={12}

Le calcul de la probabilité de chaque événement s’effectue alors comme suit :

P(X =1)=P{5}u{7}) = P({5}) + P({7}) car {5} et {7} sont incompatibles. On en déduit
1

que P(X=1)=2p; = 5

En procédant ainsi pour chaque événement, on en déduit que la loi de X est entiére-
ment déterminée par

k 0o[1[2[3[4[5]6
T[T [2 [l [2[T][1
PX=k|=|=|z|=|2|=]3
9lolololalalag

[06] — R

3. Ons’intéresse désormais a Y. Notons g: 2
X = x"-3x

.Alors Y = goX.
On calcule les images par g des éléments de X(Q2) :
g0)=gB) =0, g)=g@=-2, g4=4 gB)=10, g®)=18.

On en déduit que Y (Q) ={-2,0,4,10,18} et on relie les événements concernant Y a ceux
concernant X :

{Y=-3}={X=1Ju{X =2}, {Y=0={X=0u{X=2}.
{Y=4}={X=4}, {Y=5}={X=10},{Y =6} ={X =18}.

En utilisant les valeurs trouvées précédemment pour la loi de X, on en déduit que la loi
de Y est entierement déterminée par

k 210 4 10 | 18
1 2 2 1 1
PY=k |- |=]|=]|=|<
3 9 9 9 9
Solution3 -

1. Je dois d’abord déterminer le support de X. La variable X peut prendre trois valeurs
distinctes :

e X peut valoir 1.5€ sij'obtiens deux nombres 1 :
2€ de gain auquel il faut soustraire la mise de départ de 0.5€,
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e X peut valoir 0.5€ si jobtiens deux nombres identiques mais différents de 1 :
1€ de gain auquel il faut soustraire la mise de départ de 0.5€,

e X peut valoir —0.5€ si j obtiens deux nombres distincts :
je ne gagne rien et il faut encore une fois prendre en compte la mise de départ.

Ainsi le support est donné par
X(©Q) ={-05,0.5,1.5}.

Je dois désormais calculer les probabilités P(X = —0.5), P(X =0.5) et P(X = 1.5).
Iy a tout d’abord 36 tirages possibles, tous équiprobables :

Q={1,1,1,2),...,(6,5),(6,6)}.
Par ailleurs, j’ai vu qu’il n'y avait qu'un seul tirage possible, le tirage (1, 1), pour I'évene-
ment [X = 1.5]. Ainsi

1
P(X=15=P{1,1}) = 3%

De méme, il y a 5 tirages possibles, (2,2),(3,3),...,(6,6), pour I'événement [X = 0.5].
Ainsi

5
P(X=0.5)=P({(2,2),(3,3),...,(6,6)}) = 36"

Enfin, je sais que

5 1 30 5
P(X=-05)=1-P(X=05)-PX=15)=1-———=—=—.
36 36 3 6
Laloi de X est donc donnée par le tableau suivant

X -05 1] 05 | 1.5

30 5 1

PX=x)| —= | == | =

36 36 | 36

2. Je calcule I'espérance de X,

30 5 1 —-15+2.5+15 11
E(X)=—05x = 4+05x = +15x — = 2= T 220 22
36 36 36 36 36

Remarque : L'espérance étant négative, cela signifie que le gain moyen du joueur est
négatif. Autrement dit, le jeu est défavorable au joueur.

Solution4 - Laloide X est bien définie si et seulement si pour tout k € [1, 1], on a ak(n —

n
k)>0et ) ak(n-k) =1.
k=1

f ak(n—k)=a(ni k—i kz)

k=1 k=1 k=1
( nn+1) n(n+1)(2n+1))
=aln -
2 6
nn+1)

=a Bn-02n+1))
nn+1)(n-1)
=q—————

- 6

6

Donc laloi de X est bien définie si et seulement si D —
(n—-1nn+1)

a=

n
EX)=Y kP(X=k)
k=1
n
=aZk2(n—k)
k=1
n n
:a(n kZ—st)
k=1 k=1
( nn+1@2n+1) nz(n+1)2)
aln -
6 4

n¢(n+1)
12

n nn+1)(n-1)

2 6

4n+2-3n-3)

Q

NS

n
Donc| E(X) = E .

Solution5 -

1. La variable aléatoire X peut prendre les valeurs 0, 1, 2 ou 3 selon que je tire aucune
boule blanche, une boule blanche, deux boules blanches ou trois boules blanches. Ainsi
le support de la variable aléatoire X est donné par

X =1{0,1,2,3}.
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2. Je modélise la situation par un arbre pondéré (au brouillon). X 0 1 2 3
px—y | 2 |2[15] 2
o Ns - 42 | 42 | 42 | 42
48— Np = ——" B
Ne— R 3 3. Je calcule I'espérance de X.
1=
5 — a7 N: 5 20 15 2 20+30+6 56 4
519 g E(X)=0x > +1x = 42x > 43x = = ZFT2F0 .
3/7 B3 42 42 42 42 42 42 3
"7 N Pour calculer I'écart-type de X, je dois d’abord calculer la variance de X. Pour cela, je
Ny débute par calculer E(X?) grace au théoréme de transfert :
419 B — a7 Bs
il 5 20 15 2 20+60+18 98 7
Bi—0( o N E(X?)=0%x —+12x = 422x —432x — =" — " =" =,
3/8 By ——— 3 42 42 42 42 42 42 3
\
20 Bs Ensuite, d’apres la formule de Konig-Huygens,

Je commence par calculer P(X = 0). Comme il n'y a qu'une seule branche menant a
I'événement [X = 0], j’applique donc la formule des probabilités composées :

2
WMZEMﬂ—ﬂxﬁ:z_ﬁ) 7 16 21 16 5

33/ 7379 9 9 9
5 4 3 5 i ’é - e
P(X =0) = P(N; N Na 11 N3) = P(N}) x Py, (N) x Py, (Ns) = 5 « 2 y = Finalement I'écart-type de X est donné par
o 5 V5 _ VB
Pour calculer P(X = 1), j’applique la formule des probabilités totales, oX)=vV(X)= 9 E -3
P(X=1)=P(NiNnN,NB3)+ P(N1NBaNN3)+P(BiNN,NN3) =8 Somme de chacune des
branches menant a (X =1]. Solution6 -
544544454 _ N s 1 e s
X X m oo x—d—xZx— 8 Formule des probabilités 1. (a) La probabilité P;,(X = 0) correspond a la probabilité de n'obtenir aucune boule
9°8"7797°8°7 978 7 composées. noire, sachant que le tirage s’effectue dans I'urne I/. On tire donc 3 boules suc-
10 10 10 30 10( 20 cessivement et avec remise dans une urne contenant 3 boules noires et 2 boules
"miete 8 n ( E) blanches. La probabilité de n’obtenir aucune boule noire est donc donnée par
Pour calculer P(X = 2), japplique la formule des probabilités totales, (X2 0) = 2 . g 2 ( 2 )3 _ 8
P(X=2)=P(N;nByNB3)+P(BiNNaNB3)+P(BiNByNN3) =0 Somme de chacune deq u 5 5 5 |5 125°
branches menant a [X =2]. La probabilité P),(X = 0) correspond a la probabilité de n’obtenir aucune boule
5 4 3 4 5 3 4 3 5 B , , ; ; ,
=5 x 3 x 5 + 3 x 3 X 5 + 3 x 3 x 5 =0 Formule des probabilités noire, sachant que le tirage s’effectue dans 'urne V. On tire donc 3 boules suc-
composées. cessivement et avec remise dans une urne contenant 4 boules noires et 1 boule
S, 5 1 blanche. La probabilité de n’obtenir aucune boule noire est donc donnée par
42 42 42 42 1 13 1
Enfin pour calculer P(X = 3), il n’y a de nouveau qu’un chemin et j’applique la formule PyX=0)=cxoxo= (5) =1z

des probabilités composées,
(b) D’apres la formule des probabilités totales,

4 3 2 1 2 _ o N
P(X =3) = P(B; N ByN B3) = P(By) x Pg, (B2) x Pp,n5,(B3) = 6 gX?:ﬁ(: E) P(X=0)= P(U)EPM(X 01)+P(§)3->;PV(§ 0) %3 Somme des branches menant a [X =0].
= E 125 —_—+ = 2 125 ﬁ 250 g2k L'urrlve étant choisie au hasard, P(U) =
Je peux résumer la loi de X dans le tableau suivant : P(V)= 3.
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2. (a) Laprobabilité P;,(Y = 3) correspond a la probabilité d’obtenir 3 boules noires, sa-

chant que le tirage s’effectue dans 'urne /. On tire donc 3 boules successivement
et sans remise dans une urne contenant 3 boules noires et 2 boules blanches. La
probabilité d’obtenir 3 boules noires est donc donnée par

1
P Y:?) = = —,
uly =3) = x 10

1
x =
3

ol w
N

La probabilité Py, (Y = 3) correspond a la probabilité d’obtenir 3 boules noires, sa-
chant que le tirage s’effectue dans I'urne V. On tire donc 3 boules successivement
et sans remise dans une urne contenant 4 boules noires et 1 boule blanche. La
probabilité d’obtenir 3 boules noires est donc donnée par

2
Py(Y =3)= .

X X

SIS
S w
Wi

(b) D’apres la formule des probabilités totales,
P(Y =3)=PU) x Py (Y =3)+P(V) x Py,(Y =3)
1 1 1 2 5 1

==X — - X == —

2710 275 20 4

&8 L'urne étant choisie au hasard, P(L
P(V)

Solution 7

1. Tout d’abord, il est clair d’aprés I'énoncé que X(Q2) = {0, 1}. Ensuite
P(X—l)—2 EtP(X—O)—3
5 S5

2
Ainsi X suit une loi de Bernoulli de parametre p = 5"

2. X compte le nombre de succes (ici, « obtenir un numéro pair »), lors de la répétition de
10 expériences de Bernoulli, identiques et indépendantes. Ainsi X suit une loi binomiale

3 1
de parameétres n=10et p = -2
n
Solution 8 - On cherche donc la probabilité de {X > —}. Comme la situation est symé-

n n
trique entre les "pile" et les "face", {X > E} et {X < E} ont la méme probabilité.

. . n . n n
Cas n impair : Dans le cas ol1 n est impair, comme 5 n'est pas entier, {X > E} et {X < —

3!
forment un systeme complet d’événements. or, il sont équiprobables, on en déduit que
n 1
P(X>=)=-.
2 2

&8 Somme des branches menant a [Y =3].

n n
Cas n pair: Dans le cas ol n est pair, n =2r avecr e N {X > 5}, {X <—=

> } et {X = g} forment

un systéme complet d’événements. Donc

n n n
P(X> E)+P(X< E)+P(X:E) -1,
n n
2P(X> 5) +P(X - 5) -1,
1-P(X=
P(X > 2) = M
2 2
Comme X suit une loi binomiale, on sait que
oy [2ry1 1 n!
P(x=r)= rl2r2n—r = (rh2x2n
. ny 1 @n!
Flnalement, P(X > E) = E - W

)~ Solution9 -

1. Lapplication x — 1 — x réalise une bijection de [-2,2] sur [-1,3], on en déduit que
'univers image est Y (Q) = [—-1,3] et que Y suit une loi uniforme sur [-1,3].

2. Lunivers image est Z(Q) ={0,1,4} et
{Z=0}={X=0} {Z=1}={X=11u{X=-1}

{Z=4}={X=2}u{X=-2}

k 0|1/ 4
117212
PY=k|-|=-|<=
51515

Solution 10 - Soit Z = X—2. Alors Z est une variable 2aléatoire réelle suivant la loi uniforme
5 4—-1 5
sur [[1,4]. Ainsi, d’apres le cours, E(Z) = > etV(2) = - "1

Onendéduit E(X)=E(Z+2)=E(Z)+2= g etV(X)=V(Z+2)=V(2)= Z

5

9
D EX)=—=,V(X)=-.
onc| E(X) 5 (X) 2

E(Y) = EQX*>+3) = 2E(X%) - 2E(X)?> + 2E(X)> +3 = 2V(X) + 2E(X)?> + 3. D'ou
5 81 184
E(Y)=2x=-+42x —+3=— =46.
4 4 4

V(Y)=V(EX%+3)=4V(X?).
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D’apres le théoreme de transfert,
1
E(X*) =~ (9+ 16+25+36) = —
2258

2258 (43)2
ax|==—_[=] | =409.
4 2

E(xh = (81 +256 + 625+ 1296) =

Donc V(Y) =4 x (E(X") - E(X%?) =

Lunivers image par Y est Y (Q) = {21,35,53,75}.On a
{Y=21}={X=3}, {Y=35={X=4},

{Y =53} ={X =5}, {Y=75}={X=6}.

y 21 | 35|53 | 75

Donc Y suit la loi déterminée par I I I I
PY=y) - = | 7|

4 4 4 4

Solution 11 -

1. Pour tout i entier entre 1 et 1, on note N; la variable aléatoire égale a la note attribuée
a la i-eme copie. N; suit une loi uniforme sur [[0,20]]. D’apres 'énoncé, les variables
N, ..., N, sont mutuellement indépendantes. On a alors, pour k € [0, 20],

n
P(X, < k) =P(ﬂ{N,~ < k})
i=1
n
= H P(N; < k) par indépendance mutuelle
i=1
mnk+1
_,.:nl 21
3 (k+1 n
21
P(X <k)—(k+1 !
(X, =k} ={X,;, <kI\{X,, <k-1}. Donc

k+1\" k\"
21 21

Si k =20, alors P(X,, =20) =1-(20/21)", donc| P(X,, = 20) — 1.

i ke [0,19], al ( k ) 0 t( 21 ) +00, donc[ P(X, = k) =0

i ,19], alors —0et|—| — , donc =k)—0.
k+1 k+1 * "

Sil'on note assez de copies, on va presque surement attribuer un 20 a quelqu'un a un
moment.

20
E(Xy) =) kP(Xp=k)
k=0
20

-] )

- (oo (5] () )-S5

La premiere somme est télescopique, donc on obtient

E(X)_(20+1)(20+1)" 0 %(k+l "
. 21 o\ 21

L (k+1)"
a-E [
o\ 21
19 k+1
—21—1—Z(L)
k=o\ 21
k+1
D’oll| E(X,) =20 - Z( i )
o\ 21

Pour tout k € [0,19], (

k+1\"
7 —'O, donc E(Xn)—>20

Solution 12 -

. .. ) n+1 .
1. X suit la loi uniforme sur [1, n], donc son espérance est E(X;) = et sa variance

n¢-1
12

2. {X;=1},...,{X; = n} est un systeme complet d’événements, tous de probabilité non-
nulle. D’apres la formule des probabilités totales, on a pour tout j € [1,n] :

V(X)=

n

. 1 ,
k)P, = (X2 =)= ) ;P{Xlzk}(xz =

n
P(Xp=j)=) P(X =
k=1 k=1

Pour k=j,onaP (X—')—j+1
=D Xi=kplA2 =] _n+j'
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. . 1
Pour k# j,ona Py - (Xo = j) = TR Donc,

PXp=j)= 1L.+n ! .
n+j Zin+k

Laloi de X, est ainsi déterminée par :

Pour tout j € [1,n], P(Xp = ')—E(LJFS )
/ T 2=D=y n+j ")
o1 k
2E(Xp) =2 k= +$
(X2 ,;1 n(n+k "

2 k?
=— ( +kSn)
nisj\n+k
2 i(k2+n2—n2) S nn+1)
n =1 n+k "2
2 n kZ_nZ 2 n n2
=n+1)S,+— +—
(n+1D)Sn n,;( n+k) nk; n+k
2 2 L 1
=n+1S,+— k-n)+2
(n+1)S, nk;( n) nk; —
2 +1
:(n+1)Sn—2n+$+2nSn
n

=n+1)S,-2n+n+1+2nS,

Dot 2E(Xy) =1 —n+ @Bn+1)S,. \

Solution 13 -

1. Tlestclair que X, (Q) < [-n, n]. Cependant, on peut aussi remarquer que la parité de X,
change a chaque pas. Donc

’ Xn(Q) = {k € [-n,n] | k et n ontla méme parité}. ‘

2. Notons G, le nombre de pas vers la gauche effectués jusqu’a l'instant n.
Le nombre total de pas effectué a I'instant n est n, donc D, + G, = n
Deplus, X, =D, -G, =D, —(n—Dy)=2D, -
On note pour tout i € [1,n], R; la variable aléatoire qui vaut 1 si 'on fait le i-eéme pas

vers la droite et 0 sinon. Alors R; est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli
de parametre p.

n
De plus, D, = Z R; etles R; sont mutuellement indépendantes.
i=1

Donc‘ D, suit une loi binomiale de parametres n et p. ‘

On a donc, pour tout k € [-n, n],

{Xn:k}:{ZDn_n:k}:{Dn:

Donc| P(X, = k) =0 |si k et n ne sont pas de méme parité.

n k+n _K+n . ~ ey 2
P(X,=k)= (k+n)p z ¢"" 2 |si ket nontlameéme parité.
2

k+n}

E(X,)=2E(Dyp)—-n=2pn—n
V(X,) =2*V(Dy) =4np( - p)

1
4. X, centrée <= E(X;)=0 < 2pn—-n=0 < |p= 3 Cela correspond au cas ol les

déplacements a gauche ou a droite sont équiprobables.
Solution 14 -
1. On a que pour tout k € [0, n],
{ka}=Ln,|{X=i}
i=k

Par incompatibilité des événements de I'union, ona: P(X > k) = Z P(X =1). Ainsi, on
i=k
va pratiquer une interversion de somme double triangulaire :

n n n
ZP(X>k=ZZP(X:i)
k=1 k=li=k
n i
=) Y P(X=i)
i=1k=1
n
=) ixP(X=1)

Il
—

I
M:

ixP(X=i) carleterme ajouté est nul

I
o g
>
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2. X(Q) = [0,n]. On note, pour tout i € [1, n], 'événement N; : « Le niveau i est joué et il
est réussi. ». Alors, pour k> 1,on a

k
=[N
i=1
D’apres la formule des probabilités conditionnelles,

P(X > k) = P(N1)Pp, (N2)...

-

3. En utilisant la question 1, on a:

PNlﬁ"'ﬁNk,l (Nk)

E(X) = Z P(X>k)=
k=1

i M:

Dou E(X)=2—-

2 n+1
3(_) .
3

1. (a) X; compte le nombre de succes (i.e. le nombre de personnes descendant a
I'étage 1) lors de la répétition de 5 épreuves de Bernoulli, identiques et indépen-
dantes.

Solution 15 -

Ainsi X; suit une loi binomiale de parametres n =5et p =
est X;(Q) = [0,5], et pour tout k € X;(Q),

5 1 k 2 5-k
P(Xlzk)z(’;)x”k”l_”)n_k:(k)x(5) ()

(b) Puisque X; suit une loi binomiale, j'utilise les formules donnant I'espérance et la
variance d'une loi binomiale :

és lors, le support

Wl

1 5
E(Xy)=np=5x 3 = 3 Et V(X)) =np(l-p)=

wlm
QJIN
|

3.

4.

(c) Puisque chaque personne choisit un étage de maniéere équiprobable, la probabilité
pour une personne de monter a I'étage 1, I'étage 2 ou 1'étage 3 est la méme. Ainsi
les variables aléatoires X» et X3 suivent la méme loi que Xi, seul le numéro de
I'étage change.

(@) Xj+ X2 + X3 représente le nombre de personnes descendues aux étages 1, 2 et 3.
Puisque les 5 personnes choisissent de descendre a I'un de ces trois étages, j'en
déduis bien que

X1+ Xo+ X3=5.

(b) Lévenement (X; = 0) N (X, = 0) correspond au fait que personne ne soit descendu
al'étage 1 ou al'étage 2, autrement dit que tout le monde soit descendu a I'étage
3. Ainsi

P((X1=0)n(X2=0)) =P(X3=5).

Et puisque X3 suit la méme loi que X, je peux utiliser la formule de la ques-

tion 1.(a) :
PXi=5) 5 (1)5 (2)0 1 1
= = X|— X | — = — = —,
3 5713 3] T35 243

(c) Lascenseur ne s’arréte qu'une fois si et seulement si

» ou bien tout le monde descend a I’étage 1, correspondant a I'événement X; =
5,

» ou bien tout le monde descend a I’étage 2, correspondant a I'événement X, =
5,

* ou bien tout le monde descend a I’étage 3, correspondant a I’événement X3 =
5.

Ces trois événements étant disjoints, la probabilité que I'ascenseur ne s’arréte
qu’une fois est donnée par

1 1 1 3 1
P(X;=5)+P(Xp=5)+P(X3=5)= o~ + ——+——=>— =
X1 =5 +PXp=5)+P(X3=5)= oo+ e+ 2 =23 a1

Lascenseur ne revenant pas en arriere, celui-ci s’arréte une, deux ou trois fois, selon les
choix des 5 personnes a bord. Ainsi le support de Z est Z(Q) = [1,3].

(@) (Y1 =0) sietseulement si’ascenseur ne s’arréte pas au premier étage. Autrement
dit, (Y; = 0) si et seulement si personne ne descend a 1'étage 1. Ainsi les évene-
ments (Y7 =0) et (X; =0) sont identiques et j’ai bien montré que

P(Y1=0)=P(X;=0).
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(b) Comme Y; est une variable aléatoire de Bernoulli, les évéenements (Y7 =0) et (Y7 =
1) forment un systéme complet d’événements. Alors

PY1=1)=1-P(Y1 =0).

Grace a la question précédente,

(5) 1\ (2y° 25 32
P(Y1=0)=P(X1=0)= 0 X(—) X(—) =—=—,

3 3 35 243
donc
32 211
PYi=1)=1-—=—.
243 243

211
Finalement Y; suit une loi de Bernoulli de parametre p = P(Y; =1) = 223" Donc

211
EW)=p= %

(c) Chacune des variables aléatoires Y;, Y» et Y3 vaut 1 sil’ascenseur marque I'arrét a
I'étage correspondant et 0 sinon. Ainsi le nombre total d’arrét vérifie

Z=Y1+Y+Ys.

Or ces trois variables aléatoires Y7, > et Y3 admettent la méme espérance donc,
par linéarité de I'espérance,

211 211 211 _3x211 _ 211
243 243 243 243 81

E(Z)=EM) +E(Y2) + E(Y3) =

Solution 16 -

1. (a) Apres le tirage d'une boule et I'ajout d'une boule supplémentaire, il peut y avoir
soit une boule rouge (si on a tiré une boule blanche et donc rajouté une deuxieme
boule blanche) soit deux boules rouges (si on a tiré une boule rouge et donc rajouté
une deuxieme boule rouge). Ainsi, X; vaut soit 1 soit 2 et donc on a bien :

X1 =[1;2]

Puisqu’au premier tirage, il y a une chance sur deux de tirer une boule rouge et une
chance sur deux de tirer une boule blanche, on a:

1 1

P(X;=1)=P(B) = > et P(X;=2)=P(Ry) = 3

D’ouilaloide X; :

(b)

(©)

k 1 2
1 1
P(Xi=k _ _
(X1 =k) 513
On a alors :
1 1 3
EX))=1x—-+2x—-=—
2 2 2
Puis,
1 1 5
EX})=12x-+22x===>
2 2 2
Et donc d’apres la formule de K6nig-Huygens,
VX)) = B3 —Eoq)t=2- 2210 9 1
v S R S RN

Remarque : On pouvait également remarquer que X suit la loi uniforme sur [1;2]
et utiliser les formules du cours pour calculer I'’espérance et la variance de X :

n®-1 2°-1 3

1
12 12 12 4

n+l 2+1 3
=—-=5

EXy) = 2 2

V(Xy) =

alissue du deuxiéme tirage,ilya:
» une seule boule rouge si on a tiré successivement deux boules blanches;
» deux boules rouges si on a tiré une boule rouge soit au premier, soit au
deuxiéme tirage;
« trois boules rouges si on a tiré successivement deux boules rouges.

Ainsi,ona:

][Xzzl]:BmBz\

[[X2=2I=(BiNR)U(RINBy |

][Xzzs]:RmRz\

al’aide de la question précédente, déterminons la loi de X.
Tout d’abord, on a X,(Q) = [1;3]. Ensuite,

e D’apres la formule des probabilités composées,

2
P(X2=1)=P(B1NBy) = P(B)) x P, (B2) = = x 373

N =
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o D’apres la formule des probabilités totales,

P(X; =2) = P(B;) x Pg, (R2) + P(Ry) x Pg, (B2)
1 1 1
X =4 = x =
3 2 3

Wl N -

o D’apres la formule des probabilités composées,

1 2
P(X;=3)=P(RiNRy) =P(Ry) x Pg,(Ry) = 3 X 3 ==
Enrésumé, ona:
k 1 2 3
1 1 1
PXo=k) | = | = | =
(Xo =k) 313]|3
Ainsi, X; suit bien la loi uniforme sur [[1;3].
D’apres le cours, on a alors :
n+l 3+1 n>-1 32-1 8 2
EX))=——=——=2 et V(Xo) = = = - -=
2 2 12 12 12 3

2. (a) Lévénement [X, = 1] signifie que le nombre de boules rouges n’a pas évolué au
cours des n premiers tirages. Ainsi, [X,, = 1] signifie que 'on a tiré que des boules
blanches, et donc :

(Xp=1=BinByn---By

(b) D’apres la formule des probabilités composées,

P(X;, =1) = P(B1) x P, (B2) x Pp,np, (B3) X -+ X Pp,n..nB,_, (Bn)

1 72 3 A

=—=X—=X=X

773 et

_ 1
T n+1

Pour que I'urne contienne n+1 boules rouges al'issu du n-ieme tirage, il faut avoir
tiré n boules rouges lors des n premiers tirages. Ainsi,

[Xp=n+1]=RiNnRyNn---NR,

Des lors, d’apres la formule des probabilités composées,

P(Xp=n+1)=P(Ry) x Pg,(R2) x PR,nR, (R3) X *+* X PR AR,-NRp_1 (Rn)

1 2 3 A

==X—=X=X

27374

1
T n+1

3. (a) Remarquons tout d’abord qu’a l'issue du n-ieéme tirage, 'urne contient au total
n+2 boules car elle en contient 2 initialement et que I'’on en rajoute une a chaque
tirage. Si I'événement [X,, = k — 1] est réalisé (c’est-a-dire si 'urne contient k —1
boules rouges a l'issue du n-iéme tirage), alors 'urne contient k boules rouges a
I'issue du (n + 1)-iéme tirage (ce qui correspond a I'événement [X,+1 = k] si et
seulement si, on tire une boule rouge dans I'urne constituée alors de k — 1 boules
rouges pour un total de n + 2 boules. Ainsi,

P (X —k)—k_l
Kp=k-11(Xn+1 = K) =~

De méme, si 'évenement [X, = k] est réalisé (c’est-a-dire si 'urne contient k
boules rouges a I'issue du n-ieme tirage), alors I'urne contient k boules rouges
a l'issue du n + 1-iéme tirage si et seulement si I'on tire une boule blanche dans
I'urne constituée alors de n + 2 — k boules blanches et d'un total de n + 2 boules.
Ainsi,

n+2-—k

Pix —1(X =k)=
(Xp=k] Xn+1=K) s

(b) D’apres la formule des probabilités totales,

P(Xp+1=k)=P(X, = k)PXn=k(Xn+1 =k+PXp=k- 1)PXn:k—1(Xn+l =k

B n+2_kxP(X _k)+lc—1
B " n+2

xP(Xp=k-1)

1
PX,=k)=——»

(c) Notons P, la proposition : «Vke [1;n+1], 1
n

Initialisation (710) :
1
D’apres la question 1.(a),ona P(X; = 1) =P(X; =2) = 3 donc P est vraie.
Hérédité: Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P, vraie et montrons

que P41 est vraie. Soit k € [1; n+ 2]). Distinguons trois cas :

1
¢ Si k=1, alors on sait d’apres la question 3.(b) que P(X;+1 =1) = Pyt
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e Sike[2;n+1], alors d’apres la question 4.(b) :

n+2-k k-1
— xP(X,=k)+ xP(X,=k-1)
+2 n+2

n+2-k 1 k-1 1

X X
n+2 n+l n+2 n+1l
1 n+2-k k-1

+
n+1 n+2 n+2

P(Xp+1=k)

car P, est vraie

1 n+1

= X

n+l n+2
1
Cn+2

¢ Si k = n+2, alors on sait d’apres la question 3.(b) que P(X,+1 =n+2) =
1
n+2’

Donc, on a bien justifié que :

1
PXpn1=k)=—7

Vke[L;n+2], —
n

donc P4, est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour
tout n dans N, a savoir :

1
VneN*, Vkel|l;n+1 PX,=k)=——
[ | (X, =k) —
Autrement dit, pour tout entier n > 1, la variable aléatoire X;, suit la loi uniforme

sur [1;n+1].

Solution 17 - Onnote E=1{1A,2A,2B,3A,3B,3C} les six boules de I'urne.
Lunivers est Q I'ensemble des parties a deux éléments de E. On le munit de la probabilité
uniforme P.

6
On a donc Card(Q2) = (2 =15.

1. X(Q) =[1,3] et Y(Q) = [2,3], car au moins une des deux boules porte un numéro supé-
rieur ou égal a 2.

On a donc que (X, Y)(Q) € X(Q) x Y(Q) =[1,3] x [2,3].
Détaillons les événements conjoints de (X, Y).
{(X,Y)=(1,2)} = {{1A,2A},{1A,2B}},
{(X,Y)=(1,3)}=1{{14,3A},{1A,3B},{1A,3C}},
{(X,Y)=(2,2)} = {{2A,2B}},

10

{(X,Y)=(2,3)} ={{2A,3A},{2A,3B},{2A,3C},{2B,3A},{2B,3B},{2B,3C}},
{(X,)=08,2)1=9,

{(X,Y)=(@3,3)} ={{3A,3B},{3A,3C},{3B,3C}}.

La loi conjointe de (X, Y) est donc déterminée par

Y 2 3
X

2 3

1 _ | =

15 | 15

1 6

2 —_ | =

15 [ 15

3

3 0 | —

15

. On en déduit que les lois de X et Y sont entierement déterminées par :

k 1 2 3 k 213
1 7 1 114
PX=k) | = | — | = P(Y=k | = | =
3 11515 5 15

. Onnote que Z = g(X,Y) ol g: (x,y) — x+ y est une fonction de [1,3] x [2,3] a valeurs

dans R.

g(1,2)=3,g(2,2)=g(1,3)=4,g2,3)=g(3,2)=5et g3,3) =6
On en déduit que Z(Q) c g(X(Q), Y (Q)) =[3,6].

On remarque que :

{Z=31={X,Y)=(1,2)},

{Z=4={X,V)=22}JIX, V) =(1,3)},

{Z=5={(X,Y)= 2,3} X, V)= 3,2},
{Z=6}={(X,Y)=(3,3)},

k 3 4 5|6
donclaloi de Z est entierement déterminée par 2 41201
PE=0 |5l 155




Maths 2025/26

TD 31— Variables aléatoires réelles

MPSI

Solution 18 -

1. L'univers de I'expérience est 2 = [[1,4]]2, muni de la probabilité uniforme P.
L'univers image de D; est D;(Q) = [1,4].
Pour tout i € [[1,4], on a que

(D1=1)=1{(1,,2),({3), 3,4},
Card(Dy =1) _ i 1

Q 16 4
On en conclut que D; suit une loi uniforme sur [1,4]. On peut montrer de méme que

D, suit également une loi uniforme sur [1,4].

donc P(D;=1i) =

2. On commence par remarquer que S(Q) < [2,8]. On a que
(§=2)={1, 1}, (=3)={1,2),2,1D}, ($=4={1,3),2,2),3 D}
(§=5)=1{(1,4),(2,3),(3,2),4, 1}
(§=8)={44}, (=7=1{473),G64}
est déterminée par :

(S=6)=1{4,2),(3,3),(2,4)}. Donclaloide S

x 2 [3]4[5]67]8
T [ 2 [ 3 [ 4321

PS=x | = |=|=|=|=|=|=
16 116 116 116 | 16 | 16 | 16

3. Lunivers image est M(Q) = [1,4].
M=D={11}, WM=2)={21),2,2),(1,2)}
(M=3)=1{3,1),3,2),3,3),2,3),(1,3)}
(M=4)={(41),4,2),4,3),4,4),3,4,2,4), (1,4}
Donclaloi de M est déterminée par :

x 1 2 3 4

I 3 5 7

PM=x) | = | = | = | —=

16 | 16 | 16 | 16
- Onposeg=1-p.

Solution 19

1. Pour i € [1,4], on note P; la variable de Bernoulli valant 1 si la raquette de la patte i est

toujours présente a l’atterrissage. Alors, les P; suivent toutes une méme loi de Bernoulli
4
de parameétre g, sont indépendantes d’apres 1'énoncé et X = Z P;, donc X suit une loi
i=1
binomiale de parametres 4 et g.

2. De maniere similaire, Y suit une loi binomiale de parametres 2 et q.
3.
P(X<2)=PX=0)+P(X=1)=p*+4p*(1-p)

P(Y<1)=P(Y =0) = p?

11

P(X<2)-P(Y <1)=p*(4p(l-p) +p*-1)
=p*(-3p° +4p-1)

2 1
==3p’(p-D(p-3)

On a donc plus de chances de s’enliser avec deux raquettes qu’avec quatre lorsque p est

1 1
entre 0 et 3 et moins lorsque p est entre 3 etl.

Solution 20 -

1. En notant A; la variable aléatoire qui vaut 1 si le i-eme aléatoire atteint son correspon-

n
dant et 0 sinon, on aque X = Z A; avecles A; des loi de Bernoulli de méme parametre
k=1
p etindépendantes d’apres I'énoncé, donc X suit une loi binomiale de parametres n et

p.

2. (a) Pour k€ [0,n] et £ € [0, n— k], la loi conditionnelle de {Y = ¢} sachant {X = k} dé-
crit une situation similaire a celle de la question précédente, mais avec seulement
n— k personne appelées. On en déduit que c’est une loi binomiale de parametres
n—ketp.Dol

-k
aka=m=V€)Mu—m““’

(b) Vre[o,n],kefo,r],

n—-k\ln 3 (n-k)! y n!
r=k|\k| r=n-k-r+k!" ki(n-k)!
n!
T r=-0n-nk
n! r!

T rln-r)! ) (r—Kk)k!
n\(r
r)\k

(c) Nlestclair que Z(Q) = [0, n]. Pour tout r € [0, n],

,
Z=r=JX=kEtY=r-k
k=0
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Par incompatibilité de ces événements, on a donc

,
Y P(X=kEtY=r—k)
k=0

P(Z=1)=

=Y PX=KkPx=k(Y=r-k

k=0
n-k -k r=key _ ,\n—k—(r=k)
p k1-p r—k pr(1-p)

(n)(n k) r(l_p)Zn—k—r

En utilisant la question précédente, on obtient donc

k=0

r
— (’:)pr(l _ p)2n72r Z (;)(1 _ p)r—k

k=0

On reconnait un bin6me de Newton, donc
P(Z=r)= (’:)pf((l —p)"TT1+1-p)
_ n 2\\n—r 2 T
—(r)(l—(Zp—p N Cp-p)

On en déduit que Z suit une loi binomiale de parametres n et 2p — p°.

Solution 21 - L'univers de I'expérience est

Q=[1,3]x{A,B,C,D,E,EG,H,IJ}| J[4,6] x {K,L,M,N,O,P.Q,R,S, T}.

On le munit de la probabilité uniforme P (car le dé est équilibré et les urnes contiennent le
méme nombre de boules). On a que Card(Q) =
On remarque que X et Y sont a valeurs dans [0, 1]
{(X,Y)=(1,D} ={1,3} x {A, E, I} U{(5, 0)}
{(X,Y)=(0,1)}=1{2} x{A,E, I} U {4,6} x {O}
{(X,Y)=(1,0}=1{1,3} x{B,C,D,F,G,H,J}u {5} x {K,L,M,N,P,Q,R,S, T}
{(X,Y)=1(0,0)} ={2} x{B,C,D,F,G,H, J} U {4,6} x {K,L,M,N,P,Q,R, S, T}

2, donc (X, Y)(Q) < [0,1]%.

12

Les unions en présence étant toutes des unions d’ensembles disjoints, on obtient les cardi-
naux de ces ensembles. Par exemple,

Card({(X,Y) = (1,0)}) = Card({1,3} x {B,C,D,F, G, H,J})
+Card({5} x {K,L,M,N,PQ,R,S, T}
=2x74+1x9
=23

La loi conjointe de (X, Y) est donc déterminée par

Y 0 1
X
2575
0 —_ J—
60 | 60
1 2317
60 [ 60
Pour obtenir les lois conjointes :
48 4
P(Y=0)= ) PX=xY=0=P(X=0Y=0+P(X=1Y=0=—=—
x€{0,1) 60 5
12 1
PY=1)= ) PX=xY=1D)=P(X=0Y=1)+P(X=1Y=1)=—=—
x€{0,1) 60 5

Donc Y ~ B(%).

1
En procédant de méme pour X, on trouve que X ~ 5 (5).

Solution 22 -
n
1. X(Q) =[0,n] etpour tout k € [0, n], {X = k} = | {(X, V) = (k, I)}, donc par incompatibi-
i=0
lité, ona:
P(X=k) = fp((x Y) = (ki) = Z; 1
= ' (n+12 n+l

i=0
Donc X ~U([0, n]). Par symétrie, Y ~ U ([0, n]).

n
U {(X,Y) = (i, 1)} et par incompatibilité des événements,
i=0

2. (a) Ona{X=Y}=

n
Y P(X=ketY=k)
k=0

n
Y PX=ketY=k) =
k=0

P(X=Y)=

P(X—Y)—i LN
& m+D? a1
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(b) Par symétrie des roles joués par X et par Y, P(X > Y) = P(Y > X). Or, avec la 4. Ona D(Q) = [0, n]). De plus, pour d € [0, n],
formule de probabilité d'une union, on a
PD=d)=P(X-Y|=d)=P(X-Y=douX-Y =-d)
I1=P(X=2Y)u(Y =2 X))
=PX>2Y)+P(Y>2X)-P(X=Y) (@) Sid=0, alors :
—2P(X>Y)-P(X=Y) PD=d)=PX=Y)=———.
puis (b) Sid #0, alors
1+P(X=Y)
PX2Y)=—mF. 1 L
2 PD=d)=) P(X=ketY=d+k)+) P(Y=ketX=d+k).
1 1 k=0 k=0
Finalement, avec la question précédente, P(X > Y) = — + .
2 2(n+1) Par symétrie, les deux sommes sont égales.
3. Ona S(Q) =[0,2n]. . oo
Sid+ke[0,n] (Cest-a-diresi ke [0,n—d]),alors P(X=ketY =d+k) = TSI
. ) n
@ Sissn: Sinon, P(X=ketY =d+ k) =0. Donc,
X+Y=st= |J X=s-ketY=k}
kefo,s] n n-d
Comme il s’agit d'une union d’événements incompatibles, on a kg;) PX=ketX=d+k) = kgb (n+1)2
s _n—d+1
P(S=s)=) P(X=s-ketY=k) T m+12
k=0
i 1 Finalement,
= 2(n—d+1)
— (n+1)2 PD=d)=2""=""~
k=0 D=d) == e
s+l
C (n+1)? Solution 23 -
(b) Si s> n, on procéde de maniére similaire, mais il faut faire attention a ce que les L Y(@)=[0,2] et X(©)={0,1}. Ona: 1 17 1
valeurs prises par X et Y ne peuvent pas étre négatives : P(Y=0=P((X,Y)=(0,00) +P((X,Y)=(1,0) = % + w°3
1 1 1
X+Y=st= |J {X=s-ketY=4k P(Y=1)=P(X,Y)=0,1))+P(X,Y)=(1,1)) =~ + - = —.
ke[s—n,n] 4 4 2
1
. . . . . P(Y=2)=P(X,Y)=(0,2)+P((X,Y)=(1,2)) = —.
Comme il s’agit d'une union d’événements incompatibles, on a 6 L1 3
n P(X=0)=P(X,Y)=(0,0)+P(X,Y)=(0,1))+ P((X,Y) =(0,2)) = 20 + 1 10
P(S=s)= ) P(X=s—ketY=k) 17 1 1 7
k=s—n PX=1)=P(X,Y)=(L0)+P(X,Y)=(1, 1)+ P(X,Y)=(1,2) = 50 + 2 + 5~ 10
- i 1 Donc les lois de X et Y sont entierement déterminées par
keson M+ 12 X 01 y 011]2
_2n-s+1 X =1 ST 7 M pvep T[T 1
- (n+1)? _ 10 | 10 -y 31216

13
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2. Pourtout k€{0,1},on a

Pygx=k=E=KY=0_. px—ky=0
— = = = X = , = .
=0 P(Y =0)
X 0 1
X 317
— :x — —
=0 20 | 20
Pour tout k€ {0,1,2}, on a
Py (Y =ky= PEZOY =R 10 b o yv—p
_ = = = — X =0, = .
=0} P(X=0) 3
y 0112
Puca¥=1) | =210
{X=0} =Yy 6 6
3 1 1
3 P(X=0)xP(Y =0) = — x = = —.
10 3 10

1
P(X=0,Y=0)=—.
20

Donc X et Y ne sont pas indépendantes.

1 1 7
4. |[E(XY)=1x-+2=-=—.
4 6 12
7 1 1 5
EX)=—etE(Y)=1x=-+2x—=—,
10 2 6 6
N 35
Dou| E(X)E(Y)=— = —.
60 12
On en déduit que Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) - E(Y) = 0, donc que X et Y sont dé-
corrélées.
Solution 24 - Pour tout A € R, on pose Z3 = AX +Y. Alors,

V(Z)=V(AX)+2Cov(AX,Y)+ V(Y)

= )LZV(X) +2ACov(X,Y)+ V(Y)
Or, une variance est toujours positive, donc,
(%) VAER, /IZV(X)+2/1C0V(X, )+V(I)>0

» Si V(X) =0, alors on doit avoir Cov(X, Y) = 0 pour que (x) soit vérifiée. On a alors bien
que Cov(X,Y) < vV (X)V(Y).

« Sinon, on est en présence d'une inéquation du second degré et (x) implique que le dis-
criminant A = 4Cov(X, Y)? —4V(X)V(Y) est négatif, c’est-a-dire que

Cov(X,Y) <V V(X)V(Y).

14

Solution 25 -

1. Le tableau définit bien une loi conjointe si et seulement si toutes les valeurs sont posi-
tives et que leur somme vaut 1.

1 1 1
5 +p+ 3 p+ 3 p + p = 1. Donc la somme des valeurs du tableau est toujours 1.
Pour que toutes les valeurs soient positives, on doit avoir :

1 5 =2 1 -1 1
—gépgg,?<p<§,7<P<59t0<19<1-

1
Finalement, le tableau définit une loi conjointe si et seulement si| p € [0, §]'

2. X(Q)=Y(Q)=1{0,1}.

P(X—O)—1+ +1
YT eTPTS

1
P(le)zE—p+p:

N = T

Donc

1
X suit une loi de Bernoulli de parametre >

my—m—l+ +1 _2
Y ETPT TP
1

1
Py_l___ + — .
Y=D=3-p*r=g

1
Donc| Y suit une loi de Bernoulli de parametre 3

3. Onadonc

E(X) = % etV(X) =

On adonc

OIN| [ =

E(Y)= % et V(Y)=

4. D’apres le théoréme de transfert,
E(XY)=1xP(XY=1)=p.

Donc| Cov(X,Y) =E(XY)-EX)E(Y)=p- %

5. Une condition nécessaire pour que X et Y soient indépendantes est Cov(X,Y) =0, ce
1

qui implique que p = L

1
Pour p = 5 calculons les valeurs de P(X = k) P(Y = j) pour tout k, j dans {0, 1}.
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YI{O0]1

X
I71
0 Z |z
316
111
1 Z |z
316

Comparons avec le tableau des valeurs de P(X =k, Y = j).

YI{O0]|1

X
I71
0 Z |z
316
111
1 Z |z
316

Ainsi, pour tout k, j dans {0,1}, ona P(X = k)P(Y = j)=P(X =k, Y =j),donc X et Y
sont indépendantes.

1
Finalement, | X et Y sont indépendantes si et seulement si p = s

Solution26 -
1. Z, estle nombre de boule blanches obtenues aprées p lancers. | Z,(Q) = [0, p]] .
. . 1 1
2. | X estune loi de Bernoulli de parameétre > Donc E(X;) = >
3. (X1, X2)(Q = [0,1]%

Soient i, j € [0,1]. Alors,

PXi1=1,Xp=j)=P(Xy =1)Px,=i(X2 = J).

P(X, =0, X, =0) = P(X; = 0)Py,o(Xp = 0) = 23 € = _L*C
P A T = T T S04 e T 224 0)
1

1 1
PX;=0,X=1)=P(X;=0)Px,—o(Xp=1)=—— = .
(X3 2=1) (X1 =0)Px,=0(X> )22+c 2210

1 1 1
PXi=1,X=0=P(X;=1)Px,1(Xo=0)=-——= .
(X3 2 =0) (X1 =1)Px=1(X2=0) 221c 2210

P =1,X=1)= P(X; = )Py ;(Xp = 1) = L 1FC_ _L*+¢
1= s e A =l = Y T o0k e 22+ 0

La loi conjointe de (X7, X») est donc déterminée par

5.

X 0 1
X1
0 IT+c 1
22+c¢c) | 2(2+¢)
1 1 I+c
2(2+¢c) | 2(2+¢)

On en déduit la loi marginale de X; : X»(Q) =[0,1] et :

1
PXp=1)=P(X1=1,%=D+PX;=0X=1)=>

1 1
Donc X, suit une loi de Bernoulli de parameétre > D’ou| E(Xy) = >

Z» = X1+ X,,donc Z,(Q) = [[0, ZH.

1+
{Zp =0} = (X1 =0,X; = 0}. Donc P(Z = 0) = — .
2(2+0¢)
(Z=11={X1=0,X=1}U{X; =1,X,=0}.Donc P(Z, =1) = )
2+¢)
1+¢
{ZZZZ}Z{XIZI,XZZI}.DOI’ICP(ZZZZ): .
2(2+0¢)
Donc laloi de Z est déterminée par
z 0 1 2
I+¢ 1 I+¢
P(Z, =2)
22+¢) | 2+¢) | 2(2+¢)

(@) Si Zy = k, cela signifie que I'on a tiré k boules blanches et p — k boules noires
lors des p premiers tirages. Apres ces p tirages I'urne est alors composée de 1 + kc
boules blanches et 1 + (p — k) c boules noires. On en déduit que

1+kc
l+kc+1+(p—Kkc

PXps1=11Zp=k) =

1+kc
2+pc’

PXp1=11Zp=k =

(b) Lensemble des évenements {Z,, = j} pour j € [0, p] est un systéme complet d’éve-
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nements. D’apres la formule des probabilités totales, on a

n
PXpr1=1)= Y P(Zy= HPXpr1=112Zp=j)

j=0
_ip(z _])1+jc
=" T2+pe
1 n n
= P(Zy=j)+cY jP(Z, =)
zepe |k 2P

—;(1+ E(Zp))
ToqpeV TR

(c) Considérons les propositions H,, définies dans I'énoncé.
Initialisation : Déja vu.
Hérédité : Soit p € [1, n] fixé. Supposons que #,, est vraie.
1
On a donc notamment E(X;) = 5 pour tout ie[1,p].

Alors, par linéarité de I'espérance,

L 4
E(Zp) =) EXp) = >
k=1

D’ou
X . l+ch 1
P T o pe 2

. . . o1
Donc X1 suit une loi de Bernoulli de parametre >
D’oti le résultat par récurrence.

Solution 27 -

1. X, est une somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de méme

parameétre p, donc X, suit une loi binomiale B(n, p). D’apres le cours,
E(Xp)=np,  V(Xp)=npl-p).

2. Par propriétés de I'espérance et de la variance, on a donc
X, X, 1 1-
E(—n):p, V(_”):_zv(xn):u_
n n n n
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a pour tout € > 0,

p(l-p)
nez -’

p>£)<

16

1
Il reste a démontrer que p(1 — p) < re Or

a- )_l—_ 2 4 _1—_( _l)2+1<1
PomPIm = P Py =Pyl vy sy

P (
Xn

3. On cherche n tel que P[|— - p
n

7|5

an_
nP

On a donc bien que

X N )< 1
—_ - € .
n p1= = 4ne?

<0, 01) > 0,95, soit, en passant au contraire, tel que

> 0,01) <0,05. Or,
—— < 0,05 < n>50000,
410,012

donc, en faisant plus de 50000 prélévements, on a

dE

—"—P'>6)
n

1
<—<0,05
= 4n0,012

P 5 Xn . ) s 10=2
et on a une probabilité supérieure a 0,95 que — soit une valeur approchée de p a 10
n
pres.

Solution 28 -

1. Pour tout i € [[1, 100]], on note V; la variable aléatoire qui vaut 1 si la vache 1 choisit

I'étable 1 et 0 sinon. Les V; suivent des loi de Bernoulli indépendantes de parametre
100

1 1

> et X = Z Vi, donc X suit une loi binomiale de parametres 100 et > On en déduit
i=1

directement,

E(X)=50 V(X)=25

2. Chaque vache trouve une place si, pour chaque étable, le nombre de vaches choisissant
cette étable est inférieur au nombre de places. Donc

E={X<nn{l00-X<n={100-n< X< n
3. On aaussi
E={50-n<X-50<n-50}={|X-EX)| < n-50}
Or, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a que

P(X-EX)|>n-50) = vix) 2
- T (n-502  (n->50)?
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De plus, on a par passage au contraire que

25
PE)=1-P(|X-EX)|>n-500=1-P(|X-EX)I>2n-49>21- ———
(n—49)2
Onrésoutdoncl — — >0,95:
(n—49)2

1 s >0,95 < n>49+ 5 >49++50
- =0, n — nz
(n — 49)2 - 0,05

Ainsi, n =72 convient.

Solution 29 -

1. Pourtout ¢ >0, Si X — E(X) > a, alors X — E(X) + t > a+ t. Comme a + t est positif, on
en déduit que (X — E(X) + )2 > (a+ 1)2. Ainsi,

(X-EX) = a c{(X-EX)+0*>(a+1?}.

2. Soit £ >0.0n pose Y = X — E(X) + t. Alors, d’aprés 'inégalité de Markov appliquée a Y2
en (a+1)? ona
E(Y?)

2 2y
PY* 2= (a+1)) < @t 0t

D’apres la question précédente et la croissance des probabilités par rapport a l'inclu-
sion, on sait que
PX-EX)2a)<P(Y*>(a+1)?),

PX-EX) > @< EX)
Z S (a+ 12"

Il reste a étudier I'espérance de V2.
Y2 = (X -E(X))?+2t(X - E(X)) + t*
En prenant I'espérance, et par linéarité de celle-ci,
E(Y?) = E(X - E(X))®) + 2(E(X — E(X))) + 2.

On reconnait la définition de la variance V(X) = E((X — E(X))?). De plus, comme E(X —
E(X)) = E(X) — E(X) =0, on obtient E(Y?) = V(X) + ¢2. Finalement,

V(X) + t2

- >a) < .
PX-EX >0 <~ 0

17

3. f estdérivable et pour £ >0,

2t(a+0)? - (P +V(X)2(a+1) 2ta+2t*-212-2V(X)  2(at— V(X))

! _
Fn= (a+ D4 (a+1)3 (a+1)3

Comme a et  sont positifs, f'() est du signe de at— V(X), c’est a dire négatif pour
V(X) V(X) V(X)

t< , nulle en et positif pour ¢ >

P . o V(X)
On en déduit que f atteint un minimumen = ——.
a

V(X
4. En appliquant le résultat de la question 2 en ¢ = v (qui est bien positif car une va-
a

riance est toujours positive), on trouve

PX-EX)2za <

@ (a+
<V(X) 1

@ a1 VX0

PX-EX)=a) < ViX)
— /a \—
a’+VvV(Xx)

5. Commencons par remarquer que le terme est toujours strictement compris

a’+V(X)
entre 0 et 1 si V(X) n’est pas nul, donc I'inégalité n’est jamais triviale.

ATlaide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en remarquant que
{X-EX) 2 a c{IX-EX)| > al,

on peut obtenir
V(X)

PX-EX)2a)<PIX-EX)Za) < 2

On voit que le terme de droite est toujours plus grand que celui de I'inégalité de la ques-
tion précédente, qui est donc plus précise.

6. Onremarque que
{IX-EX)| 2 a}={X-EX) > au{-(X-EX)) > a}.
Ces deux événements étant disjoints,

PIX-EX)|za)=P(X-EX)2a)+P(-(X-EX)) = a).
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On a déja majoré un dex deux termes dans la question précédente. Pour 'autre, en ap-
pliquant le résultat de la question 4 a — X, comme E(-X) = —E(X) et V(-X) = V(X), on

a:
Vi-x)  V(X)

@+V(=X) a?+V(X)

P-X-EX)za)=P-X-E-X)2a) <

Finalement,

V(X) V(X) 2V(X)

< = )
@< a?+V(X) M VX) a?+V(X)

P(X-EX)| =

7. Sous les mémes hypotheéses, 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev affirme que

V(X)

PIX-EX)|za) < ——.
a

Comparons les deux termes de deux droite des deux inégalités. Si V(X) # 0,

2V(X) V(X) 2

2
< — <— = < V(X
a’+Vv(Xx) a? a2+VvVX) a? a X

Ainsi, I'inégalité de Cantelli est meilleure que celle de Bienaymé-Tchebychev pour les
petites valeurs de a, plus précisément lorsque a < o(X). De plus, elle n’est intéressante
que si on majore la probabilité par quelque chose de strictement inférieur a 1.

2V(X)

— T il VX)<d® = cX)<a
a2+ V(X)

Finalement, cette nouvelle inégalité n’est jamais plus intéressante que celle de
Bienaymé-Tchebychev.

Les inégalités obtenues ici (en question 4 et son corollaire en question 6) sont donc
meilleures que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour étudier I'écart a la moyenne
d’un seul coté de la moyenne, mais moins bonnes pour étudier I’écart a la moyenne en
valeur absolue.

Quelques vidéos pour se cultiver:
Pour aller plus loin : Le théoréme de la limite centrale.
® Central Limit Theorem - - 3Bluel BRown &

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!
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https://youtu.be/zeJD6dqJ5lo?si=CQ4P-sCDNkyqwCYP

