Maths 2025/26

TD 2 - Calculs algébriques dans R, équations et inéquations

MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 2 I

Solution 1 - Il s’agit dans cet exercice d’appliquer les régles de manipulation des fractions
tout en faisant bien attention aux regles de priorité de calcul.

aol 1,1 6x1 4x1 3x1_6 4 3 6-4+3_5
T2 3 4 6x2 4x3 3x4 12 12 12 12 12
13 5 13 2 5 13 7 28 26 49 51
e B=2—-—+|1+=|=2- =4S4+ |=2- 4= -+ —=—
7 2 7 2 2 7 2 14 14 14 14
2 3 4 5 8 9 24 25 1 1
e C=|=-Z|43|=-Z|=|=-=|+3|=-=|=-=+3x|[-=
3 4 5 6 12 12 30 30 12 30
1 3 5 6 11
12 30 60 60 60
(1 5) ( 7) (1 5) (3 10) (12 7) (3 5) 13 19 -2
e D=[-+—-|x[3+—-|+[===|=|=+— + == x =+ —
2 3 4 2 6 6 6 4 4 6 6 6 4 6
13 19 §# 13x19 247
= — X — X — = = ——
6 4 -2 4x(-2 8
2,3 _ 3 2,3 3 40,45 _ 36 49
.E_3+4 éx4_§+z—g 0t —s s 49 15 49 )5 49
- 2_4,1 ~ 8,1 T 8,5 13 g 13 59
Sx3+3 E+3 E,E Lo 13 4xa5 13 52
Solution2 -
3 3
° A(x): M =
264+1)(x+2) 2(x+2)
x 2 x2 4 x*+4a
° B(x):—+—:—+—:
2 x 2x 2x 2x
1 X x2 2(x+1) 2x(2x—-1) x2(x+1)
e Cx)= + + =
2x—-1 x+1 4x-2 2x+1)@2x-1) 2x+1)(2x-1) 2(x+1)(2x-1)
_2x+2+4x2—2x+x3+x2_ X +5x2+2
B 2(x+1)(2x—1) T 2(x+1)(2x-1)
2 1 8 2(x—2) x+2 8
e D)= - + = - +
xX+2 x-2 x2-4 (x+2)(x-2) x+2)(x-2) (x+2)(x-2)
2x 4—x— 2+8 X2 1
T T x2(x-2) er2(x-2) x-2
Solution 3 - Il s’agit dans cet exercice d’appliquer les formules sur le calcul de puissances.

A=32x34x37 x3 =32~ 4+7+1 _ 36
B 2X22X23 _21+2+3 _2_6_26_9_ _3_i
24 « 25 24+5 - 29 - - - 23
C=02x32x3)4=(2x3%4 =24 x (3%)4 =24 x 3574 =24 x 320
23 x54x 78
= Sagiaz 2 x5 X7 =267
X X
1 1
E=81"x(3%) " x = =(3"°x 379 x 5 =3"F x 32 x =
_ 320 B 310 x 3 -2 320+10 -2 328 3
Fe 472x 83 _ (22)72 x (23)3 _ 274 %29 etz _y7_ L
163 (24)3 212 27
Co 9 x272x75 (3%)% x (3%)? x 3 x 5 _g6HrId 22 _ 39 0 _ g9
© 52x34 52 x 34 -
11 10 11 10
Hz(g) x(%) _2 3 Zpl1-10  g10-11 _ 51 g-1 _ 2
3 2 311 210 3
I=@?xat=a%"=a?

o J=a?b3(ab)* = a?b3a* bt = a®b' = a®b

Solution4 -

e C=

A=V12=V4x3=V4xV3=2V3
B=V48=V16x3=V16xV3=4V3
V36+64 =100 =10
D=3V2+8V2-5V2=

(3+8-5)v2=
E—S\/_—Z\/_—S\/9>< —2V16x3=

6v2

m 9

25 \/121>< 5 11)/5
3 3\/" _3v3
V3 (v 3

7)/5

9x7

T 11x5

-V3)?2=4-4V3+(V3)>=4-4V3+3=7-4V3

1=30+v2)1-v2)=3(1%

-(V2%)=30-2)=3x(-1)=—

63

55

=5V9xv3-2V16xv3=15V3-8V3=7V3
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Solution5 -
LA 2oV3 (2-v3)(2-v2) 4-2v2-2v3+v6 4-2v2-2V3+6
C24v2 2222 4-2 - 2

VZ-1 (V2-1° 2-2v2+1
P2V wer-r . 21 =3-2v2
. C_\/§+\/§+\/§_(\/§+\/§+\/§)(\/§—\/§)_\/5—(\/5)2+(\/§)2—\/§+\/E—\/ﬁ
V2+3 (V3)2 - (vV2)2 3-2
=-2+3+V15-v10=1+V15-V10
o V5-v2 _ (V5-v2)(vB+v2)  VI5+VI0-VE-(v2)?
V3-v2 (V3)2 - (v2)2 3-2
1 V2+V3 V2+V3
R R, T T R
F_\/§+\/§_(\/§+\/§)(1+\/§)_\/§+\/€+\/§+(\/§)2_\/§+\/€+\/§+3
1-V3 12— (v3)? 1-3 -2
G:5+2\/5+5—2\/3:(5+2\/5)(\/§—\/§)++(5—2\@(\/§+\/§)
V2+V3 _V2-43 (V3)% = (V2)? (v2)2 - (v3)?
=5\/§—5\/§+2\/1_8—2\/ﬁ+5\/§+5\/§—2\/ﬁ—2\/ﬁ

3-2 2-3
=5vV3-5V2+2V18-2vV12-5V2-5V3+2vV12+2vV18 = -10v2+4V18
=-10vV2+12v2=2V2

He 5v2 2_52><(\/§)2_ 25x2 _ 50
V3+1 (vV3+1)°  (V3)2+2V3+12 4+2V3

50(4-2v3)  50(4-2v3) 25(

42-22x (/32 16-12

Solution6 - Soient x = a+bv2 et y = c+dv?2avec a,b,c,d dans Q.

e Tout d’abord,

=V15+vV10-v6-2

4_22\@ =25(2-/3) =50-25V3

x-y=a+bvV2-c—dvV2=(a—c)+(b-d)V2.

Ainsi, x — y est de la forme A+BvV2avec A=a—-cet B=b-d.Onabien (A,B) € @2,
donc x—yekK.

¢ Ensuite,
xy=(a+bV2)(c+dv2) = ac+adV?2+bcV2+2bd = ac+2bd +V2(ad + bc)

ce qui est aussi de la forme A+ Bv2 avec A= ac+2bd et B = ad + bc. On a bien (A, B) €
Q?, donc xy e K.

e Enfin, si x # 0 alors (a, b) # (0,0) et a—bv/2 # 0 (en effet, V2 est un nombre irrationnel...),
donc on peut écrire :

1 1 a-bv2

X atbv2  (a+tbv2)(a-bvz) a?-2D?
a b
= V2

T @2-202 a2-212

a-bv2

a
Cette expression est encore de la forme A+ BV/2 avec A = etB= .On
P a?-2b? a® —2b?

1
abien (A,B) € @2, donc — e K.
X

Solution7 -
1. L'équation est bien définie pour tout xe R. Soit x€R.Ona:

13
5x—9=3x4+4 < 5x-3x=4+9 < 2x=13 < x=?

Donc, S:{E} .
2

2. Léquation est bien définie pour tout x e R. SoitxeR.Ona:
2 3 3 2 9 8 17

X——=— <<= X=—F- <= X=—+-—=—
3 4 4 3 12 12 12

17
Dong,| S = {—} .
12

3. Léquation est bien définie pour tout x e R. SoitxeR.Ona:
4 2 4 2 12 14 14 5 70 35

—Xtd=—-- = —X=---4 &&= —X=-c——=—— & X = =
5 3 5 3 5 3 3 3 3 4 12 6

Donc, S:{—E} .
6

4. L'équation est bien définie pour tout x e R. SoitxeR.Ona:

4(x—2)—3(6—2(3—4x))+3(7—2x) =0 <<= 4x-8-3(6-6+8x)+21-6x=0
< 4x—-8-24x+21-6x=0 < -26x+13=0

-13 1
— -26x=-13 <= x=——=—
-26 2
1
Donc,|S=<=¢ |
2
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Solution 8 -

1. Léquation x*> +5x + 6 = 0 est bien définie pour tout x € R. Calculons le discriminant :

A =25-24=1>0.Ainsi, I'équation admet deux solutions qui sont données par :

-5-1 -5+1
X =——=-3 et X3 = =

2 2
Ainsi,| S ={-2;-3}|.

2. Léquation x* + x + 1 = 0 est bien définie pour tout x € R. Calculons le discriminant :

A=1-4=-3<0.Ainsi, 'équation n"admet aucune solution : .

3. Léquation —2x% + 3x + 1 = 0 est bien définie pour tout x € R. Calculons le discriminant :

A =94+8=17>0. Ainsi, I'’équation admet deux solutions qui sont données par :

-3-V17 3+V17 3-V17
T 4 T a =Ty

X1

’

Ainsi, | S =
4 4

3+\/ﬁ_3—\/ﬁ}

4. Léquation 4x? + 12x+9 = 0 est bien définie pour tout x € R. Calculons le discriminant :
A =144 -144 = 0. Ainsi, 'équation admet une solution qui est donnée par :
-12 3

X0 = ——
0~ g 2

Ainsi, | S

I
—_——
N w
—_—

Solution9 -

1. Linéquation x> —2x+ 1 > 0 est bien définie pour tout x € R. Calculons le discriminant :
A =4-4=0.Ainsi, il y a une unique racine donnée par : xo = 1. Et le tableau de signes
est donc donné par :

X -2x+1 + 0 +

Ainsi on déduit que X°—2x+1>0 < x€]—00,1[U]1, +oo[=R\ {1}. Donc
S =R\ {1}.

2. Linéquation —3x? +5x — 2 < 0 est bien définie pour tout x € R. Calculons le discrimi-
2
nant: A =25-24 = 1. Ainsi, il y a deux racines qui sont : xj = 3 et x, = 1. On en déduit

le tableau de signe de 3x* —5x + 2.

3x% —5x+2 + 0 - 0 +

Ainsi—3x2+5x—2§0 — 3x2—5x+2>0 < x€

2
—00, g U[1,+oo[. Donc

2
S= —oo,g U [1, +ool.

3. Linéquation est bien définie pour tout x € R. On commence par établir le tableau de

signe de x* —4x—4.
Pour cela, calculons le discriminant A = (—4)2 —4 x 1 x (—4) = 16+16=32> 0.1 yadonc
deux racines

4-v32 4-V16xV2 4-4V2 4+32 4+4V2

X =2-2V2Etx, = =2+2V2.
) 2 2 ) 2
On en déduit le tableau de signe suivant.
x —00 2-2V2 2+2v2 +00
x*—4x-4 + 0 - 0 +

Ainsi
S= —oo,z—zx/i] u [2+2\/§,+oo .
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4. Linéquation est bien définie pour tout xe R. SoitxeR.Ona:
—2x*+5x<2 = -2x*+5x-2<0

Calculons le discriminant de cette inéquation A =52 —4 x (—=2) x (=2) =25-16 =9 > 0.
Il'y a donc deux racines

-5-v9 -5-3 -8
xlz—‘/_z—:—zzmxz:

-5+v9  -5+3 -2 1
-4 -4 -4 -4 -4 -4 2

On en déduit le tableau de signe suivant.

N =

X’ —4x—4 - 0 + 0 -

Ainsi

1
S= ]—oo, 3 U [2,+ool.

Solution 10 - Pour toutes les équations ci-dessous, I'idée est de poser X = x2. Cela permet
de se ramener a des équations de la forme aX? + bX + ¢ = 0 que I'on sait résoudre. 1l suffira
alors de résoudre x* = X pour les solutions x de I'équation initiale.

1. Léquation est bien définie pour tout x e R. ~ Soit x € R. Posons X = x>, Ona: x*-13x% +
36=0 < X?>-13X+36=0. On aalors une équation de la forme aX®>+bX+c=0,
avec a=1, b=-13 et ¢ = 36. On calcule le discriminant

A=(-13)>-4x1x36=169—144=25>0.

Iy a donc deux solutions (pour X)

—(-13)-v25 13-5 —(-13)+v25 13+5
Xl: ( ) = =4 Et X2: ( ) = =9
2x1 2 2x1 2
Il reste alors a savoir pour quelles valeurs de x est-ce que x*> = X; =4 et x> = X, = 9.
Oer:X1:4 <~ x=2o0ux=-2 et x2:X2:9 < x =3 ou x = -3. Ainsi
S§={-3,-2,2,3}|

2. Léquation est bien définie pour tout x e R.  Soit x € R. Posons X = x*. Ona :x* —5x% +
4=0 < X*°-5X+4=0. Onaalorsune équation de la forme aX?®+bX+c=0,avec
a=1,b=-5etc=4.0n calcule le discriminant

A=(-52-4x1x4=25-16=9>0.
Il'y a donc deux solutions (pour X)

:—(—5)—\/5_5—3:1EtX2: —(—5)+\/§:5+3:

= 4.
2x1 2 2x1 2

Xi

Il reste alors a savoir pour quelles valeurs de x est-ce que x> = X; =1 et x* = X, = 4.
Orx2=X1=1 <~ x=1loux=-1 et x2=X2=4 < x =2o0ux=-2.Ainsi
S={-2,-1,1,2}|

3. Léquation est bien définie pour tout x € R.  Soit x € R. Posons X = x>. Ona:9x*—85x%+
196=0 < 9X%°-85X+196=0. Ona alors une équation de la forme aX?+bX+c= 0,
avec a=9, b=-85 et ¢ = 196. On calcule le discriminant

A=(-85)2—-4x9x196=85%—(2x3x 14)% =85> —84% = (85— 84) x (85+84) = 169 > 0.
11y a donc deux solutions (pour X)

_ —(-85-v169 85-13 —(-85+v169 85+13 49

X, = = =4 Bt Xp = —.
2x9 18 2x9 18 9
S . > ) 49
Il reste alors a savoir pour quelles valeurs de x est-ce que x“ = X; =4 et x“ = Xo = —.
) ) 49 7 7
Orx*=X=4 < x=2o0ux=-2 et x=X2=?<=>x=§oux=—§.

7 7
Ainsi S = {——,—2,2,—} A
3 3

4. Léquation est bien définie pour tout x € R*. Soit x € R*. Posons X = x°>. On a : x* +

—-6=0 = x+x2-6=0 < X?’+X-6=0. On aune équation de la forme

X

aX*+bX+c= 0,aveca=1,b=1 et c=-6.0n calcule le discriminant
A=12—4x1x(-6)=1+24=25>0.

11y a donc deux solutions (pour X)

-1-v25  -1-5 ~1+v25 -1+5
= =-3Et Xp = = =
2x1 2 2x1 2

X = 2.
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1l reste alors a savoir pour quelles valeurs de x est-ce que x> = X; = -3 et x*> = Xp = 2. Soit x # 1. Alors
Or x* = X; = —3 n'a pas de solutions puisqu’un carré ne peut pas étre négatif.

1 p puisq peutp 8 2x+1 _ 2x 41 (x4 D=1 _
Etx2=X2=2<=>x=\/§oux=—\/§.AinsiSz{—\/é,\/i}. x—1 SxHl = -1  x-1 <O

2x+1-(x*-1)
— —— <0
Solution 11 - x-1
6 i 4452 i AAini —x?+2x+2
1. Les deux termes de 'équation x* + x“ + x = x sont bien définis pour tout x € R. Q-1
Soit x € R.
-2-v12
Le discriminant de —x? + 2x + 2 est A = 12. Ses racines sont X = — =1++V3et
P +x=x = x*+x*=0 Xo=1-V3.
. o —x%42x+2 .
= *x*+1)=0 On peut alors donner le tableau de signe de I’expression S en fonction de x
— x*=0etx’+1=0
x -0 1-v3 1 1+v3  +oo
Pour tout x € R, x° >Odoncx2+1 >0.Doncx*+x®+x=x < x=0.
. 4 4.2
’ La seule solution réelle de x* + x“ + x = x est donc 0. 242542 - 0 + 0 -
2. Vx+3 est bien défini si et seulement si x > —3. Pour x € [-3;—2], les deux termes de
I'équation sont non-nuls et de signes opposés donc ne peuvent étre égaux. x-1 - 0 +
Soit x réel supérieur a —2. Alors
2 —X%+2x+2 _ _
X+3=x+2 < x+3=(x+2)". ? + 0 + 0

Attention, I'implication x+3 = (x + 2)?2 > Vx+3 = x+2nest vraie que parce que Vx+3

et x + 2 sont de méme signe pour x > —2.
On déduit que I'ensemble des solutions de 'équation est

Vi+3=x+2 & x*+3x+1=0. ’[l_ﬁ;l[u[l"'\@;"’(’o["
Le discriminant du polynéme x® + 3x + 1 est A = 5. Donc ce polynome a deux racines
| -3-v5 -3++5
réelles x; = et xp; = >

X1 < —2, donc x; n'est pas solutionde vx+3 = x+2.
X2 > —2, donc x, est bien solutionde vx+3=x+2.

-3+v5
B

V x4+ 3 = x+2 admet une unique solution réelle :

3. Les termes de I'’équation sont bien définis lorsque x — 1 # 0, c’est a dire lorsque x # 1.
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Solution12 - Ona: —2x-1_2x-3
x+1 1-x
—2x-1 2x-3
x+1 1-x
1. Léquation est bien définie pour x € R\ {0; —1}. Soit x € R\ {0; —1}. — (-2x-1NA-x)-2x-3)(x+1) 0
Ona: —— =2 x+D(-x)
x+l x —2x+2x% -1+ x—(2x% +2x—3x-3)
7 2 — =0
—1——= (x+1)(1-x)
r+lox —2x+2x%—1+x—-2x2—2x+3x+3
7x 2(x+1) — i =0
x(x+1) x(x+1) ) (x+DA-x)
7x—2(x+1) P ——
—_— = (x+D(1-x)
x(x+1) . . . . , L .
5x—-2 Pour que cette fraction soit nulle, il faudrait que 2 s’annule, ce qui est impossible. Donc
x(x+1) - ‘

2
Par ailleurs 5x-2=0 < x = = et cette solution ne fait pas partie des valeurs interdites,

donc S:{%} .
5

2. L'équation est bien définie pour x € R\ {-2;2}. Soit x € R\ {-2;2}.

x+1 3 4
Ona: + =

x+2 x-2 x2-4

x+1 3 4

=+ — =

x+2_ x-2 x2-4

(x+1(x-2) 3(x+2) 4
—

G102 G 20-2 Grae-2 0
X2 —2X+X—-2+3x+6-4
(x+2)(x—2) -
x2+2x
x(x+2) B
(x+2)(x-2)

X
— —Z:Ocarx;é—z

Par ailleurs, x = 0 ne fait pas partie des valeurs interdites, donc .

3. L'équation est bien définie pour x € R\ {1; —1}. Soit x € R\ {1; —-1}.

4. L'équation est bien définie pour x € R\ {0; —1}. Soit x € R\ {0; —1}.
3 -1
Ona: —= I
x x+1

3 x—l_

X x+1
3x+D—-x(x-1)
x(x+1) B
3x+3-(x*-x) _
x(x+1) h
—x?+4x+3
x(x+1)
Par ailleurs, pour résoudre I'équation —x? + 4x + 3 = 0, on calcule son discriminant :
A=4%—4x (-1)x3=16+12=28>0.Ilyadonc deux racines

—4—-+28 —4-27 —44+2V7
X1 = = \/_=2+\/7Etx2:—\/_=2—\/7.
2x (=1 -2 )

Eneffet,\/%:\/4X7:\/Z><\/7:2xx/7.

Comme aucune des deux solutions x; et x» n'est valeur interdite, alors

S:{Z—\/?,2+\/7}.

5. L'équation est bien définie pour x € R\ {2}. Soit x € R\ {2}.
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Ona: 2x= 3x-5 Solution 13 - On partde 1 < x < 2. Alors,
xX—2
gy_ SXTO -3<x-4<-2
— 2x-— =
2x(x f 2_)2_ (3x—5) Comme la fonction carré est décroissante sur R_, on a que 9 > (x — 4)? > 4. La fonction in-
— 5 =0 verse étant décroissante sur IR:, on en déduit
x p—
2x% —4x—-3x+5 1.1 1
- x—2 - 9 S (x-4)2 4
2x%-7x+5 1 11
_— = Dot —€[-,-]1<]0,1].
x—2 (x—4)2 94

Pour résoudre 2x*>—7x+5 = 0, on calcule le discriminant : A = (=7)>—4x2x5=49-40 =
9> 0. Il yadonc deux racines

_—(=7n-v9 _7-3

4 7+3 10 5
X1 = =—=1EBtx,=—=—=—-.
2x2 4 4 4 4 2

Comme aucune de ces deux solutions n’est valeur interdite, alors| S = { 1, E} .

6. L'équation est bien définie pour x € R*. Soit x € R*.

3 4 1
Ona: —+—5=-
x x2 4

3 4 1

x x> 4

3><4x+4><4 1><x2_0
4x2 4x2 4x2
-x*+12x+16

4x2
Pour résoudre —x% + 12x + 16 = 0, on calcule le discriminant : A = 12> =4 x (=1) x 16 =
144 + 64 =208 > 0. Il y a deux racines

_-12-v208 . -12+v/208

X1 =
2x(=1) 2x(=1)
Or V208 = V4 x52 = VA x V52 =252 =2V4Ax 13 =2 x V4 x V13 =2 x 213 = 4/13.

Donc
—-12-4v13 —-12+4v13
X1 = — =6+2VI13 Et xp = — =6-2v13.

Comme aucune de ces deux solutions n’est valeur interdite, alors

S={6—2\/E,6+2\/E}.

Solution 14 -

1. Pourtout x € R,

2. Soient a et b réels. Alors,
A+a®)(1+b%) =1+ a®+b* + a®b>.
1 1
>1+(a—=)+(b-=)+a’b?
= 1+( 2) ( 2)
>a+b+a’b?
1+a®)Q+b*>)=a+b
Solution 15 -
1. Pourtout a, beR, (a— b)?> >0, donc
a’-2ab+b*>>0.

a? + b?
2

> ab.

1 1 1
2. d+b*+c*= 5(a2+b2)+5(a2+02)+5(02+b2) >ac+ab+ bc.

Solution 16 -

1. Je commence par exprimer les différences a gauche et a droite en une seule fraction
afin de les comparer. Alors en mettant au méme dénominateur, j'obtiens que pour tout

k>2,
11 k+1 ko1 1
k k+1 k(k+1) k(k+1) k(k+1) Kk2+k
1 1k k-1 11
k-1 k k(k-1) k(k=1) k(k—-1) k2—k
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Par ailleurs, puisque k est positif, alors
K -k<K <K +k
D’ol1 en passant a I'inverse (tous les termes étant strictement positifs),
1 < 1 < 1
K2+k k2T k2-k
Ainsi j’ai bien montré que pour tout k > 2,
1 1

Sy
>
+
—
|~
I
(=1
| =

2. Jesaisque e~ 2.7<3. Ainsipourtoutn >3,
In(n) >1In(3) >1In(e) = 1.

Il ne me reste plus qu’a retrouver I’encadrement souhaité.
En multipliant par 4", j’obtiens
4"In(n) > 4".
Puis en passant a I'inverse, j’obtiens
1 1
47In(n)  4n
Finalement en multipliant par 5, j’obtiens
5 < 5

4nln(n)  4n°

Par ailleurs, puisque n > 3 > 1, alors 2 0. En conclusion, j'ai bien montré que

4" In(n)
pour tout n > 3,
5 5

0< < —.
S 4nin(n)  4n
3. Je multiplie les deux termes de I'inégalité par I’expression conjuguée. Pour tout k € N*,

VEFT-VE< -
VE
= (Vk+ —\/E)(\/k+1+\/E)<M
s (VEFI) - (VR < YL VE

vk
Vik+1+Vk
vk
= 1<—M+ﬁ
S Vk

— k+1-k<

Orpourtout keN*, vk+1>0 donc \/k+1+\/E>\/E et alors

VE+1+Vk
YT TVES L
vk

En raisonnant par équivalence, j’ai bien montré que pour tout entier k € N*,

Vi + —\/Egﬁ.

Solution 17 - Je commence par simplifier I'expression de I'inégalité.

16
f) 28 < x+—-82>0

xx;éc+16—8x
— _— >

X
x2-8x+16

X
A ce moment, je reconnais en x* — 8x + 16 une identité remarquable :

>0

=

x2=x2, 16=4° Et -8x=—2x x x 4.

Ainsi j'ai montré que x? —8x+16 = (x—4)? et je peux désormais connaitre le signe de tous les
facteurs de 'expression. J'en déduis le tableau de signe suivant.

x -0 0 4 +o0
(x — 4)% + + 0 +
X - 0 + +
X% -8x+16
z = - - + 0 +
X

2_8x+16
2 T >0

D’apres le tableau de signe, j'ai bien montré que pour tout x € |0, +oo|,

’

X
i.e. f(x) > 8 pourtout x € R}.
Solution 18 - (1)Poura,b20,onaa+b<a+b+2\/ab=(\/E+\/E)2.

La fonction J/ étant croissante sur R, on a donc Va+b<Va+ Vb.
(2) On peut supposer a > b sans perte de généralité, les deux membres de 'inégalité étant
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des expressions symétriques en a et b. Soit x € [-1; +o0l.
1l s’agit donc de vérifier que va — vb<Va-b. Alors, x+3>2,donc Vx+3>vV2et Vx+3+vVx+1> V2.
Ceci découle de I'inégalité (1), appliquée auxréels a— b et b. Donc il n'y a pas de solutions.
Solution19 - d) Léquation est bien définie pour tout x € R. Soit x € R.
a) V 1-—x2 estbien définilorsque x € [1;1]. Soit x € R. Comme une valeur absolue est toujours positive, on a
Soit x € [-1;1].

Ix-1<Ix-2| = x-1D*<(x-2)°
Analyse: Si VV1—x?=2x+1, alors ) )
— x“"-2x+1<x"—-4x+4

1-x%=Q2x+1)? 3
<~ x< -
1-x*=4x*+4x+1 2
0=5x>+4x .
L'ensemble des solutions est donc |—oo; —] .
0=x(bx+4) 2
Doncx=0oux=—. Autre méthode :
5

e Six>
Synthése: vV1-02=1=2x0+1, donc 0 est solution. Six>2,alors

1_(__4)2: i:§¢__3:__8+1:2>((__4)+1 |x—l|<|x—2|<=>x—1<x—2<=>—1<—2<=>Faux.
V 5 V25 5 5 5 5
4

Donc % n’est pas solution. o Sixe€|[1;2], alors
Conclusion : 0 est la seule solution. 3
x-1<|x-2| = x-1<-(x-2) <= 2x<3 < x< —-.
b) Soit x € [-1;1]. 2
-1
Six< - alors 2x+1<0,donc V'1-x2>2x+ 1, donc x est solution. e Six<1,alors
. -1 o
Six> - alors V1 - x2 et 2x + 1 sont positifs, donc x-1<|x-2] = -x-1)<~(x-2) < 1<2 <> Vrai.
3
V1-x2>2x+1 < 1-x*>4x" +4x+1 Donc 'ensemble des solutions est | —oo; E] .
2
= X Hdx<0 e) L'équation est bien définie pour tout x € R. Soit x € R.
— x(bx+4)<0 =
—4 X —00 -3 1 - +00
. 2
< X€ ?,0
x-1 - - 0 + +
- -1
Donc I’'ensemble des solutions appartenant a 7; 1| est 7;0 [ 2% —7 - - - 0 +
Donc I’ensemble des solutions est [—1;0].
x+3 - 0 4 + +
¢) Léquation est bien définie lorsque x+3 >0 et x+ 1 > 0, soit lorsque x € [—1; +ool.
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7
e Six> E,alors
[x=1|+12x=7|+|x+3|<6 <= x—-1+2x—-7+x+3<6
— 4x-4<11

1
— x<I <~ Faux.

7
e Sixe 1;5 , alors

[x=1|+12x=7|+|x+3|<b6 < x-1-2x+7+x+3<6

<~ 9<6 < Faux.
e Sixe[-3;1], alors

[x=1|+12x=7|+|x+3|]<6 < —x+1-2x+7+x+3<6
— —x<-3

< x>3 < Faux.
e Six<-3,alors

[x=1|+12x=7|+|x+3|]<6 < —x+1-2x+7-x—-3<6

— —4x<1

-1
— x> T <~ Faux.

Donc il n'y a pas de solutions.

f) Les termes de I'équation sont bien définis si et seulement si x # 0.

1
« Soit x > 0. Alors x et — sont positifs, donc
X

1
X+ =
X

1
>3 x+—>3
X

— x*+1>3x

> x*-3x+1>0

ol la deuxiéme équivalence est justifiée par le fait que x est positif. Le discriminant de

+v5 :3—\/5
o

. 3
x> =3x+1est A =5 et ses racines sont rn= 2 etry

10

Lensemble des solutions positives de f) est donc

3-v5 3+v5 [
0; ; +00

U

2 2

1
e Soit x < 0. Alors [-x+ —
-X
est solution de f). D’apres le premier point, on en déduit 'ensemble des solutions né-
gatives de f) est donc

1
X+ — ' Donc x est solution de f) si et seulement si —x
X

-3-v5 -3++v/5
] —00; v5 U \/_;0
2 2
* L'ensemble des solutions de f) est donc
-3-5 -3++5 3-v5 3+v5
—00; ;0 0; i+ .
] o ——U|l—; U > (U7
Solution 20 - La distance entre f(x) et 0 est | fx) —0|. On demande donc de résoudre
1
|f(x)| < > d’inconnue x réelle. Soit x # 0.
1 2x+1 1
x)| < = —
[fol<5 <3
2x+1 1 2x+1 1
>—-—FEt -
2x 2 2x 2
Résolvons les deux inéquations obtenues.
2x+1 1 2x+1 1
> —— = +=-=0
2x 2 2x 2
2x+1 X
— +—2=0
2x 2x
3x+1
— >
2x
Or,
1
3x+1 - 0 + +
2x - - +
3x+1
+ 0 - +
2x
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Donc,
2t S L e - 0021010, +ool.
2x 2 3
De méme,
2x+1<1 — 2x+1_1<
2x 2 2x 2
2x+1 x
2x  2x
xl
2x
Or,
X —00 -1 0 +00
x+1 - 0 + +
2x - - +
x+1
- + 0 - +
Donc,
2x+1 1
2y §§<:>x€[—1,0[.

Ainsi, en reprenant le premier calcul de cette question,
1 1
|| < 5 < X€l-00,—2]Ul0, +oo[ Et x € [-1,0]
1
— x€|] —oo,—g[u]0,+oo[ N[-1,0[
1
— x€e[-1,—-]
3
. 1
Donc I’ensemble des solutions est [—1, —51.

Solution 21 -

1. x estnon-nul, donc

0

8 1
A +8x°3+2x°+8x+1=0 = xz(x2+8x+2+—+—2)
X X

5 8 1
= X" +8x+2+ -+ 5 =0
X x

11

lo 1
2. w=(x+-) " =x*+2+—.

(x+1) -
3. 0 n’est pas solution de (E).

1
Soit x # 0 et u = x + —. Alors,d’apres la question précédente
X

(E) < u?+8u=0
— u(u+8)=0

<~ u=00uu=-8

On étudie les deux possibilités.

Uu=0 << x=—
X

2 _
— x"=-1

u =0n’apas de solution en x.

1
Uu=-8 <= x+—=-8
X
— +8x+1=0

Cette derniére équation a pour discriminant A = 60 et admet donc deux solutions

-8—v60 —-8+60
5 et , c'est-a-dire —4 —v'15et —4 + V15.

Finalement, I’ensemble des solutions de (E) est {—4 —V15,-4+V 15}.

Solution 22 -
1. Soit x € R,

x solution de (Eg) <> —x2+2=0

— x*=2
Lensemble des solutions de (Ej) est donc {\/Z, —\/5}

x solution de (E;) < 2x+3=0

— x=—
2

-3
Lensemble des solutions de (E;) est donc { - }
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2. Onrésoutici une équationen m:

0 solution de (E,) < (m-1)0*+2mx0+m+2=0

— m=-2

Ainsi, la seul valeur de m telle que 0 soit solution de (E;;,) est —2. L'équation (E_») s’écrit

—3x%—4x= 0, c’est-a-dire —x(3x+4) = 0. Elle admet donc une autre solution qui est 3

3. (E;) estune équation du second degré, son nombre de solutions dépend donc du signe
de son discriminant A ,.

Ap=0Cm?—4m-1)(m+2)
=4m® —-am* +4m—-8m+8
=8—-4m

Ainsi, si m > 2, '’équation (E;;) n'a pas de solution, si m = 2, elle n’'en a qu'une et si
m < 2, elle admet exactement deux solutions distinctes.

Solution 23 -

1. Soient x et y dans R.

WIxl+1/[yP? = 1xl+ [y +2y/I1xl |y = 1x1+ |y] > |x+ y| = (/|x+ y P>

V/|x+y|>0et/IxI+1/|y| >0 donc, comme x — x? est croissante,

\/m+\/m>\/|x+y|.

2. On applique cette inégalité a x + y et —y. On obtient

Vies s+ V1-r= Vlesy-yl
VAR ERVAETRRVAN
On montre de méme que

Vil vyl V= (Vi -/l

Vix+yl = |[Vix = Vvl

12

Solution 24 - Soient x et y des réels. Alors,

g§x)+g(y)—glx+y)

_ ol Jxry

L+lxl  1+]y] 1+]|x+y]
1

A+ A+ |x+y)

(|x|(1+ |y|)(1+ |x+y|)

+y|A+1xDA+|x+yp) - |x+y| @ +1xDA+ IyI))

On cherche a déterminer le signe de cette expression. Comme le dénominateur est toujours
positif, on va se contenter d’étudier le signe du numérateur, que 'on appelle A. En dévelop-
pant, on obtient
A=xl+|xy|+|x(x+ )|+ |xyx+ )| +|y|+ |xy| + |y + )|+ |xyx+ )|
—|x+y|-|xx+ |- |yx+ )| - |xyx+p)|

=|x|+ |xy| + |xy(x+y)| + |y| + |xy| - |x+y|

= (xl+|y| =[x+ yP +|xy| +|xy(x+ y)| +|xy]|
D’apres I'inégalité triangulaire, |x| + |y| — |x+ y| > 0, donc tous les termes de cette derniére
ligne sont positifs. On en déduit que A > 0, et donc que

gX)+g(y) =2 gx+y).

Solution 25 - Soit x € [-1, +o0].

On pose, pour tout n €N, Py, i« (1+ )" =1+ xn».

Initialisation: (1+x)°=1et1+xx0=1, donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. on suppose que P, est vraie. Alors, comme 1 + x est positif, on peut
multiplier I'inégalité par 1+ x :

1+x)"

=
(1 +x)n+1 2
>

)n+l

1+xn
1+xn)(1+x)

(
1+x l+xn+x+x°n

2

Comme x“n est positif, on a

)n+1

1+x >1l+xn+x=1+x(n+1)

Donc P, est vraie.
Conclusion : Par récurrence, pour tout z€ N, (1+x)" > 1+ xn.
On a bien montré que :

Vxe[-1,+ool, VneN, 1+x)">1+xn
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Solution 26 - a) Soit xeR.
1 B3x—1]=7 < 7<3x-1<8
(I) 6=1 aj— b l=7 = g Sx<3
2
a+b

est I'abscisse du milieu du segment dont les extrémités ont pour abscisses a et b.

. A . , . . , . a
|a, b| est la distance qui sépare le point d’abscisse a du point d’abscisse b. estla

moitié de cette distance.

a+
C’est donc la distance entre le point d’abscisse a et le point d’abscisse

a+
C’est également la distance entre le point d’abscisse b et le point d’abscisse

2. On conjecture :
a+b |a-b . a+b l|la-b
max(a, b) = Et min(a, b) = — .
2 2 2
3. On procede par disjonction de cas.
- -b
eSia>b:Alorsa—-b>0donc a ‘zaz .D’ou
a+b |a-b| a+b a-b
= + =a=max(a;b),
2 2 2 2
+b -b +b -b
a _| ‘:a _a = b=min(a; b).
2 2 2 2
-b| -a+b
eSia<b:Alorsa-b<0donc a ‘z a2 .D’ou
a+b |a-b| a+b -a+b
= + = b=max(a;b),
2 2 2 2
a+b |a-b a+b -a+b .
- = - = a=min(a;b),
2 2 2 2
On en déduit que la conjecture est vraie dans tous les cas.
Solution 27 -

13

8
Donc I’ensemble des solutions de a) est [5,3[.

b) Soit x € R.

5|-4x+1)2=9 < V5||-4x+1]|=3
— |-4x+1] = 3 Ou [—4x+ljz—%

Sl

Or, |-4x + 1] est entier, donc b) n’a pas de solutions.

c) Soit x € R. On raisonne par analyse-synthese :

Analyse: Supposonsque [2x+3] = [x+2].
Alors, 2x+3—(x+2)| <1, cestadire |[x+ 1| < 1. Donc x €] — 2;0[.

Synthése: Nous allons distinguer les cas selon les valeurs possibles de [2x + 3]

-3
e Sixe€] —2;?[, alors 2x+3 €] —1;0[, donc [2x+3] = —-1. [x+2] =0, donc x n’est

pas solution.

3
e Sixe [_E;_l[' alors 2x+3 € [0;1[, donc [2x+3] = 0. [x+2] =0, donc x est solu-

tion.

-1
e Sixe[-1; ?[, alors 2x+3 € [1;2[, donc [2x+3] = 1. [x+2] =1, donc x est solu-

tion.

-1
e Sixe [7;0[, alors 2x +3 € [2;3[, donc [2x+3] = 2. [x+2] =1, donc x nest pas

solution.
. , . -3 -1
Finalement, I’ensemble des solutions est [?; - [.
& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



