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TD 29— Matrices et applications linéaires MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 29 I

Solution 1 - Les matrices de ces applications dans les bases canoniques sont :

1 1 1
2 1 1 -1
Mlz(l _3), M,=|2 -1 3], M3=(0 ) _01)
0 -1 1
1 0 0 1 -1 1 -1
My=(1 -5 4), Ms=(0 0 0], Mg=[1 0 0 O
0 0 -1 1 1 1 1
1 1 0 3000
0 0 1 0210
Mi=log 1 1 M=|g 1 2 0
1 1 -1 0 0 0 3

Solution2 -

1 1
1. f1((2)):Ax( ):(_85)
3 3
2. X>+3X-4a pour coordonnées (—4, 3, 1) dans la base canonique de R, [X].
-4 -10
Mp(f(X*+3X -4)) = My(fr) x Mp(X*+3X-4)=Bx| 3 |=| 5 |.
1 -8

Donc f>(X? +3X —4) a pour coordonnées (—10,5, —8) dans la base canonique de Ry [X].
H(X?+3X-4)=-10+5X —8X°.

3. 3X?% +1 apour coordonnées (1,0,3) dans la base canonique de R, [X].

A

Donc f3(3X? + 1) a pour coordonnées (1,2,6) dans la base b'.

f83X2+1)=e, +2e+6e3 = (3,7,8).

Solution3 -
1.
0o 2 2 =2
A=M3(f)=(_1 3), B=M3(g)=(1 _1)
2.
2 -2 2 -2
AB:(1 _1), BA:(1 _1).

Onendéduitque fog=gof=g

2 -1
3. det(A) =2 # 0, donc A est inversible. Son inverse est (i’; 5 0 )

On en déduit que f est inversible et a pour matrice A~! dans la base canonique. Pour
toutx,y€R,ona

2 -1 3
Dong, pour tout (x,y) € R, f~" (x,y) = (Ex—y,ix).

4. Enremarquant que B?=B,on peut montrer par récurrence que pour tout n € N*, B" =
B

On a en particulier que g2 = g, donc g est un projecteur.

Solution4 -
1. On échelonne A en gardant en mémoire les vecteurs dont on écrit 'image.

2 0 0
A~cf-1 3 -3 (fler), f2ex +e1), f(2e3+e1))

-1 -3 3
2 0 0
~cl-1 3 o
-1 -3 0

2 0
Donc ((—1) , ( 3 )) estune base de Im(A). D’apres le théoreme du rang, dim(Ker(A)) =
-1) \-3

(f(e1), f(2ex+e1), f(2er +2ez +2e3))

2 2
On en déduit que ((2,-1,-1),(0,3,—-3)) est une base de Im(f) et ((2,2,2)) une base de
Ker(f).

2 2
1. Or, (2) € Ker(A), donc Ker(A) est une droite vectorielle dirigée par ( )
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2. On calcule le déterminant de b dans la base canonique de R® :

2 2 0
2 -1 3|=2/7F 3|2 3 =2x6-2x(=12)=36#0
y 1 3 -1 -3 2 -3

Donc b est une base de R®. On en déduit que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.
3. On sait déja que (2,2,2) € Ker(f). De plus,

RENCRENNENANE

On obtient donc que

oS W o

w O O
~————

0
My(f)=10
0

4. Onaque:

o o o
o = O

0
0
1

Donc, f = hop ol p est la projection sur Vect((2,-1,-1),(0,3,—3)) parallelement a
Vect((2,2,2)) et h est ’homothétie de rapport 3.

My (f) =313 x (

Solution5 -
1.

— = DN

N =

N — =
1l
(&)}
AN
(=)

det(Bl) =
B

Donc B; est une base de R>.

2 11
2. P=|1 2 1]
1 0 2
2 2 1 1 1 1
Ax|1]|=11], Ax =12 Ax =121=211]1.
1 1 0 0 2 4 2
On en déduit que u(e;) = ey, u(ez) = e, et u(es) = 2e3. Donc

).

D=Mp, (W)=

S O -
S = O
N O O

4. D’apres le cours::

Mp, (W) = P(B,B) " Mpw)PB,By),
D=P7'AP

5. Ona A= PDP !et par récurrence, pour tout n € N, A" = PD"P~!. On commence par

calculer P! :
4 -2 -1
L _
P = 1 3 1].
Sl2 1 3

1 0 O
On remarque ensuite que pour tout n € N, D" = (0 1 0 ) Apres calcul, pour tout
0

0 2"
nelN,
) 7-2ml 142" _34+3x2"
A”:g 2-2™l 440" _343x2"
4-2" 242" _143x2"!

Solution6 -

1. (a) Supposons que cette base existe.

1 1 0 1
axfo)=lo) 2= (1))
Alors, f(u) =uy et f(u) = uy +2up.

(b) Soient (x,y) € IRZ, alors

_ —-5x+3y
f(x,y)—(x,y)c»{ —14x+8y

< y=2x.

X —6x+3y
y —-14x+7y

Les solutions de cette équations forment ’ensemble
{(4,2) | L e R}.

Un candidat pour u; est donc (1, 2).
(c) Soient (x,y) € R?, alors

B =5x+3y = 1+2x
f(er/)—(l,z)‘f‘z(x;J’)@{ —14x+8y — 2+2y
-7x+3y = 1 _
{ _l4x+6y = 2 < -7x+3y=1.

8
Un candidat pour u, est donc (1, 5)'
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(d) u, et up ne sont pas colinéaires, donc (u;, u) est une base de R?.

On a f(u1) = u; et f(up) = uy +2uy, donc la matrice de f dans la base (u;, up) est
bien A.

2. Soient x,y,z € R3,

5x+y—-3z = 4x
gx,y,2)=4(x,y,2) © x+5y-3z = 4y
2x+2y-2z = 4z
x+y-3z = 0
@{ x+y-3z = 0 ©2x+2y-6z=0.
2x+2y-6z = 0

Deux candidats non-liés sont w; = (3,0,1) et w, = (0,3,1).
En posant ws = (1,1,2), ona g(ws) = (0,0,0). On note b = (wy, wa, ws).

3 0
0 3 =12,
1 1

N — =

donc b est une base de R®. On vérifie facilement que g(w) = 4wy, glwr) = 4w, et

g(ws) =0, donc
4 0 O
Mb(g)z(o 4 0).
0 00

1. En calculant A2, on trouve la matrice nulle. Or, A? est la matrice de f2 dans la base
canonique, donc f? est I'application nulle.

Solution7 -

X
2. Onrésout AX =0d'inconnue X = |y | € M3 (R).
z
x+y+z = 0
AX=«<— -3x-3y+3z = 0 < x+y-2z=0
—2x-2y+2z = 0
x = -A+u
N peRk, y = A — AL peR, (x,5,2) =A(-1,1,0) + u(-1,0,1)

z = U

Donc Ker(f) = Vect(u, v) avec u = (—1,1,0) et v = (1,0,1). Comme les deux vecteurs
mentionnés ne sont pas colinéaires, on en déduit que (u, v) est une base de Ker(f), qui
est donc de dimension 2.

D’apres le théoreme du rang, Im(f) est donc de dimension 1. Comme f(1,0,0) =
(1,-3,-2), on a que w = (1,—3,-2) est dans I'image. C’est un vecteur non-nul, donc
il forme une famille libre, qui est une base de Im(f) puisque Im(f) est de dimension 1.
Finalement, Im(f) = Vect(w).

3. On note e; = (1,0,0). On sait qu’alors, f(e;) = w, et donc f(w) = fz(el) =0, donc w €
Ker(f). On compléte la famille libre (w) en une base (w, ) de Ker(f). Comme e; n'est
pas dans le noyau de f, il n’est pas une combinaison linéaire de w et r, donc la famille
(w, 1, e1) est libre, c’est donc une base de R®, et la matrice de f dans cette base est bien
T.

Solution8 -

0 -2 2 0 2 0 0 2
L. @(E1)) = (_2 0 ), @(E12) = (0 _2), @(Ez,1) = (0 _2), @(E22) = (2 0)-
On en déduit la matrice de ¢ dans la base canonique de M3 (R) :

0 2 2 0
-2 0 0 2
A= -2 0 0 2

0 -2 -2 0

2. Im(A) est engendré par les colonnes de A. Or les colonnes C; et C, sont linéairement
indépendantes, mais C3 et C4 sont des combinaisons linéaires de C; et C,. Donc (Cy, C»)

est une base de Im(A) et donc Im(¢) = Vect ((_02 _02) , (3 _02))

D’apres le théoréme du rang, on obtient que dim(Ker(¢p)) = 4 —2 = 2. Or, on remarque

0 1 1 0
que (_1 0) et (0 1) sont dans le noyau de A. Comme ces deux vecteurs ne sont pas

colinéaires, ils forment une famille libre de Ker(A) et donc une base puisque Ker(A) est
de dimension 2.

1
On en déduit que Ker(¢) = Vect (14» (_01 0))

. (24 —2p (a  B) .
3. Soit M € Im(¢) N Ker(¢p). Alors M = (_2” —ZA) et M= (—ﬁ a) ou A, u, o, B sont des
réels. En identifiant les deux écritures de M, on trouve :

20 = «a a = 0

—2p = p B =0
, donc

—2p = =p y =0
21 = «a 6 = 0
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Donc M est la matrice nulle et Im(¢) N Ker(¢p) = {0}. Comme on a vu que dim(Ker(¢)) +
dim(Im(¢)) = 4 = dim(M>(R)), on peut en conclure que Ker(¢p) et Im(¢)) sont supplé-
mentaires dans M (R).

4. On calcule:

0o -2
@ ((_2 0 )) = @(—2E12—2E1) = -2(p(E12) + 9(E21))
-8 0 2 0

(o o= %

2 0
0 ((0 _2)) =@(2E1,1 —2E;5) =2 (p(E11) — 9(Ea))
0 -8 0o -2
(% )= )

=2) (2 0} (0 1)),
o)lo —2)*|-1 o))

Ainsi, la matrice de ¢ dans la base ((_02

0 4 00
-4 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O

Solution 9 - On pose respectivement B et C les matrices des familles B et C dans la base
canonique de R®.
1 2 3 3 5 1
B:(Z 3 7), C:(l 3 —1)
1 3 1 4 2 7
Alors, on remarque que

0 0 0 0 0 0
B~c|l2 -1 1]|~c|2 0o|=|2 0
1

1 1 -2 1 1 -1

Ainsi, B est de rang 3 donc B est une base de R>. De méme

0 0 0 0 0 0
C~C( 4 8 —1)~c 0 -1|= 0 -1
-17 -33 7 0 1 7 0 7

Donc C est de rang 3 et C est une base de R®.
En notant A la base canonique de R®, on peut écrire que B = P(A, B) et C = P(A,C). Donc,

B™'C=P(B,A) xP(A,C) = P(B,C)

La matrice recherchée est donc B~'C. Le calcul donne

-18 7 5 —27 -59 46
Bl=5 -2 -1, et B'C=| 9 17 0

3 -1 -1 4 10 -3
Solution10 -
1. Onaque
1 0 2 0 0 0 0
MB(B’):(O 3 —1)~c(o 3 —1)~c 0 0
1 -1 0 1 -1 -2 1 -7 -2
0 0
MpB)~c| 0 0
1 -2

Donc la famille B’ est de rang 3, c'est donc une base de E.

2. 1l suffit de lire les coefficients donnés par I'énoncé :

0 7 4
Mpp=|2 -1 2

0 6 6

3. Ils’agitici de changer de base d’arrivée, mais pas de base de départ. Ainsi, par la formule
de changement de base :

Mg (f) = P(B',B)"! x Mp 5(f)
(2 6
PB,B t=MgBY'==[1 2 -1|,donc
3 -1 -3
4 41 44)

1
MB/(f):?(4 -1 2
-2 4 -8
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Solution 11 - Soit B’ une base de E. Alors :

Mp (f) = (P(B,B") " x Mp(f) x P(B,B))
=(P(B,B)) "' x AL, x P(B, B')
=AMPB,BY) ! x P(B,B)
= AL,

Solution 12 -

1. Remarquons que pour tout k > n, fk =0.

Soient Ay, ...,1,-1 € K tels que

Aox+ A f0) +-++ Ao ) =0
En composant par f”_l, ona:
P Aox + A f) +- 4+ Ay £ ) = £77H0)
Aof" T+ A 1)+ + Ao A2 (x) = 0
Aof" M0 =0
Comme f”_1 (x) #0, 1o = 0. On recommence en composant cette fois par f”_z, ce qui
donne A; f"(x) =0 etdonc A; =0

De proche en proche, on en déduit que 19 = A, =--- = 1,1 =0, donc B est libre. De
plus, son cardinal est la dimension de E, donc B est une base de E.

0 1 (0)
M=
. 1
(0) 0

3. f"=0,donc M" = Mg(f)" = Mg(f™) = Mg[0)=0
Solution 13 -

2
1. M, NC(

1 _07), donc rg(g;) =2 et ¢ est bijective.

1 0 0 1 0 0
2. Mp~c|2 -3 -1|~c|2 -3 0], doncrg(p.) =3 etp; estbijective.
0 -1 1 0 -1 4

1 1
3. M3 ~c (0 (1) _01) ~Cc (0 (1) g), doncrg(gs) = 2 et 3 est surjective mais pas injective.

~c(1 5 —4)~¢c(1 0 0),doncrg(ps) =1 et g4 est surjective mais pas injective.

1 0
5. M5 ~c 0 0|, donc rg(gs) =2 et @5 n'est ni injective, ni surjective.
O -1 0
1 0 0 O 1 0 0
6. Mg ~c 1 -1 1|~¢ 1 0 0}, doncrg(pz) =3 et @, est surjective mais pas
2 0 2 20
1n]ectlve
1 0 O 1 0
1
7. M7 ~c 0 0 ~c 0 0 , donc rg(p7) = 3 et @7 est injective, mais pas
0 -1 1 0o 1 -1
1 0 -1 1 -1 0
surjective.
3 0 0 0
0 2 0 O
8. Mg ~c 01 3 ol donc rg(pg) = 4 et g est bijective.
0 0 0 3

Solution 14 - On écrit la matrice de f dans b la base canonique de R»[X].

f=1, fX=A+DX+1, f(XH=CA+3)X*-2X+2,

1 1 2
Myp(f)=10 A+1 -2 |].Alors,
0 0 21+3

f estun automorphisme < det(Mj(f)) #0

1 1 2
<0 A+1 -2 |#0
0 0 21 +3

< A+1)2A+3)#0

Donc f est un automorphisme de R, [X] si et seulement si A € R\ {—1, _? }

Solution 15 -

1. Soient P1,P, e R3[X] et A €R.
On effectue les divisions euclidiennes de P, et P, par X?— X +1. On note respectivement
Q1, Q2 les quotients et Ry, R, les restes de ces divisions euclidiennes. On donc R, Ry €
Ry [X].
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On a alors::

APL 4+ Py = AM(X2—X+1)Q1+R) + (X2 =X +1)Q2+ Ry)
= (X>-X+1)(AQ; + Q2) + (AR, + R»)

Par opérations sur les degrés, on a deg(AR; + R2) < 1. Ainsi, I'écriture obtenue ci-dessus
est la division euclidienne de AP; + P, par X% — X + 1. Par unicité de cette division, on a
bien

FAAP1+Py)=AR; + Ry = Af(P1) + f(P2)

Donc f est linéaire.

2. On détermine les images des vecteurs de la base canonique par f :

f=1, fX=X, [fXH=Xx-1

car X?> =1x (X?>- X +1)+ X —1Enfin, on effectue la derniere division euclidienne et on
trouve :

XC=X+DX*-X+D-1, fx>=-1

Ainsi, la matrice de f dans la base canonique de R3[X] est

1 0 -1 -1
01 1 0
A= 0 0 O 0
0 0 O 0

Si P € R3[X], alors f(P) est de degré inférieur a 1, donc il est son propre reste lors de la
division par X*— X +1, c’est-a-dire que f(f(P)) = f(P). On en déduit que f? = f et donc
que f est un projecteur.

3. On a immédiatement que Im(f) < R;[X]. De plus, pour tout P € R[X], on a f(P) = P,
donc P € Im(f). On en déduit que R; [X] < Im(f). Donc Im(f) = R, [X].
On en déduit que Im(f) est de dimension 1 et le théoreme du rang nous indique que
Ker(f) doit étre de dimension 2.
Vu la définition de f, on a bien stir que f(X?> - X +1) =0 et que f(X(X>— X +1)) =0.
Comme X? - X +1 et X* - X* + X sont des polynomes non-nuls de degré distincts, ils
forment famille libre (et donc une base de par la dimension de '’espace) de Ker(f).
Finalement, f estla projection sur R; [X] parallelement a
Vect (X% - X +1, X% - X? + X).

Solution 16 - En faisant le calcul de A%, on trouve que A%. On en déduit que f = f et
donc que f est une symétrie que R3[X]. Ses éléments caractéristiques sont donc Ker(f —1d)
et Ker(f +1d).

On effectue un pivot sur les lignes de A +14 (rappelons que les opérations sur les lignes pré-
servent le noyau.

10 -1 1 10 -1 1
02 2 2| lo 2 2 -2
Atli~ilg 5 2 2o 0 o0 o
02 2 -2/ oo o o

Avec cette derniére matrice, il est facile de trouver son noyau, et on trouve
-1

Ker(A +1y) = Vect , dott Ker(f +1d) = Vect (-1 - X + X2, 1+ X + X°)

1
-1 1
1|0
0 1

On fait de méme avec A—1y4 :

-1 01 -1 -1 01 -1
At+l~L 0 0 0 O - 0 0 0 O
0 2 0 -2 0 2 0 -2
0 2 0 -2 0O 0 0 O

La encore, on peut facilement déterminer le noyau de cette matrice en résolvant un systeme,
et on obtient :
-1

Ker(A—14) = Vect

1
0
) , dott Ker(f —Id) = Vect (1 + X%, -1+ X + X°)
0

1
1 0

1
On en déduit que f est le projecteur sur Vect(—1—X +X%,1+X +X3) parallélement a
Vect (1+ X2, -1+ X+ X3).

Solution 17 -
1. Ona

— W N

- o[5]e

S~ N W
(S}
=
\V]

donc rg(A) = 3 et le théoréeme du rang assure que dim(Ker(A)) = 0. Ainsi Ker(A) = {0} et

1\ (3) (3
2 1 2
Im(A) = Vect 3’lol’]1
1 1 0
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2. Ona
2 11 1 0 -3 -1 [1 0 -3 -1 [1
0 110 0 1 1 0 0 1 0
2 10 1|70 -3 =2 1|7% 0o o -1 o
2 10 2 1 0 2 1 0
0 -2 0
o 1 0
"lo 0 0
1 0 0
2\ (1) (1) (1
B B of [1] [1][o]|_ .4
donc Ker(A) = {0} et Im(A) = Vect 2], 1 0), 1 =R
1) \2) \1) \o
3. Ona:
11 11 11
1 2 4|~|0 3[~c| 0 3 |,
1 39 0 2 8 0 0
donc Ker(A) = {0} et Im(A) = R3.
4. Ona
1 1 a 1 1 a
1 1 a l~ 0 0 a—1 —-a+1
1 a 1 1| Yo a-1 0 —a+1
a 1 1 1 0 -a+1 -a+1 -d®+1

(a) Supposons a # 1. Alors

1 1 a

0 a—1 —-a+1
a—1 0 -a+1
—a+1 -a+1 -a*+1

0
0
0
1 1 a
0
0
0
0
0
0

N 0 a—1 —-a+1
L a—1 0 —a+1
—a+1 0 —a®—-a+2
1 1 a
0 a—1 —a+1
~L

a—1 0 —a+1
0 0 —a®>-2a+3

i. Supposons —a®-2a+3#0 (Cest-a-dire a € R\ {1, -3}). Alors, on peut choisir

le coefficient —a?® — 2a + 3 comme pivot et Ker(A) = {0}, Im(A) = R*.
ii. Sia=-3, alors

1 1 a
A~ 0 0 a—1 —a+1
Mo 0 —a+l
0 0 0 0
-a—2
1
et 'on obtient Ker(A) = Vect 1 et
1
1 1 1
1 1 a
Im(A) = Vect e lal s
a 1 1
(b) Sia=1,
1 1 1 1
0 0 0 O
A~1lo 0 0 o
0 0 O

S -

0
-1 -1 -1
0
d’ou1 Ker(A) = Vect , 1o et Im(A) = Vect
1

oS = O
oS o O -

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



