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EXERCICES — CHAPITRE 28 I

Exercice 1 (¥) — Montrer que les applications suivantes sont linéaires.
Déterminer une base de leur noyau et de leur image.

h: M31R) — M1 (R)

1. (xl) (x1 —XZ+X3)
xZ —
X1

X3

for Mgi1® — M;s1(R)
X x+z
2.
z 2x+2z
fi: MR — M;31(R)

B 1

-X+2y

fir Msi® —  Mi[®)
4. *
(yJ —  (3x-y+22)

¥4

5. f5:R* - R3etV(x,y) e R?
f(x,y) =(x+y,x-y2x+2y)
6. f5:R—R3etV(x,y2) R’
f6l(x,1,2)=(x+y+2z,x+y+2,-2x—-2y—22)
7. friRE R etV(x, y,2) eR®,

f((x%,9,2)=(x+2y+32,x+3y+52,x+4y+72)

Exercice 2 (¥) - Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires?
Pour les applications qui sont linéaires, déterminer leur noyau, dire si elles injectives.

f: R — R? , g R — R, h:C — R ,
X2 — X-yy—-2 (x,y) — xy z +~—— Re(z)
k: R3[X] — R ¢: {ueR|uconverge} — R
P — (P(0),P'(0),P"(0) (Un) neN —  lim u,
n—+oo
p: RIX] — RX] ¢g: v — cM r: C'® — C'®
P — p? (Undnen —  (Un+1)neN f _ f""f,

Exercice 3 (%) - Pour les applications ci-dessus, montrer qu’elles sont linéaires puis déter-
miner leur noyau et leur image.

Q1 R? — RN @2: E — My ()
(a,b) — (a2"+Db(=3)")nen " Uy Uy
us u

OUE={ueCV|VneN, uyo=2up+ +3u}

p3: Mo®) — R3[X]

(‘Cl Z) e AP X2+ b+ X+2) X=X —3) +d(X3—2)
R — R
@1: CO®) — C'®) ougs(f): * ¢
x — f®e'dt
— o))
f Qa(f RIX] — R[X]O

Exercice 4 (¥) — Montrer que u: P — P0)X*+P1)X estunendomorphisme de
R[X] et déterminer son noyau. Montrer que son image est Vect(X, X 2).

Exercice 5 (W) - Soitgp: C'®R) — C'(R) .

f — f'+cosxf
Montrer que ¢ est linéaire, déterminer son noyau et son image.
Est-elle injective ? Est-elle surjective?

Exercice 6 (¥) — Soit E = M3, (R) et soit (e1, e, e3) sa base canonique.
Soit f 'application de E dans E telle que :

V(x,y,2) € R® f(xe1 +yes + ze3) = yer + zex + xe3
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1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer fo fo f. En déduire que f est bijective et déterminer .

3. Soit g I'application de E dans E telles que :
YuekE gw)=f(w)—fof(uw

Montrer que g € L(E).

4. Déterminer une base du noyau et de I'image de g.

Exercice 7 (¥) - Soit E =R, [x] et f une application définie sur E par :
fP() = P(x)+(1-x)P'(x).

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Déterminer Im(f) et une base de Im(f).

3. Calculer f(Q)(x) ol1 Q(x) = x—1.

4. (&) En déduire Ker(f) et une base de Ker(f).

Exercice 8 (¥) — Soit A€ M>(R).
On définit I'application ¢ : M (R) — M (R) par:

VMe M2R), ¢(M)=AM.
1. Montrer que ¢ est une application linéaire.

. 1 2
2. Dans cette question, on suppose que A = (2 4).

(a) Déterminer une base Ker(¢) et une base de Im(¢).
(b) Lapplication ¢ est-elle injective ? surjective?

. 1 2
3. Dans cette question, on suppose que A = (2 1).

(a) Monter que ¢? s’'exprime en fonction de ¢ et Id (I'application identité de M, (R).

(b) En déduire que ¢ est bijective et calculer ¢!

Exercice9 (¥) — Soit E, F et G trois K—espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L(F, G). Montrer
que go f =0s5i, et seulement si, Im(f) < Ker(g).

Exercice 10 (#) — On dit qu'un endomorphisme u d'un espace vectoriel E est nilpotent lors-
qu'il existe un entier p € N tel que u” =0.

1. Si E # {0g}, u peut-il étre bijectif?

2. Soit # un endomorphisme nilpotent. Montrer que pour tout x € E, si u(x) # 0, alors u(x)
n’est pas colinéaire a x.

3. Soient u et v deux endomorphismes de E nilpotents qui commutent. Montrer que u+ v
est nilpotent.

Exercice 11 (&) — Soient E, F,G trois [K—espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G). Dé-
montrer que :
Ker(f)cKer(gof) et Im(gof)cIm(g).

Exercice 12 (#) — Soit E un K—espace vectoriel et f € L(E).

1. Montrer que Ker(f) c Ker(fz) et que Im(fz) cIm(f).

2. Montrer que Im(f) nKer(f) = {0} < Ker(f?) c Ker(f).
3. Montrer que E = Im(f) + Ker(f) < Im(f) c Im(f?).
4

. En déduire que si E est un espace de dimension finie et rg(fz) =rg(f), alors Im(f) et
Ker(f) sont supplémentaires dans E.

Exercice 13 (%) - Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. On suppose
que f et g commutent c’est-a-dire que fog=go f.
Montrer que le noyau et 'image de f sont stables par g c’est-a-dire que

gker(f)) cker(f) et g(Im(f)) cIm(f).

Exercice 14 (¥) — Montrer que les applications suivantes sont des isomorphismes :

Mo®) — Ma(®)

. Mn,p(q:) I Mp,n(c) .
: Wi (; 2)M_,(M)(; 2)

Ui M — MT

1 1

On rappelle que (M) note la somme des éléments de la diagonale de M et on pourra com-
mencer par montrer que ‘est une application linéaire.

b RelX] — R e R — R
S P — (P(M,PO,PL) ' (2 — GBx+y-z,2x-)2x-2)

Exercice 15 (#) — Soit n € N. Soient xy, x1,..., X, des complexes deux a deux distincts. Pour
tout k € [0, n], on pose

noX—x;
Py = H

i=0 Xk — Xi

i#k

1. Soit k € [0, n]). Vérifier que Py € K,[X] et calculer Pi(x;) pour tout j € [0, n].
2. Montrer que (Pg) ie[o,] €St une base de K, [X].
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3. Soit P € K, [X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (Py) kefo,n] €N fonction
des nombres P(xy).

KH[X] . Kn+1

4. Montrer que 'application T : _ ~ -
que tapp P~  (P(x),Bx1),..., P(xn))

est un isomor-
phisme. Déterminer sa réciproque.

Exercice 16 (#) — Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3. Soit # un endomorphisme

non-bijectif de E tel que u> + u = 0.

1. Montrer que pour tout y € Im(u), ona uz(y) =-J.

2. Montrer que ker(u) & Im(u) = E.

3. Soit a € Im(u) tel que a # 0g. Montrer que (a, u(a)) est libre. Déterminer le rg(u).
Exercice 17 (¥) — On se place dans R3. On considére P le plan d’équation x— y+z =0 et la
droite D = Vect((1,3,1)).

1. Justifier que P et D sont supplémentaires dans R®.

2. Onnote p la projection sur P parallelement a D et s la symétrie par rapport a P paralle-
lement a D.

Pour des réels x, y, z quelconques, donner des expressions de p(x, y, z) et s(x, ¥, 2).
Exercice 18 (#) — On considere I'application suivante
v: R3[X] — R3[X]
1
P — E(P(X)—P(Z—X))
1. Montrer que ¥ est un endomorphisme de R3[X].

2. Trouver une base du noyau puis de I'image de y. Quel est le rang de v ?

3. Déterminer . Que peut-on dire de 'image et du noyau de 2
R - R
Exercice 19 (¥) - Soit f: 1 .
(x,,2) = §(x—2y—22,—2x+y—2z,—2x—2y+z)

Lapplication f est un endomorphisme de R®.
Montrer que f est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.

Exercice 20 (#) — Soit E un [K—espace vectoriel et p, g deux projecteurs de E. Montrer que :
poq=p < Ker(qg)cKer(p) et poqg=qg < Im(q)cIm(p).

Exercice 21 (&) — Soit E un K—espace vectoriel, f € L(E) et p un projecteur de E. Montrer
que po f = fopsi, et seulement si, Im(p) et Ker(p) sont stables par f.

Exercice 22 (&) — Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u, v deux
applications linéaires de E dans F.
1. Montrer que Im(u + v) < Im(u) +Im(v).

2. Montrer que
Irg(w) —1g(v)| < rg(u+v) <rg(w) +rg(v).

3. On suppose que E = F, que u + v est inversible et que uov =0.

(a) Montrer que Im(v) < Ker(u).
(b) En déduire que rg(u) +rg(v) < dim(E).
(c) Montrer que rg(u) +rg(v) = dim(E).

Exercice 23 (#) - On considere I'espace vectoriel des fonctions de classe C*™° de R dans R, le
sous-espace vectoriel F = Vect(cos, sin, exp).

1. Montrer que pour tout f € F,ona f’ € F.
2. On définit 'application¢p: F — F
f — f”-
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
(b) Déterminer @ o .
() Quelle estla nature de ¢? On précisera ses éléments caractéristiques.
(d) Donner l'expression des deux projections associées a ¢.

Exercice 24 (¥) - c —
Dans C considéré comme R-espace vectoriel, on pose p :

Z —_—

N— O
N |~
n|

1. Montrer que p est un endomorphisme de C.

2. Montrer que p est un projecteur. Déterminer ker(p) et Im(p).
Exercice 25 (¥) — Quel est 'ensemble des polynémes P € R3[X] tels que P2)=P(1)=1?

Exercice 26 (%) — Soit a € C. Montrer que {P eC[X]| Pla)= 0} est un hyperplan de C[X]
et en déterminer une base.

Exercice 27 (#) - Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et H; et H, deux
hyperplans distincts de E. Calculer dim (H; N H).

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!
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