Maths 2025/26

TD 28— Applications linéaires

MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 28 I

Solution1 -

X1 N
1. Commencons par montrer que f; est linéaire. Soient X = (X2) eM31R), Y = (yg

X3 V3
X1 N
fl(/IX+Y)=f1 A X2 |+
X3 V3

_(Ax1+y1—Ax2+y2) +Ax3+¥3
a Ax1+n

Ms 1R et LeR:

_ )L(xl—x2+x3)+y1—y2+y3
- Ax1+n

:A(xl—xz+x3)+(J’1—J/2+J’3)

X1 N
=AfX)+ f(Y)
Ainsi l'application f; est bien linéaire.
X1
Déterminons son noyau. Soit X = | x» | € Ker(f;), on a alors :
X3

X1 — X2+ X3| _ 0
X1 —lo
On obtient alors les équations x; — x» + x3 = 0 et x; = 0. Ainsi

x1 =0 Et xp = x3.

Ainsi

X1 0 0
Ker(f1) = (xg) eEM31(R) | x1=0Etxs=xp p = (xg) | xo €R :Vect((l)).
X3 X2 1

)E

Le noyau de f; est engendré par un unique vecteur non nul, la famille est donc libre et

0
génératrice et une base du noyau est donnée par : ((1) )
1

1 0 0
Déterminons 'image de f;. La famille (e, ez, e3) = ((0) , (1) , (0)) est une base de

M3, (R) donc:
tmf) =Veet (f(en).fe i) = Vet (1), '] o)) = veet( (1] o)

La famille ((}),((1))) engendre 'image de fj, c’est donc une famille génératrice de

I'image. De plus, elle est composée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre.
C’est donc une base de 'image.

X1 X2
2. Commencons par montrer que f> est linéaire. Soient X; = ( yl) eMs31(R), Xo = ( yg) €
<1 22

M3'1(|R) etleR:

X1 X2
LAX1+X2)=fo| Ay +]| )2
21 Z2

/1x1+x2+/1z1+z2

= AX1+Xz—(Ay1 +y2)
20A0x1+x2) +Az1 + 22
( )L(x1+zl)+x2+z2 )

Axi—y)+x2-y2
A2x1+21)+2x2+ 22

=Afa(X1) + f2(X2)
Ainsi f, est bien une application linéaire.
b
Déterminons son noyau. Soit X = ( y) eKer(f2),ona: f>(X) = 0soit le systéme :
z

|
o o

X + zZ =
X -y =
2x + z 0
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On échelonne le systéme Ly — Ly — L) et L3 — L3 —2L;, on obtient :

|
(=}

On obtient z=0, y =0 et x = 0. Ainsi Ker(f,) = {03,1}.

1 0
Déterminons l'image de f,. La famille (e, ez, e3) = ((0) , (1) , (0)) est une base de
0

M31(R) donc:

1\ (0) (1
Im(f2) = Vect(f2(e1), f2(e2), fo(es)) :Vect((l) , (—1) , (0))
2

2 0 1
Im(f). Il reste a montrer qu’elle est libre.
Soit (A1,A2,13) € R tel que

SRR

On obtient alors le systeme :

1 0 1
La famille ((1) , (—1) , (O)) engendre Im(f,), c’est donc une famille génératrice de

Il
—_
(==l
N —

M + A3 = 0
M- A = 0
20 + A3 = 0

On échelonne puis résout le systeme et on obtient 1; = 1, = 13 = 0. La famille de vec-
teurs est donc libre, puisqu’elle est génératrice de Im(f>), c’est bien une base Im(f5).

3. Commencons par montrer que f3 est linéaire. Soient X; = (;l) e My 1(R), Xp = (;2) €
1 2

MyiR)etAeR:

BAXI+X) = f3 (1 (;2) + (;Z))

( Axy +X2+Ay1 + )

2(Ax1 +x2) = (Ay1 + y2)
—(Ax1 + x2) +2(Ay1 + y2)

( )L(x1+y1)+x2+y2 )

ARx1—y1)+2x2—¥>
AM=x1+2y1) = X2+ 2y

=Af3(X1) + f3(X2)

Ainsi f; est bien une application linéaire.

Déterminons son noyau. Soit X = (;) e Ker(f3),on a: f3(X) =0 soit le systeme :

x + y =0
2x -y 0

-x + 2y 0

On échelonne le systéme Ly — Ly —2L; et L3 — L3 + L, on obtient :

x + y =0
- 3y = 0
+ 3y = 0

On obtient y =0 et x = 0. Ainsi Ker(f3) = {02,1}.
Déterminons 'image de f3. La famille (e, e2) = (((1)) , ((1))) est une base de M3 ; (R) donc:

1 1
Im(f3) = Vect(f3(e1), f3(e2)) = Vect (( 2 ) (—1))

-1 2

1 1

La famille (( 2 ) , (—1)) engendre Im(f3), c’est donc une famille génératrice de Im(f3).
-1 2

De plus, elle est composée de deux vecteurs non colinéaires, elle est donc libre. C’est

donc une base de Im(f3).
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X1 X2
4. Commencons par montrer que f; est linéaire. Soient X3 = [ y1 | e M31(R), Xo =|y2 | €
21 22
Mgll(R) etleR:

X1 X2
JiAX1+Xo)=fo| Ay |+] )2
21 Z2

= (3(/1)61 + .X,'2) — (/lyl + yg) +2(AZI + Zg))
= ()L(le —Y1+t2z21)+3x2— )2 +222)

= Af3(X1) + f4(X2)
Ainsi f; est bien une application linéaire.
X
Déterminons son noyau. Soit X = (y) eKer(fy),ona: f4(X) =0soit:
z
3x—-y+2z=0
ie.
y=3x+2z
Ainsi

X X 1 0
Ker(fy) (y) | y=3x+2z = (3x+22) | (x,2) eR? :Vect((?)),(Z))
z z 0 1

1\ (0

La famille ((3) , (2)) engendre Ker(f;) c’est donc une famille génératrice de Ker(fs).
0 1

De plus, elle est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une

base de Ker(f3).

1\ [0\ (O

Déterminons l'image de f;. La famille (ej,ez,e3) = [[0],]1],[0]| est une base de
0 0 1

M3 (R) donc:

5. Montrons que 'application f5 est linéaire. Soient X; = (x1,y1) € R?, Xo =(x2,)2) € R? et
AeR,ona:
f5(AX1 +X2) = f5(A(x1, y1) + (X2, ¥2))
= fs((Ax1 + X2, Ay1 + ¥2))
=Ax1+ X2+ Ay +y2), Ax1 + X2 — (Ay1 + 12), 2(Ax1 + x2) + 2(Ay1 + 2))
= (Axy + Y1) + X2 + Y2, A(x1 — y1) + X2 — Y2, A(2x1 +2y1) +2X2 +2)2)
= Af5((x1, y1)) + f5((x2, ¥2))
=Af5(X7) + f5(X2)

Ainsi I'application f; est bien linéaire.
Déterminons le noyau de f5. Soit (x, y) € Ker(fs), ona: f5((x, y)) =0, on obtient alors le

systeme :
x + y =0
x -y =0
2x + 2y = 0
On a L3 = 2L; donc le systeme équivaut au systéme suivant :

x + y =0
x — y =0

On échelonne ce systéme : L, — L, — L1, on obtient :

x + y =0
- 2y 0

Ainsi x = y =0 et Ker(f5) = {Op2}.
Déterminons I'image de f;. La base canonique de R? est (e;, e2) = ((1,0), (0,1)), ainsi :

Im(f5) = Vect(fs(e1), fs(e2)) = Vect((1,1,2),(1-1,2)).

La famille ((1,1,2), (1 —1,2)) engendre Im(f5) et elle est libre car composée de deux vec-
teurs non colinéaires, c’est donc une base de Im( ;).

6. Montrons que I'application fg est linéaire. Soient X; = (x1, y1,21) € R3, Xo = (x2,¥2,22) €

[Riget)LER,ona:

Je(AXq +Xo) = fo(A(x1,y1,21) + (X2, V2, 22))
= fo((Ax1 + X2, Ay1 + y2, 21 + 22))

Im(f3) = Vect(fa(e1), falez), fales)) = Vect ((3), (-1), (2)) = Vect((1)) = (Ax1+ X2+ Ay1 + Y2+ Az1 + 20, Ax1 + X2+ A1 + Yo + Az1 + 22, —2(Ax1 + X2) = 2(Ay1 + y2) —2(A

= (/1(x1 +y+ Zl) +X2+ )2+ Zz,/l(xl +y+ Zl) +X2+ )2+ Zg,l(—le — 2y1 — 221) —2X2 —2y2 -2
= Afs(X1) + f5(X2)

engendre Im(f3), c’est donc une famille génératrice de Im(f3). Cette famille est libre car
composée d'une unique vecteur non nul, c’est donc une base de Im(f3).
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Ainsi I'application fg est bien linéaire. Echelonnons ce systéme, Ly — Ly — Ly et L3 — L3 — L1, le systeme équivaut au systeme
Déterminons le noyau de fg. Soit (x, y, z) € Ker(fs), ona: fs((x, y,2)) = 0, on obtient alors suivant :
le systéme : x + 2y + 2z = 0
X + y + z =0 y + 2z =0
{ x + y + z =0 2y + 4z =0
—2x - 2y - 2z =0 On remarque que Lz = 2L, donc le systéme équivaut a :

Ona L3 =-2L; et L, = L; donc le systéme équivaut au systeme suivant :

{ X + 2y + 3z = (:){ x = z
{x + y + z =0 y + 2z =0 y = -2z
Onadoncx=-y-zet Ker(fy) = {(x,7,2) €R® | x= 2,y =22} = {(2,-22,2) | z€ R}

_ 3 I S FE 2 Ainsi
Ker(fs) ={(x,y,2) eR’ | x=—y—z} ={(-y—2,,2) | (),2) eR*} Ker(fy) = Vect((1, -2, 1)).

Ainsi La famille ((2,2,0)) engendre Ker(f7) et elle est libre car composée d'un unique vecteur
Ker(fg) = Vect((-1,1,0),(=1,0,1)). non nul, c’est donc une base de Ker(f7).
La famille ((-1,1,0),(-1,0,1)) engendre Ker(f) et elle est libre car composée de deux Déterminons limage de f;. La base canonique de R® est (e, eze3) =
vecteurs non colinéaires, c’est donc une base de Ker(f). ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), ainsi :
Déterminons I'image de f;. La base canonique de R est (e, es,e3) = 3 3
((1, 0’0), (O, 1’0)’ (0,0’ 1)), ainsi : Im(f7) - VeCt(f7(€1),f7 (62), f7(63)) - VeCt((]-; 1; ]-)y (2y3’4)r (3; 5» 7))
Im(f5) = Vect(fs(e1), fi(e2), fs(es)) = Vect((1,1,-2),(1,1,-2), (1,1,-2)) = Vect((1,1,~2)). On remarque que 2e; - e = ¢3 donc

La famille ((1, 1, —-2)) engendre Im( f) et elle est libre car composée d’'un unique vecteur Im(f7) = Vect((1,1,1), 2,3,4)).

non nul donc c’est une base de Im(fs). La famille ((1,1,1),(2,3,4)) est génératrice de Im(f7) et elle est libre car composée de

7. Montrons que I'application f; est linéaire. Soient X; = (x1, y1,21) € R®, Xp = (X2, 2, 22) € deux vecteurs non colinéaires, ainsi c’est une base de Im(f).

R*etAeR, ona: Remarque : Si on ne voit pas une combinaison " a l'oeil " des 3 vecteurs
((1,1,1),(2,3,4),(3,5,7)), on peut la trouver en cherchant (x, y, z) € R3 tels que x(1,1,1) +
[iAXy + Xo) = fr(Alx1, y1, 20) + (X2, ¥2, 22)) ¥(2,3,4) + z(3,5,7) = (0,0,0). Cela revient a résoudre le méme systeme que pour la dé-
= f1((Ax1 + X2, Ay1 + y2,Az1 + 22)) termination du noyau.
= (/1)(,'1 + X2 + 2(/1)/1 + y2) + 3(/121 + 29), /1)61 + X2 + 3(/1)/1 + yg) + 5(/121 + 29), /1)61 + X2 + 4(/1)/1 + yggxlzl(t/}ghEZZD

= 2 2 A , 4 4
Ax1+2y1+321) + X2 +2y2 + 322, A(x1 +3y1 +521) + X2 + 32 + 522, A(x1 +4y1 + 721) + X2 |+ y21+.7SZ(%1)ent (x,y,z),(x',y’,z')E[I'\PB,]LE[I'\P.Alors
=Af7(X1) + f7(X2)

fAx, 2+, Y, 20 = f(Ax+x Ay +y,Az+2")

Ainsil'application f7 est bien linéaire. =Ax+xX -Ay—y Ay+y —Az-2)

Déterminons le noyau de f7. Soit (x, y, z) € Ker(f7), ona: f7((x, y,z)) = 0, on obtient alors AR
le systéme : =AMx-yy-2+x -y,y —z)

x + 2y + 3z =0 =Af(x 2+ f(x,y,2)
x + 3y + 5z =0
x + 4y + 7z = 0 Donc f estlinéaire.
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Soit (x,y,2) € R3. Alors

(x,y,2) eker(f)
iffx-y,y-2)=(0,0)

iffaleR, (x,y,2) =A(1,1,1)
< (x,y,2) €Vect((1,1,1))

Donc ker(f) = Vect((1,1,1)). f n'est pas injective.

. g(2.(1,1)) =g((2,2)) =4 #2=2.g((1,1)), donc g n'est pas linéaire.

. Ici, on parle forcément de R-espaces vectoriels, puisque 'espace d’arrivée est unique-
ment un R-espace vectoriel.

Soient z,z' € C et A € R. Alors,

h(Az+zZ)=Re(Az+72)
= ARe(z) + Re(z)
=Az+7

Donc h est linéaire.
zeker(h)
if fRe(z) = 0. Donc ker(h) = iR. h n’est pas injective.

. Soient BQeR3[X] et LeR.

k(AP+Q) = ((AP+Q)(0), AP'+ Q") (0), AP" + Q") (1))
=A(P(0),P'(0),P"(0)) + (Q(0),Q'(0), Q" (0))
= Ak(P) + k(Q)

Donc k est linéaire.

Soit P = aX> + bX? + cX +d € R3[X].
P'=3aX*+2bX +cet P" =6aX +2b

P e ker(k)

iffP(0)=P'0)=P"(0)=0

iffb=c=d=0

if fPeVect(X?).

Donc ker(k) = Vect (X?). k n’est pas injective.

. Soient u et v des suites réelles convergentes, A un réel, alors, on sait que Au+ v converge
vers Alim u +lim v. Autrement dit,

CAu+v)=A0(u)+£4(v).

Donc ¢ est linéaire et ker(¢) est 'ensemble des suites qui convergent vers 0. £ n’est pas
injective.

. pn'estpaslinéaire. p(2 x1) =4 #2p(1).

7. Soient u, v € CV et A € C. Alors, la suite w = Au + v est définie par w, = Au, + v, pour

tout n € N.

Ainsi, pour tout n €N, (q(W)),, = Wpi1 = Aps1 + Vpe1 = AG))n + (g (V) p.
D’ou g(Au+v) = Aq(u) + qg(v). Donc q est linéaire.

Soit ue CV. Alors,

ueker(q) <= VneN,u,:1 =0
— u=(uy0,0,...)

—> u=1uy(l,0,0,...)

Donc ker(u) = Vect (a) ou a est la suite telle que ay = 1 et a,, = 0 pour tout n > 0.
u n'est pas injective.

. Soient f et g des fonctions réelles de classe C' et A € R. Alors,

TA+8) =Af+Q+Af+g) =Af+f+(g+g)=Ar(fH+r(g)
Donc r est linéaire.
feker(r) < f+f =0 < J1eR, VxeR, f(x)=Ae™*

Donc ker(r) = Vect(h) ot h: t— e L. r n’est pas injective.

Solution3 -
1. Soient (a,b), (a,b') e R? et A, pL € R. Alors

@1(Ma, b) + p(a, b)) = ((Aa+a)2" + p(Ab+b")(=3)") e
=A(a2" +b(=3)"),,cn+ 1 (a2" + D' (-3)")
= Ap1((a, b)) + pp:1 (@', b))

neN

Donc ¢, est linéaire.

Soit (a, b) € ker(¢g1). Alors, pour tout n €N, on a a2” + b(—3)" = 0. Donc, en particulier
pour n=0,onaa+b=0,donca=-betpour n=1,ona2a—3b=0,doul’on déduit
que -5b=0etdonca=b=0.

Réciproquement la suite nulle appartient bien a ker(¢;), donc ker(¢;) = {0}.
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D’apres 'expression de ¢, S(¢;) < Vect (((Zn)neN, ((—3)")n€N)). Donc ¢j3 est linéaire.
Réciproquement : (2") yeny = 91(1,0) et ((=3)") nen = 91 (0, 1). Donc (2") nen et (=3)") neny
sont dans Im(¢;). Comme Im(¢;) est un espace vectoriel, il est stable par combinaison M € ker(¢3)
linéaire et donc Vect (((2") nen, ((=3)") nen)) < Im(¢p1) iffos(M)=0
Par double inclusion Im(¢1) = Vect (((2™) nen, ((=3)™) nen)).-
2. Soient u,v € E, A, € C. Alors, ifflatb+d)X3+(a+c)X*+(b-c)X+(-a+2b—3c—-2d)=0
Aug + vy Aup +,uv2)
Au+v) =
P2+ ) (AusﬂtVs Auy + py a+b+d = 0
+c = 0
_ Uy U Vo U2 lff ,
_)L(us u1)+u(l/3 Vl) b-c = 0
-a+2b-3c-2d = 0
= A2 (u) + pp2 (v)
Donc ¢, est linéaire. d = 0
u € ker(gy) . a = -c¢
if fup=1u; = up = usg =0 Or, les éléments de E étant des suites récurrentes linéaires iff b = ¢
d’ordre 2, une suite de E dont les deux premiers termes sont nulle est la suite nulle. 0 = 0
Donc ker(¢p,) = {0}. d = 0
Soit A € Im(¢-). Alors, il existe u € E tel que A = ¢, (u). Alors, a = -A
iffaleR, b o= 1
A= Up 2u; +3uy —u 1 3+u 0 2 -
“\rwmrbuwy w )76 o771 c = 4
-1 1
Donc Im(¢,) < Vect (((é 3) ; (2 ?))) . Réciproquement, (é 2) et (g ?) sont les Donc ker(¢s) = Vect (( 1 0))
images des suites de E respectivement définies par up = 1 et u; = 0 et par u; = 1 et Donc dim(ker(¢3)) = 1 (Espace engendré par un unique vecteur non-nul). D’apres le
up = 0. Comme Im(¢,) est un espace vectoriel et est donc stable par combinaison li- théoréme du rang, on en déduit que
. 1 3\ (0 2 1 3\ (0 2
néaire, on a Vect s olilz 1lll€ Im(¢>) et donc Vect s olilz 1llI= Im(¢y). dim(Im(¢p3)) = dim(M; (R)) — dim(ker(¢p3)) =4—1=3.
!/ !/
3. Soient M = (a b) et M = (a’ b,) dans M3 (R) et A, u € R. Alors, Soit B la base canonique de R3[X]. Alors, Im(¢3) est engendré par les images des vec-
d ¢ d teurs de cette base. En calculant ces images, on obtient que :
@3 (AM + ) Im(¢3) = Vect (X> + X* -1, X3+ X +2,X* - X -3, X - 2)).
_ New3 L w2 3 Cette famille de 4 vecteurs engendre un espace de dimension 3. On va donc en extraire
=a+pa)(X ;— X-1)+Ab+pub)(X 3+ X+2) une famille libre a 3 vecteurs. Pour cela, on remarque que X?-Xx-3=X3+X’-1-(X3+
+(Ac+pc) (X7 =X =3)+(Ad + pd ) (X° - 2) X +2). Ainsi, X?> — X — 3 est une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille,
=2 [a(Xf‘ + X2 -1+ bXP+ X +2) + (X - X -3) +d(X> -2)] et!’on peut le retirer en gardant le méme espace engendré.
2 . 3 2 3 3 . P .
u [a’(X3 P XD+ X+ X+2) 4+ (X2 X —3)+d (O ~2)] On en déduit que (X° + X ‘ 1, X .+ X+2,)3( 22) est ur;e famille ggneratrlce de Im(¢3).
, Comme cet espace est de dimension 3, (X° + X“ -1, X° + X + 2, X° —2) est une base de
= Ap3(M) + pps (M) Im(¢3).
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4. Soient f, g€ C'R) et A, 1€ R, alors en utilisant la linéarité de 'intégrale, Vx € R,

<P4(/1f+ug)(x)=f0 Af(H)+pug(n)e' dt

:;Lf f(t)etdt+uf g(ne'dr
0 0
= Ap4()(x) + pepa(g) (x)

Donc @4 (A f + pg) = Apa(f) + 1pa(g) et ¢4 estlinéaire.

Soit f € ker(¢4). Alors, @4(f) est la fonction nulle sur R. Donc sa dérivée est aussi la
fonction nulle. Or ¢4 (f) est une primitive de ¢ — f(t) e!, donc, pour tout t € R, f (1) el =
0, d’'ou1'on déduit que f(f) =0.

Donc f est la fonction nulle et ker(¢4) = {0}.

on va montrer que Im(¢p,) = K= {f € C'(R) | f(0) = 0}.

Soit g € K. Alors g est dérivable. On pose h: t— g'(t)e”". h est continue.

Pour tout x € R,

<p4(h)(x)=f0 g’(t)e‘fetdt=f0 g'(ndr=[g]5 = gx)—g0) = g(x).

Donc ¢4 (h) = g et g € Im(¢p,). Donc K < Im(¢y).

Soit g € Im(¢y4). Alors il existe f € C°(R) tel que g = @4(f).

g est la primitive d’une fonction continue, donc est de classe C. De plus, ¢’est la primi-
tive qui s’annule en 0, donc g € K. Donc Im(¢p4) < K.

Par double inclusion, Im(¢p4) = K.
Solution4 - Soient P, Q € R[X], A, u € R. Alors,
U(AP+Q) = (AP +pQ)(0) X* + (AP + uQ)(1) X
=AP0)X?+uQO0) X2+ AP() X + Q) X

= AMPO)X*+P(1)X) +p(Q0)X* + Q(1)X)
=Au(P) + pu(Q)

Donc u est linéaire. Comme ses espaces de départ et d’arrivée sont les mémes, il s’agit d'un
endomorphisme de R[X].

Peker(w)if fPO)X>+P(WXiffP0)=P1)=0iffX(X-1)|P

Donc ker(u) = {X(X-1)Q| Q e R[X]}.
Pour tout P € R[X], u(P) est une combinaison linéaire de X et X2, donc

Im(u) < Vect (X, X?).

Réciproquement, X = u(X) et X?=u( —X),donc X et X? sont dans Im(x). Comme Im() est
stable par combinaison linéaire, Vect (X, X?) < Im(u) et par double inclusion, Vect (X, X?) =
Im(u).

Solution5 - Soient f,geC'(R), A, ueR.

PAf+ug)=Af+ug) +cosx(Af+pug)
=Af'+ug +Acosxf+pucosxg
= A(f"+cos x f) + u(g' +cos xg)
=Ap(f) +pp(g)

Donc ¢ est linéaire.

f eker(p)

ifff +cosxf=0.Doncle noyau de ¢ est I'ensemble des solutions de I'équation différen-
tielle y’ + cos xy = 0. Donc

ker(¢) =Vect(h), avec h: I]f . ;Rfsin(t) ’
ker(¢) n’est pas {0}, donc ¢ n’est pas injective.
Soit f € C°(R).
felm(p) < 3geC'(R), g +cosxg=f.
On a vu dans le cours sur les équations différentielles que 1'équation y’ +cosy = f avec f
continue posséde des solutions, donc il existe g dérivable sur R telle que g’ + cosxg. On a
alors g’ = f —cos x g, donc g’ est continue et g est de classe C' (R), d’ot1 ¢(g) = f.
Donc f € Im(¢p) et Im(¢p) = C°(R).
Donc ¢ est surjective.

Solution6 -
1 0\ (0
1. Labase canonique de M3 (R) vaut (e, e2,e3) =[[0],|1|,[0]|. Ainsi:
0/ \0J \1
X y
flxer+yes+zes)=f||y|| Et yei+zes+xe3=|z
z x
x
Ainsi 'expression de f est donnée pour tout | y | € M3 (R) par:
z

()
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Montrons maintenant que f est linéaire. X
X1 Xy Posons alors (x, ¥, 2) € R3 tel que u = | y |, résolvons le systeme fo f(u) =u:
Soient X; = (yl) eM31(R), Xo = (yg) eMsz 1R etAeR: z
4 Z2
zZ = X —-X z =0
f) [ {Xfy<=>{x—y -0
fAXi+X)=f|Alyi|+]|» y = z y - z =
21 22 Echelonnons-le, L, — Ly + Ll,ona:
Ay1+yo —x z = 0 _
= /121 + Zz) -y 4+ z = 0 == { -x z : 8
Ax1+ X0 y — z = 0 -yt Es
=Af XD+ f(X) Ainsi y=zet x=zavec ze R.Onadonc:
Ainsi f est bien linéaire. z 1
X Ker(g)z{(z) |Z€R}=V€Ct((l))
. Soit X = (y) e M3 (R), ‘ '
z

rsm (A

Ainsi fo fo f =1dg. Lapplication f est donc bijective et f ! = fo f.

. Commencons par remarquer que f o f est linéaire car c’est la composée de deux appli-
cations linéaires. Montrons maintenant la linéarité de g. Soient (u, v) € Fetle R,

gAu+v)=fAu+v)—fo f(Au+v)
=AfW+fw)—Afof(u)—fof(v) parlinéaritéde fetde fof
=AfW - fof)+fw)—fof(v)
=Ag(w)+gW).

Ainsi g € L(E).

. Déterminons le noyau de g. Soit u € Ker(g) alors g(u) = 0 soit

fw)=fof(w

composons cette égalité par f, on obtient :

fof(w=u.

1

La famille ((1)) engendre Ker(g) et elle est constituée d’'un unique vecteur non nul,
1

elle est donc génératrice et libre, c’est une base de Ker(g).

Déterminons I'image de g.On a:

Im(g) = Vect(g(e1), g(e2), g(e3)).

Or

gler)=flen)—fofler)=e3—fles) =es—ez
et

glex)=f(ex)—foflex)=e—f(er)=e1—es3
et

gles)=f(es)—fof(es)=er—flex) =ex—e1

On remarque que g(e;) + g(ex) = e; —ex = —g(e3), ainsi:

0 1
Im(g) = Vect(es — ez, €1 — e3)Vect ((—1) , ( 0 )) .
1 -1

0 1

La famille ((—1) , ( 0 )) engendre Im(g) et est composée de deux vecteurs non coli-
1 -1

néaires, c’est une base de Im(g)
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Solution7 -

1. Soit P € E alors deg(P) < n donc deg(P") < n—1. Or deg(x —1) = 1 donc d’apres les
propriétés sur les degrés, deg((x — 1)P’) < n. De nouveau d’apres les propriétés sur les
degrés,

deg(P + (x—1)P") < max(deg(P),deg((x—1)P")) < n.
Ainsi f(P)e Eetonabien f:E—E.
Montrons que f est une application linéaire. Soient A € R et (B Q) € E2, ona:

FAP+Q) = AP+ Q)(x) + (1 - X)(AP+ Q) (x)
=AP(x)+Qx)+ (1 -x)(AP'+Q")(x) parlinéarité de la dérivation
=AP(x)+ (1 - x)P'(x)) + Q(x) + (1 - x)Q' (x)
Af(P) + f(Q).

Ainsi f est bien une application linéaire et comme f : E — E, f € L(E).

2. Lafamille (1,x,...,x") est la base canonique de R, [x] donc :
Im(f) = Vect(f(1), f(x),..., f(x™).
Or f(1) =1letpour pe[1,n], f(x")=x"+(1 —x)pxP1=1-p)x” +px"~!.Onadonc:
Im(f) = Vect(1,1,—x?+2x,...,(1-m)x"+nx""1) = Vect(1, - x*+2x,..., 1-n) x" +nx" ).

La famille (1, —x% +2x,...,(1 — n)x" + nx""!) engendre Im(f), elle est donc génératrice
de Im(f). De plus, elle est non nulle et échelonnée en degré, elle est donc libre et c’est
une base de Im(f).

3. On calcule et on obtient f(Q)(x) =0.

4. D’apres le calcul précédent, on peut affirmer que Q € Ker(f) donc Vect(Q) < Ker(f) car
Ker(f) est un espace vectoriel. Montrons I'inclusion réciproque.
Soit P € Ker(f) alors f(P) =0.
Soit @ € Rune racine de P différente de 1, on a alors P(a) = 0 et]’égalité f(P) = 0 évaluée
en a nous donne : (1 - a)P'(a) =0. Comme «a # 1, on en déduit que P’ (a) = 0.
Dérivons ensuite I'égalité, f(P) =0, on obtient :

Px)+1-x)P"(x)-P'(x)=0
évaluons-la en a, on obtient :
Q-a)P(@)=0

Comme «a # 1, on en déduit que P”(a) = 0.
On conjecture donc que pour tout p € N, PP (a) = 0. On montre ce résultat par récur-
rence (qu'il faudrait rédiger en utilisant la formule de Leibniz pour I'hérédité).

Comme pour tout p €N, PP (@) =0, P est forcément le polynoéme nul.
Ainsi si P posséde une racine différente de 1, c’est le polynéme nul.
Supposons donc que P # 0, sa seule racine est donc 1, il existe donc p e N et C € R* tels
que:
P(x)=C(x—-1P.

On va montrer que p = 1. Comme P € Ker(f), on a f(P) =0 et donc pour tout réel x
Clx-1DP+Cl-x)px-1DP =0
soit en factorisant par C(x — 1)”,
VxeR, Ckx-1DPA-p)=0

Comme C(x—1)” #0, on en déduit que 1 — p =0 soit p = 1. Ainsi P = C(x— 1) € Vect(Q).
En conclusion, soit P = 0 soit il existe C € R* tel que P(x) = C(x —1). Ainsi dans les deux
cas, il existe A € R tel que P(x) = A(x — 1) € Vect(Q).
Conclusion, Ker(f) = Vect(Q).
Solution8 -
1. Soient A e Ret (M1, M>) € My(R),ona:

(,b(/ILMl + M) = A(AMl + M)
= A,AMI + AM>
= Ap(My) + p(Mz)

Ainsi ¢ est bien une application linéaire.

2. (a) Soit M= (? Z) e My(R),ona:

a+2c b+2d

PIM =19, ac 2b+4d)

Soit M € Ker(¢), alors ¢(M) = 0,. On obtient alors le systéme :

a + 2¢c =0
2a + 4c = 0
b + 2d = 0
2b + 4d = 0

On remarque que Ly = 2L; et Ly = 2L3, il équivaut donc au systéme suivant :

a+2€=0(:)a —-2c
b + 2d = 0 b = -2d
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Onadonc: or comme ¢ est linéaire, on a:
b -2c¢ -2d
Ker(¢)={(z d)eMz(IR)|a=—2cEtb=—2d}={( CC d )E./Vlg([R)Ha,d)EﬂRz} ¢o(¢—21d):31d<=>(po%((p_zm):[d
Onadonc: , . . o o1 1
—2 0\ (0 -2 L'application ¢ est bien bijective et ¢~ = 3 (¢p—21d).
Ker(¢p) = Vect 1 ol’lo 1

Solution9 - Sigo f =0:Soit y € Im(f). Il existe x € E tel que f(x) = y. g(y) = g(f(x)) =

La famille ((_2 0),(0 _2)) engendre Ker(¢), elle est donc génératrice de 0(x) =0, donc y € ker(g). D'olt Im(f) < ker(g).

1 00 1 Réciproquement, si Im(f) c ker(g). Soit x € E. Alors, f(x) € Im(f). Donc f(x) € ker(g), ce qui
Ker(¢). De plus, elle est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre. signifie que g(f(x)) = 0. Donc g(f(x)) = 0 pour tout x € E et go f est'application nulle.
C’est donc une base de Ker(¢). D’ou I'équivalence par double implication.

Soit (Eq,1, E1,2, E2,1, E2,2) 1a base canonique de M (R), ona:
Solution 10 -

Im(f) = Vect($p(Er,1), P(Er,2), (E2,1), P(E2,2)) =V€Ct((l 0) ) (0 1) ) (2 O), (0 2)) 1. Si u est bijectif, alors on peut p — 1 fois par sa réciproque et on obtient, u” o (u™!) =
’ ’ ’ ’ 2 0/)\0 2)°'\4 0)°\0 4 -1
Oo(u ), donc
Comme (2 0)—2((1 0) et (0 2)—2(0 1) ona: .
4 0o/ "2 0 0 4/ “lo 2) ) Or, si E n'est pas I'espace vectoriel trivial, 'application nulle n’est pas bijective. Absurde,

donc u n’est pas bijectif.
1 0) (0 1
Im(f) = VECt((z 0) ) (0 2)) . 2. Onnote p € N tel que u” = 0.

Soit x € E tel que u(x) #0. On a forcément x # 0. Supposons que x est colinéaire a u(x).

. 1 0)(0 1 ) Alors, il existe A € R tel que u(x) = Ax.
La famille (( ),( )) engendre Im(¢), elle est donc génératrice de Im(¢p).

2 0)'\0 2 Par récurrence, on montre alors que pour tout 7 € N*, u"(x) = A" x. Or, pour n = p, on
De plus, elle est formée de deux vecteurs non colinéaires donc elle est libre. C’est a uP =0, donc A’ x = 0. Comme x est non-nul, A” = 0, donc A = 0. On en déduit que
donc une base de Im(¢). u(x) =0, ce qui est absurde. Donc x n’est pas colinéaire a u(x).
3. Onnote p,q € N tels que u” = v7 = 0. Comme u et v commutent, alors par la formule
(b) Le noyau de ¢ n’est pas réduit au vecteur nul donc I'application ¢ n’est pas injec- du bindme de Newton, on a :
tive.
Lapplication n’est pas non plus surjective car I» n’a pas d'antécédent par ¢. En ef- q P (n) & ek
fet, la matrice A n'est pas inversible puisque 1 x 4 —2 x 2 = 0 donc il n’existe pas de (w+v)T= 1;0 k uwv
matrice M tel que AM = I, autrement dit I, ne possede pas d’antécédent par ¢. N
. 5 4
3. (a) Soit M € My (R), p*(M) = p(p(M)) = H(AM) = A>M. Or A% = (4 5) =2A+30,0n Pour k € [p, p + q], alors u” = 0, donc (’;) ukvk — .
adonc:
¢*(M) = 2A+3DL)M = 2AM +3M = 2p(M) + 31d(M). Pour k € [0,p], ona n—k > g, donc v" % = 0 et donc (Z) u*v"* = 0. Ainsi, tous les
. . 2 _
Ainsi ¢” = 2¢ + 31d. termes de la somme sont nuls et
(b) Partons de la relation ¢* = 2¢ +3Id, on a: (u+v)P*90
¢? =2¢+3ld = ¢$*>-2¢ =3Id = Po(p—2Id) =3Id Ainsi, u + v est nilpotent.

10
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Solution 11 - Soit x € ker(f). Alors f(x) =0. g(0) =0, donc g(f(x)) =0. Dol x € ker(go f)
etker(f) cker(go f).

Soit z € Im(go f). Alors il existe x € E tel que z = g(f(x)). en posant y = f(x), on a z = g(y).
Donc z € Im(g) et Im(go f) cIm(g).

Solution 12 -
1. Soit x € ker(f). Alors f(x) = 0 donc f(f(x)) = f(0) = 0 et x € ker(f?). D’ou1 ker(f) c
ker(f2).
Soit z € Im(f?). Il existe x € E tel que fo f(x) = z. En posant y = f(x), onadonc z = f(y).
Donc z € Im(f) et on en déduit que Im(f?) < Im(f).
2. > Supposons que Im(f) nker(f) = {0}.
Soit x € ker(f?). Alors f(f(x)) = 0. Donc f(x) € ker(f). Or on a aussi f(x) € Im(f).
Donc f(x) € ker(f) nIm(f) ce qui implique que f(x) = 0 et donc que x € ker(f).
D’out
> Réciproquement, si ker(f?) c ker(f).

Soit y € Im(f) nker(f). Alors il existe x € E tel que f(x) = y. De plus, y € ker(f)

donc f(y) =0, c’est-a-dire f(f(x)) =0et x € ker(fz). Comme ker(fz) c ker(f),

f(x) =0, cest-a-dire y = 0 (Réciproquement, Im(f) nker(f) contient bien 0 en

tant que sous-espace vectoriel de E).

On a donc bien ker(f) nIm(f) = {0}.

Supposons que E = ker(f) +Im(f). Soit y € Im(f). Alors il existe x € E tel que y =

f(x). Soient xx € ker(f) et x; € Im(f) tels que x = xx + x;.

Par linéarité, f(x) = f(xx)+ f(x1)) = f(x) car xg € ker(f). x; € Im(f), donc il existe

w € E tel que f(w) = x;. On obtient alors f(f(w)) = y etdonc y € Im(fz). D’olu

Im(f) < Im(f?).

> Réciproquement, si Im(f) c Im(f OF
Soit x € E. Alors f(x) € Im(f), donc f(x) € Im(f?). On note z € E tel que f(f(2)) =
fx).
On remarque par linéarité que f(x— f(z)) = 0. Donc x — f(z) € ker(f).
On écrit x = f(2) + x— f(z). Comme f(z) € Im(f) et x— f(z) € ker(f), on a bien que
x eIm(f) +ker(f).
Donc E c Im(f) + ker(f). Linclusion réciproque est forcément vraie car Im(f) +
ker(f) est une somme de sous-espaces vectoriels de E.
Donc E =Im(f) + ker(f).

4. Si E est de dimension finie et rg(f) = rg(f?). On a que dim(Im(f?)) = dim(Im(f)).
D’apres la question 1, on a I'inclusion Im( f2) < Im(f). PAr inclusion + égalité des di-
mensions, on a donc Irn(fz) =Im(f).

D’apres la question 3, que on en déduit que E = Im(f) + ker(f)

11

Comme E est de dimension finie, on peut appliquer le théoréme du rang a fet f2. On
obtient alors que
dim(ker(f)) = dim(E) — dimIm(f))

dim(ker(f?)) = dim(E) — dim(Im(f?)) = dim(E) — dim(Im(f)) = dim(ker(f))

Comme on al'inclusion ker(f)  ker(f?) d’aprés la question 1, on en déduit que ker(f) =
ker(fz). Ainsi, d’apres la question 2, ker(f) nIm(f) = {0}.

Comme E =Im(f) +ker(f) etker(f) nIm(f) = {0}, ker(f) et Im(f) sont bien supplémen-
taires dans E.

Solution 13 - e Soit x € ker(f). Alors f(x) = 0. Donc g(f(x)) = g(0) = 0. Comme f et g
commutent, on en déduit que f(g(x)) = 0. Donc g(x) € ker(f).

D’ou g(ker(f)) cker(f).

 Soit y € Im(f). Alors il existe x € E tel que f(x) = y. Donc

g(y) =g(f(x)) = f(g(x)). Donc g(y) € Im(f). On en déduit que g(Im(f)) < Im(f).

Solution 14 -

1. Onavu dans le cours que u; est linéaire. Pour tout M € M, ,(C),
W (M)=0 < M =0 < M=0

Donc ker(u;) = {0}, donc u; estinjective. Comme ©; est un automorphisme d'un espace
de dimension finie, u; est bijective. C’est un isomorphisme.

1 2
2. Soient A, B € M5, (R) et A € R. Alors, en notant C = (2 1), ona:

uy(AA+B)=C(AA+B)-{AA+B)C=ACA+CB-A(A)C-1B)C
car la trace est linéaire. Donc,

uy(AA+B) = A({CA-{A)C)+ CB-YB)C = Auy(A) + uy(B)

b
uy est donc linéaire. Pour tout M = (Z d) e My (R),

1 2 b 1 2
ug(M)=0(=>( )(‘C’ d):(a+d)(2 )

2 1 1
a+2c b+2d\ (a+d 2a+2d
2a+c 2b+d] \2a+2d a+d
a+2c = a+d 2c = d a = 0
— b+2d = 2a+2d - b = 2a — b = 0
2a+c = 2a+2d c = 2d c = 0
2b+d = a+d 2b = a d = 0
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On en déduit que ker(u) = {0}, donc u, est injective. Comme c’est une application in-
jective entre deux espaces de méme dimension finie, elle est bijective. C’est un isomor-
phisme.

3. Soient Qe Ry [X] et LeR.

uz(AP+Q) = (AP +Q)(7), (AP +Q)(0), (AP + Q)(1))
=A(P(7),P(0), P(1) +(Q(7),Q(0),Q(1))
= Aus(P) + u3(Q)

Ainsi ug est linéaire.

Soit P € ker(us). Alors P est polyndme de degré inférieur ou égal a 2 admettant au moins
trois racines distinctes, donc P est le polyndme nul. Donc ker(u3) = {0}, donc ug est in-
jective. Comme c’est une application injective entre deux espaces de méme dimension
finie, elle est bijective. C’est un isomorphisme.

4. uy est clairement linéaire.

u4(1y0) 0) = (3)2y2)y u4(0) 110) = (1,_1,0), u4(0) 0} 1) = (_1) Oy_l)

Donc Im(uy) = Vect ((3,2,2),(1,-1,0),(-1,0,-1)).
Soient a, b, c € R tels que a(3,2,2) + b(1,—-1,0) + ¢(—1,0,—1) = 0. On a donc

3a+b-c = 0 a = 0
2a—b = 0 ,donc b = 0
2a—c = 0 c = 0

Donc ((3,2,2),(1,-1,0),(-1,0,—1)) est libre, donc elle est de rang 3. Comme c’est un fa-
mille de R%, on en déduit que Im(uy) = R3 cest-a-dire que uy est surjective. Comme
c’est une application surjective entre deux espaces de méme dimension finie, elle est
bijective. C’est un isomorphisme.

Solution 15 -

1. Pour tout k € [0, n]], P est un produit de n polyndmes de degré 1, donc Py est de degré
n. Pour tout j € [0, n] :

o Xk = Xi

e Sij =k, alors, Pi(x;) = H =1
i=0 Xk — Xi
ik
.. Ly XX
e Si j # k, alors, 'un des termes du produit l_[ ——— estnul, donc Pi(x;) = 0.
i=0 Xk — Xi
ik

12

2. Soient Ayg,..., 1, € K tels que
AoPo+ A P1+---+A1,P;,=0

Pourtout k € [[0, nﬂ, en évaluant en xi, d’apres la question précédente on obtient A = 0.

Ainsi, (Py, Py,...,P,) est une famille libre. Comme c’est une famille de cardinal n + 1
dans un espace de dimension n + 1, c’est une base de K ,[X].

3. Comme c’est une base, il existe A, ..., A, € K tels que
P=AgPy+A1P1+--+ A, Py
En évaluant en xi, on obtient d’apres la question 1 que
P(xg) = Ak

Donc les coordonnées de P dans la base (Py, P1,...,P;) sont (P(xg), P(x1),...,P(x)).

4. En utilisant les questions précédentes, pour tout k € [[0, kﬂ, ona

T(Pk) = (Pk(xo),Pk(XI),...,Pk(.xn)) = (0)---y0’1,0y---)0)

ol le 1 est en position k.

Ainsi, I'image par T de la base (Py, Py,..., P;) estla base canonique de K™*! donc T est
un isomorphisme.

Sa réciproque est 'application linéaire qui envoie la base canonique de K"*! surla base
(Po, Py,...,Pp). D’apres la détermination d'un endomorphisme par I'mage d’'une base,
on a que pour tout (xg, X1,...,X,) € K",

n
T~ (X0, X1,..., X)) = Y Xk Py
k=0

Solution 16 -

1. Pour tout y € Im(u), il existe x € E tel que y = u(x). Or, on sait que w3 +u =0, cest-a-dire
que (¢ +1dg) o u) = 0. En appliquant cela a x, on en déduit que

(U +1dE) (u(x) = 0
W +1dp)(y) =0
u? M+y=0

u?(y)=-y
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2. Comme on est en dimension finie, on peut appliquer le théoréme du rang, qui donne On a donc obtenu l'écriture de (x, y, z) dans les supplémentaires P et D. On en déduit
que dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E). alors facilement que
Soit u € ker(u) nIm(u). Alors, u(y) =0, et donc u? (») = u(0) = 0. Or, d’apres la premiére
question, y = —u? () =0,donc y =0.
On en déduit que ker(u) nIm(u) = {0}, donc par caractérisation des supplémentaires en s(x, ,2) = (a,b,¢) — A(1,3,1) = Bx+22—2y,6x+62—5),32+2x—2Y)
dimension finie, ker(u) et Im(u) sont supplémentaires dans E.

px,y,2=(abc)=2x+z-y3x+32-2y,2z+x—Y)

3. Soit a € Im(u), non-nul. Il existe b € E tel que u(b) = a. Solution 18 -

Soient A, y € R tels que Aa+ pu(a) = 0. Alors, en composant par u, on obtient que 1. Soient PQEeRs[X] et A, ueR,
1

u(Aa+pu(a) = u0) =0 YAP+pQ) = Z (AP + pQ)(X) = (AP + Q) 2= X))

Par linéarité, 1 1
Au(a) + put(a) =0 =1 EP(X) -P2-X)|+ (EHQ(X) -uQ2-X))
En utilisant la question précédente, = Ay (P)+ uy(Q)
Au(a) —pa=0 y est donc linéaire.

- 2. Soit Pe R3[X]. P = aX®+bX%+cX +d avec a; b;c;d € R.
On a donc un systéme { iz(fitufac)l _ 8 , on en déduit (,12 + ’u2) u(a) =0. 3[X]
D’apres la question 2, a ¢ ker(u) (car ker(u) nIm(u) = {0} et a n'est pas nul), donc P eker(y)
u(a) =0.0nen détzluit que A%+ /v‘tz =0. Comme A et u sont réels, on obtient A = u = 0. iffl(P(X) —P2-X)=0
Donc (a, u(a)) est libre, c’est-a-dire que (u(b), u(a)) est libre. Comme c’est une famille 2
de Im(u), on en déduit que rg(u) > 2.
Enfin, u n’est pas bijectif, donc son rang n’est pas 3. On en déduit que rg(u) = 2. iffPX)=P2-X)

Solution 17 -

1. P estde dimension 2 et D de dimension 1. Soit v € PN D. Alors v = (1,31,1) avec A € R. iffaxX®+bX*+cX+d=a@2-X3+b2-X)>+c2-X)+d
Deplusve PdoncA-31+A1=0,doudl=0etv=0.

En en déduit que PN D = {0} et que P et D sont supplémentaires dans R>.

) iffaX®+bX?+cX+d=-aX3+6a+bX>+(-12a-4b-c)X
2. Pour tout (x, y, z) € R”, on cherche a écrire

(x,,2)=A(1,3,1)+(a, b, c)

avec A eRet (a,b,c)eP. -a = a
x = Ad4a x-A = a iff 6a+b = b
On doit d . y = 3A+b d y=-31 = b -12a-4b-c = ¢
1 ot donc avour z = A+c 2 9O0¢ z-A = ¢’ 8a+4b-2c+d = d
a-b+c = 0 X—A-y+31+z-12 = 0 ) a = 0
a = 2x+z-y iff c = -2b
donc b = 3x+3z-2y
c = 2z+x-Yy
A = y-x-z iffP=c(-2X+XH)+d

13
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Donc ker(y) = Vect (1, -2X + Xz). Une base en est donc (1,-2X + X?).
D’apres le théoréme du rang, on a

rg(y) =
=X-lety(X®)=Xx3-3X%+6X-4.Donc

dim(R3[X]) —dim(ker(y)) =4-2=2.
y(X)
Vect (X -1, X3 -3X?+6X —4) c Im(y).

Comme X —1 et X° —3X?+6X — 4 ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre,
doncdim(Vect (X — 1, X® —~3X? +6X —4)) = 2. Comme dim(Im(y)) = 2, on en déduit que
Im(y) =Vect(X - 1,X>-3X*+6X -4), rgy)=2

3. Soit P € R3[X]. Alors, en notant Q = P(2— X),on a

1[1 1
y(y(P)) = > E(P_Q)(X)_ E(P—Q)(Z—X)

1
=2 [P(X)-Q(X)-P2-X)+Q2-X)]

= i [P(X)-P2-X)-PR2-X)+P2-(2-X))]

= i [P(X)-2P(2-X)+P(X)]

1
= 5 [P0 - P2~ X))
= y(P)

Doncyoy =wv.
On en déduit que y est un projecteur de R3[X]. Cela implique que son noyau et son
image sont supplémentaires dans Rz [X].

Solution 19 - Pour tout (x, y,2) € R3, ona
f(f(x,9,2) :f(%(x—Zy—Zz, —2x+y—-2z, -2x-2y+2))
= %f(x—Zy—Zz, -2x+y—-2z, -2x-2y+2z)
= %(x—Zy—Zz—Z(—2x+y—Zz)—2(—2x—2y+z),

—-2(x=2y-22)+(-2x+y—-22)-2(-2x-2y+2),
—2(x—2y—2z)—2(—2x+y—2z)+(—2x—2y+z))

1
= 5(9x,9y,9z) =(x,y2)
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Ainsi, so s =Idps, donc s est une symétrie.
On cherche désormais quels vecteurs sont invariants ou anti-invariants par s.

x—-2y-2z = 3x
fx, 1,2 =(x,y,2 < { -2x+y-2z = 3y
—2x-2y+z = 3z
— —2x-2y-2z=0
x = A
— ILUeR{ vy =
z = —A-pu

— L pER, (x,y,2) = A(1,0,—1) + 1(0,1,-1)

On note donc F =Vect((1,0,-1),(0,1,-1)).
x—-2y-2z = -=3x
f,yp2)==(x,y2 <3 —2x+y—-2z = -3y
—-2x-2y+z = -3z
2x-y-z = 0
—{ —x+2y-z = 0
-x-y+2z = 0
2x-y-z 0
— -x+2y-z = 0 L3 —Li+Ly+1L3
0
3y—-3z = 0
—x+2y z = 0 Ly =li+2L,
x = A
— JleR<{ y = A
z = A
> J1eR,(x,y,2) =A(1,1,1)

On note donc G = Vect((1,1, 1)).
Donc f estla symétrie par rapport a F par rapporta G.

Solution 20 - Rappelons que si p et g sont des projecteurs, alors pop=petgoq=gq.
1. «Sipog=p:Soit x € ker(qg). Alors g(x) = 0. Donc p(q(x)) = p(0) =
p(x) = p(g(x)) =0.D’ol1 x € ker(p) et ker(q) < ker(p).

« Si ker(q) c ker(p) : Alors, pour tout x € E, on écrit x = xx + x; avec xg € ker(q) et
x7 € Im(qg). Alors :

0.0r, pog = p, donc

p(q(x) —x) = p(x; — xg — x1) = p(xk).
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Or ker(q) c ker(p), donc xx € ker(p) et p(Xy) = 0. On a donc obtenu
plgx)—x)=0

p(@x))-px)=0
Donc pog=p.
Onabien pog=p
if fker(q) cker(p).
2. «Si pog = q: Soit y € Im(q). Alors il existe x € E tel que y = q(x) = p(q(x)). Donc
x € Im(p) etIm(g) < Im(p).

« Si Im(g) c Im(p) : Alors, pour tout x € E, on écrit x = xg + Xy avec xg € ker(q) et xj €
Im(q). Alors : p(q(x)) = p(x;). Comme Im(qg) < Im(p), on a x € Im(p). Par propriété des
projecteurs, on en déduit que p(xj) = x;. D’olt

p(g(x)) =x;=q(x).

Donc pog=gq.
Onabien pog=gq
if flm(q) cIm(p).

Solution 21 - e Le sens direct a déja été prouvé dans I'exercice 22.

« SiIm(p) et ker(p) sont stables par f.

Soit x € E. Alors x = xg + X7 avec xk € ker(p) et x; € Im(p). Comme ces deux ensembles sont
stables par f, on a yx = f(xk) e ker(p) et y; = f(x7) € Im(p).

p(fx)=p(f))+p(fxx) =plyD+plyx)=yr+0=yy.

Fp)=fpx)) + f(p(xx)) = f(xp) + fO) =y +0=yr.
Ainsi, pour tout x € E, fop(x) = po f(x),donc fop=pof.
On a donc montré 'équivalence.
Solution 22 -

1. Soit y € Im(u + v). Alors il existe x € E tel que y = (u+ v)(x). Donc y = u(x) + v(x), donc
y € Im(u) +Im(v).

D’otuIm(u + v) cIm(u) +Im(v).

2. D’apres la question 1,

dim(Im(u + v)) < dim(Im(u) + Im(v))
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D’apres la formule de Grassmann (les espaces considérés sont bien de dimension finie),
dim(Im(u) + Im(v)) < dim(Im(u)) + dim(Im(v)). D’ot dim(Im(u + v)) < dim(Im(u)) +
dim(Im(v)), c’est-a-dire

rg(u+v) <rg(u) +rg(v).

On applique cela aux applications linéaires u + v et —v. On a alors
rg(u+v-v) <rg(u+v) +rg(-v)
Or v et —v sont de méme rang, donc
rg(u) —rg(v) <rg(u+v).

Le méme raisonnement avec u+ v et —u donne rg(v) —rg(u) < rg(u+ v). Finalement, on
obtient bien |rg(u) — rg(v)| < rg(u + v).

3. (a) Soit y eIm(v). Alors il existe x € E tel que y = v(x). Donc
u(y) = u(v(x)) =0 car uo v est 'application nulle. Donc y € ker(u).
D’ott Im(v) c ker(u).

(b) On en déduit que dim(Im(v)) < dim(ker(w)), i.e. rg(v) < dim(ker(u)). Or, le théo-
réme du rang appliqué a u (E est bien de dimension finie) nous dit que

rg(u) + dim(ker(w)) = dim(E)

rg(u) +rg(v) < dim(E).

(c) u+vestinversible (autrement dit bijective) donc son rang est dim(E). On a montré
dans la question 2 que rg(u + v) < rg(u) +rg(v), donc

dim(E) < rg(u) +rg(v).
Combiné a la question précédente, cela montre bien que
dim(E) =rg(u) +rg(v).

Solution 23 -

1. Soient A, u, v € R. Alors
(Acos+usin+vexp)” = —Acos—pusin+vexp

Donc pour tout f € F, f" € F.
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2. (a) ¢ estbien une application de F dans F d’apres la question 1.
Soient f,g € F, A, p € R. Alors,

PAf+8) =Af +pug)" =Af"+ug" = Ap(f) + up(g).
Donc ¢ est linéaire. C’est bien un endomorphisme de F.
pop:f—fP.
Or, cos™ = cos, sin® = sin et exp™® = exp. Ainsi, ¢ o ¢ coincide avec I'identité sur
une base de F, donc ¢ o =IdF.
(c) On en déduit que ¢ est une symétrie de F.

(b)

¢(exp) = exp, donc exp € ker(¢ —Id). On en déduit que Vect (exp) < ker(¢p — Id), et
donc que dim(ker(¢p —1d)) > 1.

@(sin) = —sin et ¢(cos) = —cos, donc {sin,cos} < ker(¢ + Id). On en déduit que
Vect (sin, cos) < ker(¢p+1d), et donc que dim(ker(¢ +1d)) > 2, car la famille (sin, cos)
est libre (voir cours), donc de rang 2.

Or, comme ¢ est une symétrie, dim(ker(¢ —Id)) et dim(ker(¢ + Id)) sont supplé-
mentaires dans F, donc la somme de leur dimension vaut dim(F) = 3.

On en déduit que dim(ker(p —Id)) = 1 puis que Vect(exp) = ker(p —Id), et que
dim(ker(¢ +1d)) = 2 puis que Vect (sin, cos) = ker(¢ +1d).

Donc ¢ est la symétrie par rapport 3 G = Vect(exp) parallelement 2 H =
Vect (sin, cos).

1
(d) La projection sur G parallélement a H, notée p, vérifie : p = 3 (s+1Id). Donc, pour

1
tout f€ F, p(f) = E(f”+f).
De méme, la projection sur H parallelement a G, notée q, vérifie :
1 1
qg= E(Id—s). Donc, pour tout f € F, g(f) = E(f—f”).

Solution24 -

1. On a vu dans le cours que l'identité et la conjugaison sont linéaires. Par combinaison
d’applications linéaires, p est donc linéaire. Comme elle va de C dans lui-méme, c’est
un endomorphisme de C.

2. Pour tout z € C, en notant z = a + ib sa forme algébrique, on a

@=Sa+in+ a-in="2asi
z2)=—(a+1i —(a—ib)= — i
PiE=5 2 2

1
Par linéarité, comme p(1+i) = 5(1 +i+i(l-i)=1+i,ona

b b
P = 2pa+n="a+i=p)
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Donc po p = p et p est un projecteur.

zeker(p) <= z+iz=0 << a+ib=—-ia-b < a=-b

Donc ker(p) = Vect(1 —i). Par le théoreme du rang, comme C est de dimension 2 et
ker(p) est de dimension 1, Im(p) est de dimension 1.
On adéjavuque 1+ieIm(p), doncIm(p) =Vect(l+1i).

R3[X] — R

Solution 25 - On définit I'application ¢ : p (P().PQ2) °

Pour tous BQeR3[X] et LeR,
@AP+Q)=(AP(1)+Q(1),AP(2)+ Q(2)) = A(P(1),P(2)) + (Q(1),Q(2)) = Ap(P) + ¢(Q)

donc ¢ est linéaire.

On cherche donc a résoudre I'équation linéaire ¢(P) = (1,1) d'inconnue P € R3[X].
Le polyndme constant égal a 1 est une solution particuliere de I'équation.

Pour tout P € R3[X],

Peker(p) <= X-1DX-2)|P < IQeR[X], P=X-1)(X-2)Q

Doncker(p) ={(aX+b)(X-1)(X-2)|a,beR}.
D’apres le résultat sur les équations linéaires, I’ensemble recherché est

1+@X+bh)(X-1)(X-2)|abeR}
Solution 26 - Considérons I'application
¢:C[X]—C, P — P(a).
Cette application est linéaire et non nulle car ¢(1) = 1. De plus
ker(¢p) ={P e C[X] | P(a) = 0}.
Or le noyau d’'une forme linéaire non nulle est un hyperplan. Donc
H={PeC[X]|P(a) =0}

est un hyperplan de C[X].
Par ailleurs,
P(a) =0 < (X —«a) divise P,

donc
H=(X-a)C[X].

Comme (Xk)kzo est une base de C[X], une base de H est

(X =) X*) e |
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Solution 27 - Comme H, et H, sont des hyperplans de E et dim(E) = n,ona
dim(H;) =dim(Hy) =n-1.
On utilise la formule de Grassmann :
dim(H; + Hy) = dim(H;) + dim(Hs) — dim(H; N Hy).

Supposons que H; + H, # E. Alors dim(H; + Hp) < n—1.Or

Hyc Hy + H,
etdim(H;) = n— 1, donc nécessairement

H, + Hy, = Hi.

De maniere symétrique, H, = H; + H, et donc H; = H,, ce qui contredit I'hypothese qu’ils
sont distincts. Ainsi

H,+H, =E.
donc
dim(H1 + Hg) =n.
Ainsi
n=mn-1)+(n-1)—-dim(H; N Hy).
D’olt
dim(H1 N Hg) =n-2.
& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!
¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!
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