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EXERCICES — CHAPITRE 27 I

Exercice 1 (&) — Sans les calculer, comparer les deux intégrales suivantes :

1 1
sz x?dx sz V1+x4dx
0 0

Exercice 2 (%) — Soit () nen la suite définie par: VrneN, u, = f ! sin” (x) dx
0

1. Montrer que (1) nen €St une suite décroissante et positive. Que peut-on en déduire ?

2. Montrer que pour tout n € N, u, < ¢” ol ¢ € [0;1] est une constante a déterminer. En
déduire la limite de la suite () nen-

Indication :
1. A quel ensemble appartient sin(x) ?

2. Pas besoin de calculer I'intégrale ici.

Exercice 3 (#) — Soit f: [0,1] — R une fonction continue.

1
Pour tout n €N, on pose I, = f f(©)t" dt. Montrer que nlirP I,=0.
0 —+00

"

Indication: Les motsimportants sont "continue" et "[0, 1]

Exercice 4 (#) — Soit f : [a, b] — R une fonction continue.

b b
Montrer que f f@ dt' =f | f(8)]dt si, et seulement si, f > 0ou f <0.
a a

Indication: Commencer par faire des dessins pour voir ce qui se passe.

Exercice 5 (&) — Calculer, si elle existe, la limite

2x
lim f cost® 4.
X

x—0 t

Indication: Encadrer "subtilement" cos(¢) lorsque x est proche de 0 .

Exercice 6 (¥) - Soit f une fonction de classe C Usur [0;71/4]. En intégrant par parties, mon-
/4

trer que la suite de terme général f(®)sin(nt)dt tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
0

Indication: Sion nous dit que f est C!, peut-étre bien que c’est elle qu’on va dériver.

1
Exercice 7 (%) - Soit P € R[X] tel que f P?(x) dx = 0. Montrer que P =0.
0

Exercice 8 (#) — Soit f une fonction dérivable strictement croissante bijective de R dans R
telle que f(0) =0.
On définit la fonction F sur R par

X f(x)
VxeR, F(x):f f(r)dt+f i de—xfx).
0 0

Justifier que F est dérivable et calculer sa dérivée. En déduire une égalité.
Interpréter géométriquement ce résultat.

Indication : Pas besoin de taux d’accroissement ici.
Une fois que vous avez la dérivée de F, déduisez-en F.

Exercice 9 (¥) -

1. Calculer les limites des suites dont le terme général est :

. g (kn) ) &1 . g 1
Up=— ) sin|— Uy = Up=n

"Tng n " Eintk P E (nt k)2

]' n n n n k

4., un:_(\/z-}- \/‘_l+"'+ V2n) 5. u,=14¢ (]+_)

n Pt} n

2. Déterminer un équivalent des suites dont le terme général est :

n-1 k2 n B
- [ = k € —1;+
Un kZ:On2+ 7 Un k; (a€l-1;+o00))

Exercice 10 (%) - Déterminer les limites éventuelles des suites dont les termes généraux
sont:

ol nlopyk 1l
1. u,= _— 2. U= —_ 3. u,=— ke n
1
1 (2n)!)ﬂ n-l  gk?
4, up=—|—- 5. Up=) ———r
" n( n! " kgbn3+8k3
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Exercice 11 (¥) — Montrer que: Vx € [0;71], x— E <sin(x) <x-— E + EO

Indication: Ca sentla formule de Taylor! Mais laquelle?

2
X
Exercice 12 (¥) — Soit x e R**. Majorer I'erreur commise en approchant In(1 +x) par x— rh

Indication: Ca sentla formule de Taylor! Mais laquelle?

3

X
Lerreur est plus petite que 3

Exercice 13 (#) — Soit f: R — R une fonction de classe C?surRet acR.
+h) -2 + —-h
Déterminer }lin}) fla+h ];l (261) f(a )'

Indication: Ca sentla formule de Taylor! Mais laquelle?
La limite est f”(a).

Exercice 14 (#) - Déterminer le domaine de définition et un équivalent simple en +co de

x+1
F:x»—»f V1+3de
X

Exercice 15 (¥) — Pour tout entier naturel n € N, on pose I, = f ‘ % (In())"™dt
1. Calculer Iy et I. !
2. Montrer que la suite (1) est décroissante et en déduire qu’elle converge.
3. Déterminer la limite de (I;,).
4. Donner un équivalent de la suite (1).

T2 sin(r)
Exercice 16 (#) — On pose pour tout réel x non nul, f(x) = f —dt.
0 x4+ 12
1. Vérifier que f est bien définie sur ]0, +ool.
2. Vérifier que f est paire.
3. Vérifier que f est décroissante sur ]0; +ool.

4. (a) Rechercher lalimite éventuelle de f en +oo.

/2 t
(b) Montrer que, pour tout x >0, f(x) > p f 212 dz. En déduire la limite éven-
0

tuelle de f a droite en 0.

5. Donner l'allure de la représentation graphique de f.
Exercice 17 (¥) - Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose
tn
t.
1+ 2

1 1
I, =f MIn(1+ 2)dr Bt J, =f
0 0

1. Calculer J;.

\S)

1
. Montrer que pour tout neN, 0 < J, < T et en déduire la limite de la suite (/).
n

w

. Prouver que pour tout n €N,

In2 2
In= - ——Jn42.
n+l n+1

4. En déduire que la suite (I;;) converge et déterminer sa limite.
5. Donner un équivalent de (I,).

Exercice 18 (¥) - Soit H la fonction définie par
H fo dr
x) = —.
x Int
. Démonter que la fonction H est définie sur I =]0, 1[U]1; +ool.

. Pour tout x € I, déterminer le signe de H(x).
. Etudier les limites de H en 0 et en +oco.

=W N -

. Montrer que pour tout x > 1,

H(x) fxz dr H(x)
i < )
x? +  tIn(p) X

5. Calculer pour tout x > 1,
2
dr

X
fx tin(e)’

6. En déduire que H admet une limite en 1* et la déterminer.

7. Adapter le raisonnement précédent pour prouver que H admet une limite en 1~ et la
déterminer.
8. En déduire que H est prolongeable par continuité sur R;. On note encore H ce prolon-
gement.
9. En utilisant le théoréme de la limite de la dérivée, montrer que H est de classe C Usur
Ry.
10. Dresser le tableau des variations de la fonction H.
& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



