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EXERCICES — CHAPITRE 27 I

Solution1 - Pour tout x € [0,1], x* <1+ x*, donc par croissance de la racine carrée, <
V'1+ x%. Par croissance de 'intégrale entre 0 et 1,ona I < J.
Solution2 -

7
1. Pour tout x € [0, Z], sin(x) € [0,1], donc pour tout 7 € N*, 0 < sin(x)" < sin(x)" .

N . b4
En intégrant cette relation entre 0 et Z'

% % : n % . n-1
0dr < sin(x)" dr < sin(x) dr.
0 0 0

0< up <up-1.

Donc u est décroissante et positive.

T . T 2 . . 7
2. Pour tout x € [0, Z]’ sin(x) < sm(Z) =c= > par croissance de sinus sur |0, E]. Par
croissance de x — x" sur:R", on a donc que pour tout n €N, sin(x)" < ¢". En intégrant

b4
entre 0 et 7 on a donc

b/

T i1
ungf cdr==c"<".
0 4

Comme c €]0,1[, on a nlirP ¢" = 0 et donc par théoréeme des gendarmes, (i) pen
converge vers 0.

Solution 3 - f est continue sur un segment donc est borné. Notons donc M € R tel que
pour tout x € R, | f(x)| < M. Onaalors:

1
|I,l|=U f(t)t"dt‘
0
1
gf |f(0e"|de
0

1
<Mf t" dr
0

el 1

n+l1 0

M
S n+1

M
( " 1) converge vers 0, donc d’apres le théoréeme du gendarme, nliT |I;] = 0 et donc
n —+00

Jim 1=

Solution4 -

b b b b
ff(t)dt‘z/ |f(t)|dt<=>f fmdt:f |f(0)lde
a a a a

b b
Ou —f f(t)dt:f |f(0)]dt

b b
<:>o=f (O] - f(1) dt Ou o=f (f O]+ f(0) de
a a

Comme pour tout 7 € [a, b) ona— | f ()| < f(8) <|f(2)
0

De plus, | f | +fet | f | — f sont continues sur [a, b] et'intégrale sur un segment d'une fonction
continue positive est nulle si et seulement si il s’agit de la fonction nulle. D’ou1 :

yonal|f(n)|-f()=0et|f(n)|+f(1)>

b b
f f(t)dt’=f If(Oldt = [f[-f=00u|f|+f=0

= |fl]=fOu|f|=-f
< f>00u f<0

b2
Solution5 - Soit x €]0, Z]' Alors pour tout ¢ € [x,2x], on a

cos(2x) < cos(f) <1.

En divisant par ¢ et en intégrant cette relation entre x et 2x, on a

fzx cos(2x) dt<f2x cos(t) dt<f2xldt
X t St St

2x
cos(2x) [In(9]12* < f cos(®)

X

2% cos(t)
cos(2x)In(2) gf

X

dr < [In(0)%

dr <In(2)

. . . 2% cos(1)
En faisant tendre x vers 0, en en déduit que lim dr =In(2).

x—0* X
Pour tout x < 0, on effectue dans I'intégrale le changement de variable (de classe C') u = —t.

On obtient alors
2x —-2x _ —-2x
f cos(1) dtzf cos(—u) (—du)zf cos(u) i,
¥ _ _

t X —Uu X u
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2% cos(t) . . .. -, + o
Donc x — ; dt est paire, donc admet la méme limite en 0~ qu’en 0. Finalement,

2x
lim f 05 4r = ()
X t

x—0

Solution6 - Soit n € N.
-1 . n o .
f et t— — cos(nt) sont de classe C" sur [0, Z], donc en intégrant par parties,
n

T, -1
—f f(t)—cos(nt)dt

f f)sin(ne)dt = [f(t)%lcos(nt) '
0

(f(O) f( )cos f f(t)cos(nt)dt)

ro-£(

Essayons de borner A, =

Z)cos / f'()cos(np) dt)

Zf’(t) cos(nt)dt
0

Aul <[ FO)]+|f ( )cos("4”)(+
S‘f(0)|+|f(%))+foﬁ|f’(t)cos(nt)|dt

< |f(0)|+|f(g))+foﬁ |f/ ()] de

On note M = | f(0)] + ‘f(%)’ +fZ | f'()| dz. 11 s'agit bien d’une constante. Donc :
0

M
f f@®)sin(n?) dt‘
M .
T 0, donc f f(t)sin(nt) dt converge vers 0.
0
Solution 7 - P est une fonction continue, positive et d’'intégrale nulle sur [0, 1], donc elle

est nulle sur [0,1]. On a donc que pour tout x € [0,1], P?(x) = 0 et donc P(x) = 0. Ainsi, P

admet une infinité de racines, donc est le polynéme nul.

X
Solution8 - x— f f(t)dt estune primitive de f sur R, donc est dérivable sur R, sa dérivée
0

est f.

X
Qp:x— f f~1(#)dt est une primitive de f~! sur R donc est dérivable sur R. Par composition,

0
@o f est également dérivable sur R.
x — xf(x) est aussi dérivable sur R.
Ainsi, F est dérivable sur R et pour tout x € R,

F ) =f@)+f@f 1 (f)-fx)—xf'(x)=0.

Donc F eost constant% sur R.
F(0) = f f dt+f ff1 (t)dt —0= 0. Donc F est la fonction nulle.
0 0

On en déduit que pour tout x € R,
f X
f flde=xfx) —f f(r)de.
0 0

X
x f (x) est'aire du rectangle de cotés x et f(x) et f f(t)dt estl'aire sous la courbe de f entre
0

les points d’abscisses 0 et x.
Ainsi, 'aire sous la courbe de f ~1 entre 0 et f(x) est égale a la différence de ces deux aires. En
fait, c’est l'aire entre la courbe de f et’axe des ordonnées.

Solution9 -
1. (a) Pourtout neN*,

0,11 — R
x +— sin(mx) °
f est continue sur [0,1], donc d’apres le théoréme des sommes de Riemann,
1

ou f estla fonction

(Un) nen converge Versf f-
0

1

1 -1
fo f= [?cos(nx) .

SRR

2
Donc (u,) nen converge vers —.
b4

(b) Pour tout n € N*,

1& 1 1Z k
vkl
nis1l+5 Ngo \R
[0,11 — R
ou f estla fonction 1
1+x
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f est continue sur [0,1], donc d’apres le théoréeme des sommes de Riemann,
1

(Un) nen converge Versf f.
0

1
j‘fzﬂnﬂ+xﬂé=mQ)
0
Donc (u,) ey converge vers In(2).

(C) POur toutn e N*,
” | =+ 2 ( )
u
k= 1( )

0,11 — R
ol f estla fonction . - 1 .
1+ x)?
f est continue sur [0,1], donc d’apres le théoréme des sommes de Riemann,

(Un) nen converge Versf f.
0

NS

1
Donc (u,) nen converge vers >

-1 1! -1 1

1+x 0

(d) Pour tout neN¥,

X
n =1 n =1 n=1 \n
ou f estla fonction [0, 1)]6 : ;Rx .

f est continue sur [0,1], donc d’apres le théoreme des sommes de Riemann,

(un) nen converge versf f.
0

[ ]2_1_1
f n@2" |, In@ In@ InE@)’

Donc (u converge vers .
(Un) nen g n)

(e) Pour tout n e N*,

i = L[+ )= LS £)< 15 (4)

[0,1] — R
x — In(Ql+x) °
f est continue sur [0,1], donc d’apres le théoréeme des sommes de Riemann,
1

ou f estla fonction

(In(up)) nen converge Versf f-
0

1 2
f ln(1+x)dx=f In(x)dx = [xln(x)—x]f:Zln(Z)—l.
0 1

Donc (In(uy))zen converge vers 2In(2) — 1 et par continuité de exp, (un)nen

converge vers e?"®1 =~

e
(a) Pour tout neN*,
k.2
1 13 = 13 (k
I Y
n 11+ ﬁ—i ngs \n
01 — R

ol f estla fonction x? 1

X — =1-
1+ x2 1+ x2

f est continue sur [0,1], donc d’apres le théoreme des sommes de Riemann,
1

1
(= un) nen converge Versf f.
n 0

1 i1
f f= [x—Arctan(x)](l):l——.
0 4

1 T
Donc (—uy) nen converge vers 1 — Z et
n
b/
Up~n (1 - —).

(b) Pour tout n e N*,

1 1 Z a1 & k
et ;,;( ) n,g‘lf(Z)
N . 01 — R
ou f estla fonction v o x4

f est continue sur [0,1], donc d’apres le théoréme des sommes de Riemann,

1 1
vy Up convergevers | f.
neN 0

NS

1 1 1
_xa+1] -
a+1

0 d+1‘



Maths 2025/26

TD 27— Théorie de I'intégration MPSI

converge vers
neN

1
Donc (W un)

Solution 10 -
1. Pourtout neN,

S T

. f est continue sur [0, 1], donc par théoréeme des sommes

[0,1] — R
ouf: o 1
V1+2x

de Riemann, u converge vers f fdr.
0

1
limu:f fHde= [v1+2x];=\/§—1
00 0

2. Pourtout neN,

k _
1 1+ n-l
un = — 3 = f —_
”k:01+(k) k=0 \7
n
[0,1] — R
ouf: . 1+x . f est continue sur [0,1], donc par théoréme des sommes
1+ x2

de Riemann, u converge vers f fHde.
0

) I | t 7 In(2)

limu= +——dt= Arctan(t)+—ln(1+t ) =—+—

+00 o 1+22 1412 0o 4 2

3. PourtoutnelN,
1 n-1 k e nzl k
un:— Z —e_; = Zf(—)
M=o M k=0 \7
N 01 — R . L
ouf: _x . f estcontinue sur [0, 1], donc par théoreme des sommes de

X — Xe

1
Riemann, u converge vers f f () dt. En intégrant par parties, on a
0

1
; P N P S PR B SR 4§ S |
limu=[t(-e™)], fo e fdt=—e'+[-e!] j=1-2e

4. PourtoutneNN,

In(u,) =1In

el
—ln(l)+l Z In(k)

nk n+l

=-In(n) +— Z In(k + n)
n =1

=—-In(n)+ l Xn: In(n) +ln(k+ 1)
- n n

n
:—1n(n)+ln1n(n)+l Zln(£+1)
n N \n
L k
s

0,1] — R . s
(0, 1] . f est continue sur [0, 1], donc par théoréme des sommes

x — In(Ql+x)

ouf:

1
de Riemann, (In(u#,)) ,en converge vers f fde.
0

1
f fde=[x+)Inx+1)—(x+ 1)](1) =2In(2)-1
0
Par continuité de I'’exponentielle,

nEer up =expIn(2)-1) = -

)
ol

. f est continue sur [0, 1], donc par théoréme des sommes

5. PourtoutnelN,

:IH

“nZ e

[0,1] — R
oi1 f: 8x?
X L —
1+8x3

de Riemann, u converge vers f fHde.
0

11 2472 1 L 2
limu:f = dt:[—ln(|1+8t3’)] =-1In(9) = =In(3)
+00 Jo 31+883 3 o 3 3
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Solution 11 - sin est de classe C* sur [0, 1]. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral fla+h)-2f(a)+ fla— h) 1 (f( )+ hf @+l =% f"( ) + ohﬁo(hz) —2f(a)
alordre3en0,ona: h?
i
( )
X3 sin® (1) +f(@-hf'(@+h*Lf—— [la +0p—o(h%)
Vxel[0,m], sin(x) =x—- — +f (x— t)3dt.
6 Jo 3 = f"(@) + 0p—o(1)
1n(4) 6 sin® (1)
- - h)-2 -h
Pour tout ¢ entre 0 et x, x-12>0, doncf0 3 (x-03dr>o0. Donc }En(l] fla+h) j;l(za) + fla-h) - (.
3 .

X
D’olsin(x) > x— 3
D’apres la formule de Taylor avec reste intégral al’'ordre 5en 0, on a:

) X3 % sm(ﬁ)(t) 5
Vxe[0,n], sin(x) =x—-—+—+ (x—1)>dt.
6 5! Jo
i1 (6) X qin(6)
sin*™’ (¢ sin sin*™ (¢
Pour tout ¢ entre 0 et x, 5'( )(x—t)s—#( —t) <0,donc f ( )( —t)sdt>0.
! 0

- B i
Dousin(x) <x— — + —
6 120°

Solution 12 - f:x— In(1 + x) est de classe C*™ sur ] — 1, +oo[. En appliquant I'inégalité de
Taylor Lagrange a I'ordre 2 en 0. Pour tout x € R},

2 3
'f(’”—(f(0)+f’(0)x+f”(0)%)‘ M%.

ol M est un majorant de f ® sur [0, x].
Pour tout x € R},

! _ 1 1!

On peut donc prendre M = 2 et on obtient

- (e-3) < 5

Solution 13 - f est de classe C? sur R. D’aprés la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 en a,
pour tout i > 0,

f/l( )

fla+h) = f(@)+hf' (@) + h* *—— + oj,_o(h?).

f//( )

fla-h) = f(a) - hf'(@) + h*=—= + 0j,_o(h?).

Solution 14 - f:t— v/ 1+ 13 est définie et continue sur [—1,+ool. Dong, F est définie en
x € Rsietseulementsi [x,x+ 1] c [-1,+oo[. Donc F est définie sur [—1, +ool.

[ estune fonction croissante sur [—1, +oo[ (car c’est une composée de fonctions croissantes),
donc, pour tout x > —1 et pour tout f € [x,x+1],ona

V1I+8<VI+B8<V1+(x+1)3

On utilise alors la croissance de 'intégrale pour obtenir :

x+1 x+1 x+1
f v1+x3dt<f \/1+t3dt<f V1+(x+1)3de
X X X

Les deux extrémités sont des intégrales de fonctions constantes sur un segment de longueur

1, donc
V1I+x3<Fx)<V1I+(x+1)3

En supposant x > 0, on peut diviser par v x3 pour obtenir :

JE2 < ER Lofs L)
¥ Ve a8 x
1 1 1) o
Comme hm —+1=1= lim \/—=+|1+ |, onaparthéoreme d’encadrement que
x—+oo \| x X

P, 5 Ve

Solution 15 -

e e3_1
1. Iozf 2 dr = )
1 3
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e
L= f 2In(¢) dt. On procéde a une intégration par parties :
1

l.3 e 3 1
I = [—ln(t) —x—dt
3
3
e 1 €
————f 2 dt
3 34
e l[t3 €
3 3(3];
2ed+1
I =
9

2. Pour tout n €N, pour tout ¢ € [1,e], comme In(f) € [1,e], on a

In(5)"” > In(r)™*!

2In®" > 2In(n)"*!

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que I,, > I+, donc I est décroissante. De
plus, I, étant I'intégrale d'une fonction positive, elle est positive. Comme I est une suite

décroissante minorée, elle converge.
2+n
—. Par croissance de

t
. On sait que pour tout ¢ € [1,e], on a In(#) < —, donc tzln(t)”
e

e p2tn 1 e 1 1
I, < dr=— =—|el-—
n\fl el el 1 3+n( e”)

I'intégrale,
1

t3+n
3+n

1

) 1 . I

lim e’ ——) = 0. Comme on a aussi I, > 0, par théoréme des gendarmes, on a
n—+co3+n er

lim I,=0.

n—+oo
. On procede a une intégration par parties. Pour tout n €N, ona:

13 e n+l
—ln(t)”“] —f Zr In(5)"dt
3 1 1 3 t

3L =€ —(n+ 1)1,

Iny =

Or, (I5+1) nen converge vers 0 d’apres la question précédente, donc
lim (n+1)I, =€
n—+oo

e3 e’

On en déduitque I,, ~ —
n—+oo p+1 n—+0 n

Solution 16 -

sin(7)
. 2 . 2 + t

Donc f est bien définie.

1. PourtoutxeR}, ¢

2. Pour tout x € R*,

ml2 : /2
f(_x):f sin(f) dt:f sm(t) d £
o ( o x?

-x)%+1?
Donc f est bien paire.
3. Soient x et y tels que x > y > 0. Montrons que f(x) < f(3).
Pour tout ¢ € [0, g], onax?+t*> y2 + 1%, donc
1 1

PRI
Comme sin(z) > 0, on en déduit

sin(#) sin(#)

P2 Sy

/4
En intégrant cette relation entre 0 et > on obtient

3 sin(p) Z sin(p)
f ﬁdf<f ez
0 X+t 0o y°+t

c'estadire f(x) < f(y). Donc f est décroissante sur R}.

4. (a) Pourtout x>0,
\f(x)l _ ‘fz s1n(t) '

x2 + 12
e
2
</v
0

/4
<f§ L
\o x2 42

s
21
<[ La
0 X
T

sin(t)
X2+ 12

. /4 . .
Or, lim_ 77 =0 donc_lim |f|=0et Jim f(x)=0

est continue sur [0, ], donc son intégrale est bien définie.
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(b) On définitg:t— g sin(t) — t. g est deux fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R,
1 T .
gm= —cos(t) -1, g')= ~3 sin(#).

b4 b4
g " est negatlve sur [0, 2] donc g est décroissante sur [0, 2].

g "O==-1>0et g ( ) = —1 < 0, donc d’apres le théoréme de la bijection, g
S annule une unique f01s sur [0, E]'
/2
Ainsi, g est croissante puis décroissante sur [0, E]'
b2 /2
g0) =0et g(E) = 0, donc g est positive sur [0, EJ' On en déduit que pour tout
i1

rel0, =1,

[ 2]

sin(t) > —

sin(1) 2t
x2+12 7 p(x2+ %)’

7
En intégrant cette relation entre 0 et > on obtient

()>2fﬂ/2 t dt
X) > = —_
f aJo x2+1¢2

Or,
2 (m2 g w2 1 (x2+m/2)?
— ——dt=—|In(x“+¢ =—In|———
i1 fo X2+ t2 [ SRl 7 ( x2 )
X2+ (ml2)? 1 (KP4 mi2)?
lim ——— =+o0o,donc lim —In[————| =
x—0* x?2 x—0* 7T x?2

Donc la limite & droite de f en 0" est +oo.

1
5. On en déduit que f a une allure proche de celle de la courbe de la fonction x — —.

| x|
Solution 17 -

1y 1 ' n@
1. = dt=|=In(Q+ )| = —=.
4 f01+t2 5 )]0 2
1 t" — )
2. Pourtout t€[0,1],ona0 < <letdonc0< < t". Ainsi, par croissance de
1+ 12 1+12

I'intégrale,

(il 1

1

n+1

OSJnSf ttde =
0

n+1 0

Ainsi, par le théoréme des gendarmes, liIP Jn=0.
n—+oo

3. Pour tout n € N, en faisant une intégration par parties, on a

tn+1

I, =

n+1 1+t2

_ln(2) 2 fl t"+2
" n+l n+lJo 14122
In@2) 2

n
n+l n+1"

2

4. Comme J converge vers 0, (J,+2) nen également, et donc, par opérations sur les limites,
I converge vers 0.

5. PourtoutnelN,

(4Dl 2 .
n@  In@) "% nre
InQ) In2)

~ _

Doncl,, ~
n—+oo p+1 n—+c0 n

Solution 18 -

1
1. t— m est définie et continue sur ]0,1[U]1, +oo[. Donc H est définie en un réel x si et

seulement si [x, x°] <]0,1[U]1, +oo[.
Cen'estpaslecassix<Oousix=1.
Sio<x<1, alors 0 < x> <1.Si x> 1, alors x> > 1. Dans les deux cas, [x,x%] <
10,1[U]1, +o0ol. Ainsi, H est bien définie sur ]0, 1[U]1, +ool.

2. Six>1, H(x) est'intégrale d'une fonction positive entre deux bornes dans |'ordre crois-
sant, donc H(x) > 0.

Si0 < x <1, H(x) estl'intégrale d'une fonction négative entre des bornes décroissantes,
(car x% < x), donc H(x) > 0.

. 1 L. .
3. e Soit x > 1. Alors, t — m est décroissante sur [x, x°], donc, par croissance de
n

I'intégrale, on a
H(x) > fo & — b
“Ji Inx®  2Inx)

2

x%—x x?

r ~ — +o00 par croissances comparées.
2In(x) x—+c0 2In(x) x—+o0

Ainsi, par théoreme du gendarme, lim H = +o0.
+00
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¢ On procede maniere similaire au voisinage de 0. Soit x €]0, 1[. Pour tout ¢ € [x%, x],
ona:
In(x?) <In(r) <In(x) <0

Donc, par décroissance de la fonction inverse,
1 1 1
< < <0
In(x2) " In(® ~ In(x)

Ainsi, par croissance de I'intégrale, comme x* < x, on a

L | L | x 1
f ——dr < f —dt < f dr
2 In(x?) 2 In(p) x2 In(x)

X — x? fx x—x°
< dr <
In(x2) 2 In(1) In(x)

En remarquant que x — x*€]0,1[ et en échangeant les bornes, on a

Comme lim ——— lim
x—0% ln(xz) x—0* In(x)
l})rpH 0.

= 0, par théoréme des gendarmes on a que

1_ 1 1
4. Soit x > 1. Alors, pour tout ¢ € [x, x%], on a - > - > — . Comme In(?) > 0, on en déduit

t
que
1 1 1

> >
xIn(®) 7 tln(®) = x2In(p)

Par croissance de l'intégrale,

x? 1 x? 1 x? 1
f ———m>f ———m>f LN
x  xIn(®) »  tIn(®) x  x2In(p)

mm>fﬁ 1 H(x)
X

X tin(r) =~ x2

5. Pourtoutx>1,0ona

2

X
f tliit) = [ln(lln(t)l)]ﬁ2 =1In(n(x?) - In(In(x)) = In2In(x)) — In(In(x)) = In(2).
X

En effet, In(x) et In(x?) sont positifs car x > 1.

. Soit x €]0, 1[. Alors, pour tout t € [x

6. D’apres les deux questions précédentes, on a pour tout x > 1 que

In(2)x < Hx) <In@2)x?

Comme 111111 In(2)x = hm In(2)x? = In(2), on a par théoreme des gendarmes que
X—
lim H =1n(2).
1+
) 1_1_1
,X],on a - < ; —-Comme In(7) <0, on en déduit
1 1 1

xIn(®) 7 tin(®) © x2In(p)

que

Par croissance de 'intégrale,

1 X1 X 1
G Y
2 xIn(t) w2 tIn(p) 2 x21In(p)

En échangeant les bornes de I'intégrale, on a

2
—H(x)>_fx 1 th_H(x)
X tln(t) xZ

X
H(x) fﬁ 1 H(x)
< <=
X « tIn(p) x?

xZ

1
De la méme maniere que précédement, on trouve que f e dt = In(2) et on en
X n

déduit par le théoréme des gendarmes que lill_n H =In(2).

8. Ainsi, H admet pour limite In(2) en 1, donc est prolongeable par continuité en posant

H(1) =In(2).
De méme, d’apres le question 3, H a pour limite 0 en 0, donc est prolongeable par conti-
nuité en posant H(0) =

1
. §:t— —— est continue sur ]0,1[uU]1, +oo[, donc elle admet des primitives. Notons G

In(?)

une de ces primitives. G est donc de classe C! sur ]0,1[uU]1, +ool. Alors,
H(x) =G(x*) - Gx)

On en déduit, par composition et soustraction de fonctions de classe C!, que H est de
classe C! sur]0,1[U]1, +ool.

Pour tout x €]0,1[U]1, +oo|,

2x 1 x-1

’ _ ! 2 _ = - -
H@x)=2xG0) =60 =1 ma = 15 ™
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10.

Ainsi, H est continue sur [0, 1[, dérivable sur ]0,1] et li(I)n H' =0, dong, d’apres le théo-

réme de la limite de la dérivée, H est de classe C! en 0 et H'(0) = 0.

X
On a aussi que H est continue sur R, dérivable sur R \ {1}, et li{n H' = lin}l ©
x—1In(x
1

In'(1)
de la limite de la dérivée, H est de classe Cl en 1 et H'(1) = 1.

=1 (on areconnu la limite d'un taux d’accroissement), donc d’apres le théoreme

Finalement, H est de classe C! sur R,.

On remarque que H' obtenue a la question précédente est toujours positive, sauf en 0,
donc on H est strictement croissante sur R;..

H' (x) 0 + 1 +

+o0o

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!




