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EXERCICES — CHAPITRE 24 I

Exercicel (¥) - Lafamille de vecteurs ((1,1,1),(1,0,1),(2,1,1)) est-elle libre dans R3? Est-ce
une famille génératrice de R>?2

Exercice 2 (¥) - La famille de vecteurs ((1,1,1,1),(1,0,1,0), (2,1,1,0)) est-elle libre dans R*?
Est-ce une famille génératrice de R*?

Exercice 3 (¥) - Démontrer que la famille (X —2,2X + 3) est une base de Ry [X].

Exercice4 (¥) - Onconsidere a=(1,i,-1,-i), b=(0,1+1i,2i,i—1) etc=(1,1,1,1). Prouver
que (a, b, ¢) est une famille liée dans le C-espace vectoriel C* et une famille libre dans le R-
espace vectoriel C*.

Exercice 5 (¥) — Familles libres et liées de fonctions réelles
Pour les familles de F (R, R) ci-dessous, dites si elles sont libres ou liées :

JF1 = (cos;sin;exp)

FF, =(ch;sh;exp)

F3 = (cos;sin; f: x— cos(x +7m/4))

Fi=(fo=sin; fi : x— sinx); fo : x — sin(4x);....; firr : X — sin(2""x))

. ax. g . @mx. . . anx
Fs=(firx—eM% foix—e®%. . fr:x—e™Y)
oumeN, neN* etay,ap, -, a, sont des réels tels que a; < ap < -+- < ay.

Exercice 6 (¥)- Déterminer une famille génératrice, puis une base de chacun des sous-
espaces vectoriels suivants.
1. E={(x,y,2,0eR? |3x+y=0etx+t=0};
2. F={PeRy[X]|P(1)=0}.
Exercice 7 (#) — Soit a e R.

1. Justifier que la famille

LX-a;X-a)%..;(X-a)™
est une base de R, [X].
2. Soit P € R, [X]. Donner les coordonnées de P dans cette base.

3. Soit p € [[1, n]]. Donner les coordonnées du polynome X” dans cette base.

k
Exercice 8 (#) — Soit n € N*. Pour tout k € [0, ], on pose e} = Z x¢.

1. Démontrer que (k) ie[o,] €st une base de R, [X]. =0

2. Soit k € [0, n]. Déterminer les coordonnées du polyndome Py = X ¥ dans cette base.

Exercice9 (#) - Soit 7 € N*. On considere 7+ 1 réels xg, X1, ..., X, vérifiant xy < x; < --- < X;,.
De plus, on note :

n
vie[o,n], P;=]]X-xp.
k=0
k#i
1. Soit i € [0, n]. Pour k € [0, n]}, vérifier que P;(x;) =0si j # i et P;(x;) #0.

2. En déduire que la famille (Py, ..., P,;) est une famille libre de R, [X]. Est-elle génératrice?
Exercice 10 (¥) — Dans Rg, on consideére I’ensemble F des vecteurs (x; y; z) tels que

x +y + z =0
2x -y + z =0

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R®, en donner une base et donner sa dimen-
sion.

Exercice 11 (¥) - Dans [R4, on considere le sous-espace vectoriel F engendré par les vec-
teurs u = (1;1;1;1) et v = (1;2;1;-3). Donner la dimension de F, en donner une base, et
donner un systéme d’équations qui caractérise F.

Exercice 12 (¥) — On consideére ’ensemble
F={PeCy[X]| P(-1)=P(1)=0}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C4[X], en donner une base et sa dimension.
Exercice 13 (¥) — Montrer que I’ensemble
F= {P eR4[X]| P)=P'(1)=P'(0) = 0}

est un sous-espace vectoriel de R4[X] et en donner une base, sa dimension et un supplémen-
taire dans R4 [X].

Exercice 14 (#) — Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension 3 de R°.
Montrer que Fn G # {0}.

Exercice 15 (¢) — Dans le C-espace vectoriel C3, on considére les sous-espaces vectoriels :
F={(x,5,2)€C®|x+iy—-z=0} et G={(a+iba-iba+b)|(ab)eC?}.

Déterminer une base de F, une base de G, une base de F + G et une base de Fn G.
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Exercice 16 (¥) — Déterminer un supplémentaire dans R* de
E={(x,y,z,0eR |x+y—t=0ety—z+t=0}.

Exercice 17 (¥) - Montrer que F = Vect((1,2,1),(0,1,1)) et G = Vect((0,1,0)) sont supplé-
mentaires dans R>.

Exercice 18 (¥) - Montrer que F = {P € R3[X] | P(1) = 0} et G = Vect(X + 1) sont deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de R3[X].

Exercice 19 (¥) — On pose

2a+b
F:{(_“b ‘: )e/\/lg([RH(a,b)e[Rz}

_Jla 3a+b ,
G_{(_b —2a+b)€M2(R)|(a,b)€[R }

Prouver que M, (R) = F & G.

Exercice 20 (¥) - Déterminer un supplémentaire de F = {P € R4[X] | P(— X) = P(X)} dans
R4[X].

Exercice 21 (#) - Dans E = R*, on considere a = (1,2,0,1), b = (2,1,3,-1), ¢ = (4,5,3,1) et
F =Vect(a, b, c).
1. Déterminer la dimension et une base de F. Déterminer un systeme d’équations de F.

2. Soit G={(x,y,2,1) eR*|2x+y+z+t=0et x+z—t =0}. Déterminer une base de G et
sa dimension.

3. Montrer que F& G = E. Donner la décomposition selon F et G du vecteur s = (6,10,8,2).

Exercice 22 (%) - Soit D I'ensemble des matrices diagonales de E = M (R) et F le sous-

. . . 1 1
espace vectoriel engendré par les matrices A = (

11
0 1) et B = (1 1). Montrer que D et F

sont supplémentaires dans E.

Exercice 23 (#) — Soit n € N*. On note S, 'ensemble des matrices symétriques de M, (KK)
et A, 'ensemble des matrices antisymétriques de M (K).

1. Dans cette question n = 3.

(a) Montrer que S3 et A3 sont des sous-espaces vectoriels de M3 (IK). Donner une
base et la dimension de chacun d’eux.

(b) Montrer que Sj3 et A3z sont supplémentaires dans M3 (K).

2. Onrevient au cas général

(a) Donner sans justification une base et la dimensions de S, et A;,.
(b) Montrer qu'’ils sont supplémentaires dans M, (K).

Exercice 24 (#) - Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N avec n > 3.
Soit H et H' deux hyperplans de E c’est-a-dire des sous-espace vectoriels de E de dimension
n-—1.
1. Montrer que dim(H + H') = n—1 si, et seulement si, H = H’
On suppose désormais que H # H'.
2. Montrer que H+ H' =E.
3. Montrer que dim(Hn H) =n—2.

4. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel D qui soit un supplémentaire dans E a H
eta H'.

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



