Maths 2025/26 TD 24 - Dimensions des espaces vectoriels

MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 24 I

Solution 1 - Soit 11,142,153 € R tels que 1;(1,1,1) + 12(1,0,1) + 13(2,1,1) = (0,0,0). Cette
équation s’écrit aussi :

11+12+2l3=0 /11+/12+213=0

{Al + A3 =0 — Al + A3 =0
A+ Ao + A3 =0 - A3 =0 L3 —L3—Ly
/12 + A3 =0 Liy—1L-Lp

— /11 + A3 =0

[-1]A3 =0

On obtient (11,42, A3) = (0,0,0), ce qui montre que la famille est libre.
Comme cette famille contient trois vecteurs et que dim(R%) = 3, c’est une base de R®.

Solution 2 - Déja, la famille ne peut pas étre génératrice car elle contient trois vecteurs et
dim(R*) = 4.

Soit A1,12,13 € R tels que 1;(1,1,1,1) + A2(1,0,1,0) + A3(2,1,1,0) = (0,0,0,0). Cette équation
se réécrit :

ﬂl+/12+213=0 11+A2+213=0
M + A3 =0 — 11 + A3 =0
A+ A+ A3 =0 - A3 =0 Ly —IL3-1,
Al =0 Al =0
. /12 + A3 =0 Li—Li—Ly
/11 + A3 =0
=) [-1] A3 =0
— A3 =0 Li—Ls—Lp

On a donc que (11,12, 13) = (0,0,0), ce qui montre que la famille est libre.
Solution 3 - Soit 11,1, e Rtels que 11 (X —2)+ 122X +3) =0. On a (—2A; +312) + (A; +
212)X = 0. En identifiant les coefficients des polynémes, on obtient :

{2A1+3/12=0 [7]02 =0 L —Lj+2L

Al + 2A, - {Al + 2, 0

Donc (11, 12) = (0,0), ce qui prouve que la famille est libre.
La famille contient deux vecteurs et dim(R; [X]) = 2, donc c’est une base de R; [ X].

Solution4 - Notons F = (a, b, c).
1. Soit 41,142,453 e Ctelsque A1a+ A2b+ Azc=0. Alors :

A
(GT-DA; + A+DAy

= Al + ZiAZ

(-1- l)ﬂl + (i— 1)&2

Al + ﬂ,g

A+ Q+DAy + A3
-1+ 2iAy + A3
—iA + ((—-DAy + A3

Il
(= NeNel

= /11 + 2iAy

nf?

ily + /13

0

o O © O

oS O O O

Ly —1Lp
L3 — L3
Ly—Ly

Ly —1,

Ly —Lp

Ly— Ly

Comme on n’a pas pu choisir un pivot dans chaque colonne, on aura une inconnue

secondaire et donc une infinité de solutions :

ce qui montre que F n’est pas libre dans le C-espace vectoriel C*.

2. Soit A1,A2,A13 € Rtelsque A;a+A2b+A3¢c=0.0na

A1+ A3, Ao+ A3+ i(A1 +A2), =41 + A3 +2iA,,

Ao+ /13 +i(—A1+12)) =(0,0,0,0).
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En identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient :

/11 + A3 =0
0=0
Ay + A3 =0
) M+ A =0
-M + A3 =0
27 =0
- A+ A3=0
-+ A =0
/11 + A3 =0
0=0
/12+ /1320
Ao — A3 =0 Ly—Lys— L,y
= 213 =0 Ly — Ls+ Ly
2A, =0
— Ao+ A3 =0
Ao+ A3 =0 Lg—Lg+ Ly
/11 + A3 =0
0=0
Az+ A3 =0
— +/13:0 Ly—Ly—L3
213 =0
- 213 =0  Le—Ls—2Lg
203 =0 Lz—L7+Lg
0=0 Lg—Lg—Ls

Ainsi, (A1,12,13) = (0,0,0), donc la famille est libre dans le R-espace vectoriel ct.

Solution5 -
1. Soient A, u, v réels tels que Acos+pusin+vexp = 0. On a donc pour tout x € R, A cos(x) +
psin(x) +vexp(x) =0.
En x =0, on a Acos(0) + usin(0) + vexp(0) =0, c’'estadire 1 +v =0.
= E, Acos(z)+psin(z)+vexp(z):(),
En x 2 ona 2 2 2

c'est a dire u+ve™? = 0.
En x =m,0ona Acos(m) + psin(m) + vexp(r) =0,
C'esta dire —A+veP! =0.
A + v =0
A, 1, v vérifient donc le systéeme U+ ePi2y =
-2 + efly =0

. exp=

En additionnant la premiére et la troisieme ligne, on obtient v(1 + e” i) =0,doncv=0.
Puis a 'aide des deux premiéres lignes, A = = 0.

Donc| la famille (cos, sin, exp) est libre. ‘

ch+sh

,donc ‘ la famille (ch;sh;exp) est liée. ‘

. Soit x € R. Alors

V2

n N N V2
f(x) =cos(x+ Z)—cos(x)cos(z)—sm(x)sm(z)— 2 cos(x) 2 sin(x).

2 2
Donc f = g CcoS — % sin et‘ la famille (cos, sin, f) est liée. ‘

. Montrons par récurrence sur m € N que J; est libre.

Initialisation : Pour m = 1, 7, = (sin) donc est libre.
Hérédité : Soit m € N fixé. On suppose que (fy, ..., fn) estlibre.
Soient Ag, ..., Am, Am+1 réels tels que Ao fo + -+ + Ay fin + Am+1 fm+1 = 0. Donc,

VxeR,Aofo(x) +-- + Ay frn(X) + Appg1 fns1(x) = 0.

En —,

T T T
Aofo(z) + +/1mfm(§) +Am+1fm+1(§) =0.

12 T
Or, pour tout k € [1,m+1], fk(E) =0et fg(z) =1, donc on a Ag = 0. On remarque
également que, en posant y =2x,ona:

MA+ -+ Amfm+Am+1fm+1 =0

= VxeR A () + -+ Ams1 fme1(x) =0

< VXER,A1cos2x) +++-+ A1 cos@™x)=0
< VyeR,A1cos(y) +--+Amr1cos2™y) =0
= VyeR A o)+ -+ A1 fm(¥) =0

= Mfo+ -+ Ams1fm=0

Or la famille (fy,..., fin) est libre par hypotheése de récurrence. Donc A} = --- = 1, =
Am+1 =0.D’olle résultat au rang m + 1.

Par récurrence, pour tout m €N, ‘ (fo,..., fm) estlibre.

. Montrons par récurrence sur n € N* que 5 est libre.

Initialisation : Pour n = 1, F5 = (f1) donc est libre.
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Hérédité : Soit n € N* fixé. On suppose que (fi,..., f) est libre. Soit A1,...,A,+1 réels
tels que A1 f1 +- -+ Apt1 fus1 = 0. Alors, pour tout x € R,
o eM¥ .4 Ap+1 en+1X =
e M (e 4+ Apyg 1Y) =0
M e(al—an+1)x+,_.+;Lne(an—un+1)x A1 e(an+l_un+l)x =0

1 e(“l*anﬂ)x Feeet Ane(ﬂn*ﬂnﬂ)x +A,41=0

Pour tout j < n+1, aj < a1, donc lim el%~@n+1)% — 0 Donc, en prenant la limite

X—+00
en +oo dans la derniere égalité, on obtient A1,1; = 0. On a alors A1 f1 +:--+ Anf = 0.
Par hypothese de récurrence, (fi,..., f) estlibre, donc Ay =--- =1, = 1,41 = 0. Donc

(f1,.-., fn+1) estlibre.

Par récurrence, ‘ pour tout n €N, (fi,..., f) estlibre.

Solution6 -
1. Soit (x,y,z,1) € R*.

y = =3x

(x,y,z,t)eE@{ P o=

= (5,320 €{(x,-3x,2,-%) | (x,2) € R*}

donc E = Vect((1,-3,0,—1),(0,0,1,0)). De plus les deux vecteurs générateurs ne sont pas
colinéaires donc ils sont libres et forment une base de E.

2. (a) Méthode 1. Soit P € Ry [X].

PeF < AQeR[X],P=(X-1Q car 1 est racine de P

— Aa,b)eR% P=(X-1)(aX+h)

donc F = Vect (X — 1, X(X — 1)). Les deux vecteurs générateurs sont non colinéaires
(ou échelonnés en degré), donc ils forment une famille libre puis une base de F.

(b) Méthode 2. Soit P € Ry[X]. 1l existe (a, b,c) € R® tel que P=a+bX+ cX?.

PeF <— P1l)=0<«<— a+b+c=0<— a=-b-c
< (a,b,0)e{(=b-¢,b,0)| (b,c) e R?}.
Donc F = Vect(—l +X,-1 +X2). Les deux vecteurs générateurs sont non coli-

néaires (ou échelonnés en degré), donc ils forment une famille libre puis une base
de F.

Solution7 -
1. Pour tout n € N, (X — )" est un polynéme de degré n. Ainsi, la famille (1;(X — a); (X —
a)?;...;(X — a)") est une famille de 7 + 1 polynomes de R,,[X] non-nuls et de degré dis-
tincts, donc| c’est une base de R, [X]. ‘

2. Soit P € R,[X]. D’apres la formule de Taylor appliquée en a, on a:

n (k)
PX) = Z P (a)

X-at
iz K

Par unicité de la décomposition d'un vecteur comme combinaison linéaire des vecteurs
d’'une base, les coordonnées de P dans la base (1;(X — a); (X — @)%;...; (X — a)") sont

P'(a) P (g)

P(a),P'(a), yeeos
(a), P'(a) > o
3. On note Q = XP. D’apres le cours sur les polynémes, pour k < p, la dérivée k-iéme de
| (k) 1
XP est —P-— xP~* Donc L l@__ P a?~* =P |ark.
(p—-Kk)! k! (p—Kk)k! k

Si k > p, alors k > deg(Q) donc la dérivée k-ieme de Q est le polyndme nul.
Donc les coordonnées de Q dans la base (1;(X — a);(X — a)z;...;(X —a)™ sont

B b

Solution 8 -

1. Lafamille est libre en tant que famille de polyndmes de degrés échelonnés. De plus, elle
contient n + 1 vecteurs et dim(R,[X]) = n+ 1, donc c’est une base de R, [X].

2. Onal = ¢y donc 1 est de coordonnées (1,0,...,0). De plus, pour tout k > 1, Xk =ep-
er_1 donc X* est de coordonnées ,...,0, -1 , 1 ,0,...,0).
—~ =~
(i-1)-eme i-éme
position position

Solution9 -

n
1. Sii# j, X—x; estunfacteur de P;, d’'ou P;(x;) = 0. De plus, P;(x;) = H (x; — xi) estnon

k=0
k#i
nul en tant que produit de facteurs non nuls.

n n
2. Soit Ag, .., A, € C tels que Y A,P,=0.Soiti € [0,n].Ona Y A,Ps(x;) =0, C'est-a-dire
/=0 /=0
AiP;(x;) =0, d’ott A; = 0 puisque P;(x;) # 0. Ainsi, pour tout i € [0, n], 1; = 0 et la famille
est libre. Puisque cette famille contient n + 1 vecteurs dans R,[X] de dimension n + 1,
cette famille est également génératrice.
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Solution 10 - Soit (x, y,2) € R3. Alors,

x +y + z =0
(x,y,z)€F<:>{2x ~ Yy 4+ z =0
x + y + z =0
‘:’{ 3y -z =0

21

X = —-—

3

— JAeR, . A

Y R

z = A

— JLeR,(x,),2) = A(-2,-1,3)
<~ (x,),2) € Vect((-2,-1,3))

F est donc un sous-espace vectoriel de R® de dimension 1
dont une base est ((-2, -1, 3)).

Solution 11 - F est engendré par deux vecteurs non colinéaires, donc F est un sous-espace
vectoriel de R* de dimension 2 dont une base est ((1;1;1; 1), (1;2;1; —3)).
Soit a = (x; ;z; 1) € R*. Alors

aeF < AL uelR (xy,2) =A(L;1; ;1) +pu(1;2;1;,-3)

x = 1 + u
y = A +2 pu
— I ueR, 2 - i
t = A -3 u
x = A + pu
-x + y = H
— I peR, x + 2 - 0
-X t = A -4 pu
2x - y = //\,
-x + y = K
< I, ueR, x + 2 - 0
-5x + 4y t = 0
— —-X + z = 0
-5x + 4y tr = 0
Donc —Xtzo= est un systeme d’équations de F
—5x+4y+t = 0 SIS quatt :

Solution 12 - Soit P € C*[X]. Alors

PeF < let—1sontracinesde P
— Pestdivisible par (X - 1)(X +1) = X*> - 1.
< Il existe Q e R[X] tel que P = (X2-1)Q.

Comme deg(P) < 4 et deg((X2 - 1)Q) =2 +deg(Q), un tel Q a forcément un degré inférieur
ou égal a 2. Donc

PeF < 3QeR,[X], P=(X*-1)Q
< 3da,b,ceR, P=(X*-1)(aX*>+bX+c)
— da,b,ceR, P=aX*-X)+bX3-X)+c(X*-1)
< PeVect(X'-X45X°-X;X*-1)

Donc F = Vect(X* - X% X3 - X; X*~1). La famille (X* — X% X® - X; X* - 1) contient des
polynémes non-nuls et de degrés distincts, donc est libre. C’est donc une base de
Vect [X 4_x? ; xX3-Xx ; X% - 1) (vu qu’elle en est évidement une famille génératrice).

Finalement, F est un sous-espace vectoriel de C4[X] de dimension 3
dont (X* - X%; X3 — X; X% — 1) est une base.

Solution 13 - Ona F cR4[X].

Soit P = aX*+bX3+cX’+dX+e€ R4[X], avec a, b, c,d, e € R. Alors P’ = 4aX3+3bX%*+cX+d
et
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PeF < P(1)=P'(1)=P'(0)=0

a + b + ¢ + d + e =0

@{ 4a +3 b +2 ¢ + d = 0

d =0
a + b + ¢ + e = 0
@{ 4a +3 b +2 ¢ =0
d =0
a + b + ¢ + e =0
@{ - b -2 c -4 e =0
d =0

a = A+3u
b = —-21-4u

— JALpeR, c = A

d =0

e = u

<~ JA,ueR,(a,b,cd,e)=A(1,-2,1,0,0) + u(3,-4,0,0,1)
— ILpeRP=AX"-2X3+ X*)+uBXx*-4x3+1)
< PeVect((X*-2X>+ X?),3X" -4X> + 1))

D'oit F = Vect ((X* -2X3 + X?), 3X* -4X> +1)).
X*—2x3+x%et3X*-4X%+1nesont pas colinéaires, donc

F est un sous-espace vectoriel de R4[X] de dimension 2
dont (X*-2Xx3+ x?,3x* - 4X3 + 1) est une base.
Comme 3(X* —2X3 + X?) - 3X* —4X3+1) = —2X3 +3X? - 1, on en déduit que (X* —2X3 +
X?,-2X3% +3X%—1) est également une base de F.
La famille 3X* —4Xx3 +1,-2X3 +3X? — 1,1, X, X?) est contient 5 polynémes non-nuls de
degrés différents donc est une base de R4[X]. Donc

G = Vect(1, X, X?) est un supplémentaire de F dans R4 [X].

Solution 14 - F et G sont des sous-espaces vectoriels de R®> donc F+ G aussi. Donc dim(F+
G) < 5. D’apres la formule de Grassmann, dim(E + F) = dim(E) + dim(F) — dim(F N G).
Donc, dim(F N G) = dim(E) + dim(F) —dim(E+ F) >6-5=1.

Donc FN G # {0}. |

Solution 15 -

1. Soit (x,y,2) € 3. (x, ¥,2)€F < x=-iy+z,donc F =Vect((-i,1,0),(1,0,1)). Puisque
la famille ((-i,1,0),(1,0,1)) est libre (les vecteurs sont non colinéaires), on obtient que
c’est une base de F.

2. G=Vect((1,1,1),(i,—1,1)) et comme la famille ((1,1,1), (i,—i,1)) est libre, c’est une base
de G.

3. F+G=Vect((-i,1,0),(1,0,1),(1,1,1),(Z,—i,1)).

Notons F = ((-,1,0),(1,0,1),(1,1,1), (i,—i,1)) et B la base canonique de C*.

-i [1] 1 i -i [1] i —i-1 [1] 0 2
(101—i)~L10 i~ 1 0 [1] i
1 11 i 0 1-i i] o o 1-i
Si on enléve la quatrieme colonne, on obtient un pivot dans chaque colonne (il n’y aura
donc plus d’inconnue secondaire), donc les trois premiers vecteurs forment une famille
libre maximale de F + G.
Donc une base de F + G est ((—7,1,0),(1,0,1),(1,1,1)).
4. Soit (x,y,2) € R3.

=[]~

0

X = a+ib
2 y = a-ib
(x,,2) e FNG << 3(a,b)eC* < 2 = a+b
x+iy—-z = 0
X = a+ib
2 y = a-ib
< 3(a,b)eC | 2 = a+b
a+ib+i(a—ib)—(a+b) = 0
X = a+ib
2 y = a—1ib
<~ 3H(a,b)eC? A 2 = a+b
ila+b) = 0

donc FNnG=Vect((1-i,1+1i,0)).

Remarque : cohérent avec la formule de Grassmann, puisque dim(F + G) = dim(F) +
dim(G) — dim(F n G), donc dim(F N G) = 2+2 -3 = 1. Notons que la détermination de
F N G permettait directement de déduire que F + G = C3 a 'aide de cette formule.

Solution 16 - Soit (x,y,z,1) € R

X = -y+t

(x,y,z,t)eE@{ z = y+t

= yze{-y+tyy+t,0|(,0eR?}.
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Donc E = Vect((-1,1,1,0),(1,0,1,1)), puis comme u = (-1,1,1,0) et v = (1,0,1,1) sont non
colinéaires, (u, v) est une base de E.

Essayons de la compléter en une base de R* et considérons (i, v, e1,e2), ol ey, e, sont les
deux premiers vecteurs de la base canonique de R*. Soit A1, Ay, A3, Ay eRtelsque Lju+Av+
Aze1+A4e0=0.0na:

-1+ A +/13 =0
y M +/14 =0
11 + Ay =0
Ao =0
20 + [1]2s =0 L L+
— - Ao +A4 =0 Ly —1Ly—Lsg
Al + Az =0
(1], =0
13 =0 Li—Li—-2L,4
— /14 =0 Ly —Ly+ 14
}Ll =0 L3 —L3—Ly
(1], =0

La famille (¢, v, e;, e2) est donc libre. Comme elle contient 4 vecteurs et dim([R4) =4, c’estune
base de R?. Le cours assure alors qu’'un supplémentaire de E est Vect (e, e2).

Solution 17 - Utilisons une caractérisation des supplémentaires en dimension finie. F est
engendré par deux vecteurs non-colinéaires donc est de dimension 2. G est engendré par un
vecteur non-nul donc est de dimension 1.

Soit ve FN G. Alors, v=(0,x,0) avec xe Rcar ve G.

v e F, donc il existe A et u des réels tels que v = A(1,2,1) + u(0,1,1), c’est-a-dire

0,x,0) = (A, 21+ pu, A+ ).

Légalité sur la premiére coordonnée donne A = 0 puis la derniére donne p = 0. On en déduit
que v est le vecteur nul. Réciproquement, F N G est un sous-espace vectoriel de R? donc
contient (0,0), d’ou FN G = {0}.

Ona msontré que FNG = {0} et dim(F) +dim(G) = dim(R%), donc F et G sont supplémentaires
dans R°.

Solution 18 - F c R3[X], F contient le polynéme nul et F est stable par combinaison li-
néaire, donc F est un sous-espace vectoriel de R3[X].

Soit Pe FNG. Pe Gdoncil existe ae Rtel que P = a(X +1). P € F donc P(1) =0, c’est a dire
a=0.DouP=0et FNG={0}.

Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3[X], Fn G = {0}.

(X-1,(X-1)%,(X-1)3) est une famille d’éléments de F non-nuls et de degrés distincts, donc
libre (donc de rang 3). F est donc de dimension au moins 3. Or, F # R3[X] (par exemple,
1¢ F), donc F ne peut pas étre de dimension 4. Donc dim(F) = 3. On a évidement dim(G) = 1.
Donc Fn G = {0} et dim(F) + dim(G) = dim(R3[X]). Donc

‘ F et G sont supplémentaires dans Rz [X]. ‘

1 2 0 1
Solution19 - F = Vect((0 _1) , (_1 0)) et les deux vecteurs générateurs forment une

famille libre car ils sont non colinéaires, donc dim(F) = 2. De méme, dim(G) = 2.

. . 4 a 2a+b ¢ 3c+d
Soit M € Fn G. Il existe (a, b, c,d) € R* tel que M = (—b et M= (—d —20+d)' 0]
obtient immédiatement a = c et b = d, puis 2a+ b = 3¢ + d fournit a = ¢ = 0. Enfin, —a =
—2c+d donne d = 0. Finalement, M = 0, d'ou1 F n G c {0}. Uautre inclusion étant immédiate,
on obtient que F N G = {0}.

Puisque dim(F) + dim(G) =4 = dim(M>(R)), on en déduit que F & G = M (R).

Solution 20 - Notons F = {P e R4[X] | P(—X) = P(X)}. Soit (a,b,c,d,e) € R® tel que P =
a+bX+cX?+dXx3+ex?.

® Lo T
Il
S|
[~y
—_——

PeF < =
= —-d
= e

donc F = Vect(l,Xz,X4). Comme (1, X2, X%, X, X3) est une base de R4[X], on en déduit que
G = Vect (X, X°) est un supplémentaire de F dans Ry[X].
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Solution 21 - )Ll + 24 + A3 = X
1. Soit (A1,12,13) € R, soit (a, B,y,0) € R*. On a ) e =312 - 5A3 — 244 = -2x+y Ly —Lp=2L
3/12 + /l4 = z
[1]A1 + 222 + 443 = a - 31 + M= t-x Ly —Ly— 1Ly
2M + A2 + 543 = ﬁ Al + 202 + A3 = pY
32 + 343 =y [3]12 - 51 = —2x+y+2z  Ly—Lp+2I3
M- A+ A3=96 = 31, +[1]7g = z
Al + 215 + 413 = (04 _ 61, — t—x—2 Ly—Ls—Lg
— 12 - 33 = —2a+p Ly =L, =2L [3]M + 1343 - 7x-2y—4z L —3L;-2Ly
- 3/12 t 3/13 _ _ +2; Li—Lsi—L — /12 - 53 = —-2x+y+2z
N s e 1503 + [3]As = 6x-3y-3z Ly—3L3—3L
1 = + 6ds = —at2f  Li=3Li+2l, — 3013 = 3t—15x+6y+9z  La—3Ls+6L,
-31[Ay — 313 = —2(1+,B
— 31 + 1313 = Tx—-2y—-4z
0=—-6a+36+3y  Ls—3L3+3L; (3] - 51 = —2x+y+2z
0= 3a-36+36 Li—3Ls-3L = ’ 15/13 +[3]2 6x 3; 3
3 4 = -3y -3z
Comme on n'a pas pu choisir de pivot dans la troisieme colonne, on a une infinité de + A3 = 3t-15x+6y+9z
solutions donc la famille n’est pas libre. Par contre, (a, b) est une famille libre maximale, Ly <—301-2L, L3—3L3—3L, Ly—3L;+6L,

donc une base de F.
—2x+y+z =

. Lo R ‘4 . 0
On obtient aussi qu'un systéme d’équation de F est .
x-y+t = 0

2. Soit (x,, 2z, 1) € RY. (x,y,z,t)(—:Géquivauta(S):{Zi * y tatt 8 Ona

+z-1=
§ < {2x+y+z+ t=0

X +z+t:O

0 Li—Li+Ly
0

— {3x+y+2z

x + z+[-1]t

Notons (d,e) = ((1,-3,0,1),(0,-2,1,1)). Alors G = Vect(d, e), (d, e) est une base de G et
dim(G) =2.

3. Comme on demande la décomposition d'un vecteur dans F @ G, on ne va pas utiliser la
caractérisation avec FNG = {0} mais plutot celle avec F+G = R*. Soit (x, 7,21 € R*. Une
famille génératrice de F + G est (a, b, d, e) d’apres le cours et les questions précédentes.
Donc (x, y,z,t) € F + G si et seulement si le systéme suivant est compatible :

/11 + 24 + A3
201 + Ay — 3A3 — 214
3/12 + /14
ﬂ,l - ﬂ,g + /13 + /14

(8):

Il
=~ N < X

[90] 4
A -
- [90] 24

39r+15x+18y -3z
—-15t+15x+ 15z
45t —45x + 45z
+/13 3r—15x+6y+9z
Ly —30Ly+13L4 Ly —30Ly—5L4 L3 —30L3+ 1514
Ainsi, le systéme est toujours compatible, ce qui signifie que F + G = R*.
Or dim(F) + dim(G) = 4 = dim(®*), donc F& G = R*.
Enfin, en choisissant (x,y,z,t) = (6,10,8,2), la résolution précédente donne que les

18 8
coordonnées dans la base (a, b, d, e) (adaptée a F @ G) sont (E’Z' —5 2). En particulier,

18 8
(6,10,8,2) = (?a+2b)+(—gd+26).

e€F eG

0) et H= (0 (1)), puis dim(D) = 2. De méme A

1
Solution 22 - D est engendré par G = ( 0

0 0

et B sont linéairement indépendantes, d’ou dim(F) = 2.

Soit M € DN F. Alors il existe (a, b, c,d) € R* tel que M = aA+ bB = (Z Zig) et M =cG+
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dH = ((c) g).Ainsi b =0, puis a+ b =0 conduita a =0. Donc M =0 puis DN F c {0}. Lautre
inclusion étant évidente, on a D N F = {0}. Or dim(D) + dim(F) = 4 = dim(M3(R)), donc D & MeAs < M=-M"
F=M>([R).
a b c -a -d -g
= |d e f|=|-b —-e -h
g h k -c —-f -k
Solution 23 -
olution <> a=e=k=0, b=-d, g=-c, f=-h
0 b ¢
a b c < M=|-b 0 f
1. (a) SoitM=|d e f|eMsK) aveca,b,c,d,e f,g h kel.Alors, -c —-f 0
g N k 0 1 0 0 0 1 0 0 0
< M=b|-1 0 O|+c| O O O|+f|0 O 1
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0

MeS; < M=M"

a b c a d g
—|d e f|=|b e h
g h k c f k
< b=d, g=c, =h
a b c
< M=|b e f
c f k
1 0 O 0 1 0 0 0 1
M= al0 0 O|+b|1 O O]+c|O O O
— 0 0 O 0 0 O 1 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 O
+e|l0 1 O0|+f|0 O 1]+k|O0 O O
0 0 O 0 1 0 0 0 1
— M= aElyl + b(Elyz +E2y1) + C(El,g +E3,1) + eEzyz
+ f(Ez3+E3p) +kE33

Donc S3 = Vect((El,l, Eip+Ex1,E13+E31,E2,Ex3+ E3'2,E3,3)). De plus, cette fa-
mille est libre. En effet, aucun vecteur n’est une combinaison linéaire des autres
vecteurs de la famille, puisque chaque Ej,; est le seul a avoir un coefficient non-
nul a 'emplacement (i, j).

Ainsi, S3 est sous-espace vectoriel de M3(K) de dimension 6 dont (Ej 1, E; 2 +
EZ,I; E1'3 + E3'1 , Eg,z, E2’3 + E3,2, Eg'g) est une base.

(b)

(a)

< M =Db(E2—Ex))+c(Er3—Es)) + f(Ex3—Esp)

Donc Az = Vect((E12 — E21, E1,3 — Es,1, E2,3 — E32)). De plus, cette famille est libre.
En effet, aucun vecteur n'est une combinaison linéaire des autres vecteurs de la
famille, puisque chaque Ej ; est le seul a avoir un coefficient non-nul a I'emplace-
ment (i, j).

Ainsi, S3 est sous-espace vectoriel de M3(KK) de dimension 3 dont (Ej 2—E» 1, E13—
E3 1, E> 3 — E3 ) est une base.

Soit M € S3n As. Alors M = MT = —M donc M = 0. Réciproquement, la matrice
nulle est a la fois symétrique et anti-symétrique donc S n.A3 = {0}.

De plus, dim(S3) + dim(A3) = 6+3 = 9 = dim(M3(K)). Donc, par caractérisa-
tion des supplémentaires en dimension finie, Sz et A3 sont supplémentaires dans
M3 (K).

nn+1
S, est de dimension ¥

Pour constituer une base de Sy, on peut prendre une famille contenant exacte-
ment les éléments suivants :

e Pour tout i € [[1, n] Ej ;.

ePourtoutie[l,n—-1]etje[i+1,n], E;;+Ej,;.

nn-1)
—
Pour constituer une base de A, on peut prendre une famille constituée des €élé-
ments suivants : Pour touti € [1,n—1] et j € [i + 1,n], E; j — Ej ;.

A,, est de dimension
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(b) Remarquons tout d’abord que

nn+l) nn-1)
+
2 2

De plus, on peut reprendre exactement la méme preuve que dans la question 1)b)
pour montrer que S, N A, =1{0}.

dim(S,) + dim(A4,,) = = n? = dim(M,,(K)).

Ainsi, ces deux espaces sont supplémentaires dans M, (K).

Autre méthode sans utiliser la question a:

M+MT M-MT
Soit M € M ,(K). Alors, on pose S = 5 etA= 5

T r MT-M
Alors " =—=S§, A :T:—AetA+S:M.D0ncA€.An,S€Sn

et MeS,+ A, Donc M, (K)cS, +A,. Comme S, et A, sont des sous-espaces
vectoriels de M, (K), M, (K) =S, + A,

Soit M € S, N Ap. Alors M = M = —M donc M = 0. Réciproquement, la matrice
nulle est a la fois symétrique et anti-symétrique donc S, N A, = {0}.

Par caractérisation des supplémentaires en dimension finie (car M, (K) est de di-
mension finie),

S, et A, sont supplémentaires dans M, (K).

Solution 24 -
1. SiH=H',alors H+ H = Hdoncdim(H+ H) =n-1.

Réciproquement, si dim(H + H') = n— 1, comme E est de dimension finie, d’apres la
formule de Grassmann, dim(H + H') = dim(H) + dim(H') — dim(H n H'), c’est a dire n —
1=2n-2+dim(Hn H).
Doncdim(HNH')=n—-1.0r, HhH' c Hetdim(Hn H") = n—1 = dim(H). Par inclusion
+ égalité des dimensions, ona H= Hn H'. De méme H' = Hn H', donc H = H'. Par
double implication, on a

dim(H + H') = n—1si, et seulement si, H = H'.

. Si H# H', alors d’aprés la question 1, dim(H + H') # n— 1.

Or, H+ H' est un sous-espace vectoriel de E, donc dim(H) < n. De plus, H<c H + H,
donc dim(H) < dim(H + H').

Finalement, H + H' a une dimension qui est un entier compris entre n et n — 1, mais
n'est pas n— 1. Donc dim(H + H') = n. Comme H + H" c E et dim(E) = n, on en déduit

que| E= 1+ H'|

. On applique la formule de Grassmann (E est bien de dimension finie), dim(H n H') =
dim(H) +dim(H) -dim(H+ H)=n-1+n-1-n=n-2.
’ Onabiendim(HNnH') =n-2.

& Du trefle a brouter...

¥ A connaitre par cceur.

4. Comme H et H' sont de méme dimension et différents, aucun n’est inclus dans I’autre.

Ainsi, on peut prendre v, € H\ H et vo € H' \ H.

On pose v = v; + vy et D = Vect (v). Alors D est de dimension 1, donc dim(D) + dim(H) =
1+n-1=n=dim(E).

Soit x € HN D. Alors x = Avy + Ave pour un A € K.

Supposons que A #0:

1
Alors v, = —x — v;. Comme x et v sont dans H et que H est stable par combinaison
linéaire, on en déduit que v, € H, ce qui est absurde, donc A = 0. Ainsi, x = 0.

On obtient donc que DN H = {0}, donc D et H sont supplémentaires dans E. Le méme
raisonnement sur H montre que D et H' sont également supplémentaires dans E.

Autre méthode :

On considere une base de Hn H' (ey,...,en—2). D’apres le théoreme de la base in-
complete (E est toujours de dimension finie), on peut la compléter en une base B =
(e1,...,en—2,ey—1) de H et en une base B' = (e, ...,ep—2,€,_;) de H'.

Ona e, ¢ Vect(B') = H'. En effet, dans le cas contraire, on aurait que B € Vect(B') et
donc que H c H', soit H = H’ par égalité de leur dimension. De méme, e’n,l ¢ZVect(B) =
H.

Onpose a=e;-1 + e’n,l. Alors a ¢ H. En effet, si a € H, alors e;;_1 + e'n,l —e,_1€ H car
H est un espace vectoriel, donc e),_; € H, ce qui est absurde.

Donc (ey,...e;—1,a) est une famille de libre de cardinal n, donc une base de E. On
en déduit que Vect((ey,...,e;—1) = H et Vect((a)) sont supplémentaires dans E. De
méme, Vect((ey,...,en—2,€,_,) = H et Vect((a)) sont supplémentaires dans E. Donc

Vect ((a)) est un supplémentaire commun 4 H et H' dans E.

& Qui s’y frotte s’y pique!

4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



