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EXERCICES — CHAPITRE 23

Solution 1 –

1. F1 n’est pas un sous-espace vectoriel.

En effet, (1,1) ∈ F1, mais (1,1)+ (1,1) = (2,2) et (2,2) ̸∈ F1, donc F1 n’est pas stable par
addition.

2. F2 est un sous-espace vectoriel de R2. En effet :

▷ F2 ⊂R2.

▷ (0,0) ∈ F2.

▷ ∀(x, y), (x ′, y ′) ∈ F2,∀λ ∈R, on a x = y et x ′ = y ′. Donc

λx +x ′ =λy + y ′ et λ(x, x ′)+ (y, y ′) ∈ F2.

3. F3 n’est pas un sous espace vectoriel de R3. En effet, (0,0,0) ̸∈R3.

4. F4 est un sous-espace vectoriel de R3. En effet,

c’est une sous-partie de R3,

(0,0,0) ∈ F4,

pour tout (x, y, z) et (x ′, y ′, z ′) ∈ F4, λ ∈R, alors

λ(x, y, z)+ (x ′, y ′, z ′) = (λx +x ′,λy + y ′,λz + z ′).

Or, comme (x, y, z) et (x ′, y ′, z ′) ∈ F4, on a

λy + y ′ =λ3x +3x ′ = 3(λx +x ′), donc λ(x, y, z)+ (x ′, y ′, z ′) ∈ F4.

5. En posant F ′
4 = {(x, y, z) ∈R3 tels que z = 2x}, on montre comme dans la question précé-

dente que F ′
4 est un sous-espace vectoriel de R3.

Comme F5 = F4 ∩F ′
4 et que l’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-

espace vectoriel, F5 est aussi un sous-espace vectoriel de R3.

6. F6 est inclus dans l’ensemble des fonctions de R dans R, qui est un R-espace vectoriel.

La fonction nulle est dans F6.

Soient f et g dans F6, λ ∈R. Alors, (λ f + g )(1) =λ f (1)+ g (1) = 0. Donc λ f + g ∈ F6.

Finalement, F6 est un sous-espace vectoriel de F (R,R).

7. F7 n’est pas un sous-espace vectoriel de F (R,R), car il ne contient pas la fonction nulle.

8. F8 est un sous-espace vectoriel de C1(R,R). En effet :

F8 est une partie de C1(R,R)

La fonction nulle est de classe C1 et sa dérivée est constante, donc elle appartient à F8.

Soient f , g ∈ F8, λ ∈R. Alors λ f + g est de classe C1 et

(λ f + g )′(0) =λ f ′(0)+ g ′(0) =λ f ′(1)+ g ′(1) = (λ f + g )′(1). Donc λ f + g ∈ F8.

9. F9 est un sous-espace vectoriel de C0([0,1],R). En effet :

F9 est une partie de C0([0,1],R)

La fonction nulle est continue et
∫ 1

0
0 = 0, donc elle appartient à F9.

Soient f , g ∈ F9, λ ∈R. Alors λ f + g est continue sur [0,1] et∫ 1

0
(λ f + g )(t )sin(t )dt =λ

∫ 1

0
f (t )sin(t )dt +

∫ 1

0
g (t )sin(t )dt = 0. Donc λ f + g ∈ F9.

10. F10 n’est pas un espace vectoriel. En effet, (n)n∈N ∈ F10 mais

−1.(n)n∈N = (−n)n∈N ̸∈ F10.

11. F11 n’est pas un espace vectoriel. En effet :

On pose u la suite définie par u0 = 0, u1 = 2, u2 = 3 puis

∀k ⩾ 3,uk = 3. u est croissante donc appartient à F11

On pose v la suite définie par v0 = 0, v1 =−1, v2 =−3 puis

∀k ⩾ 3, vk =−3. v est décroissante donc appartient à F11.

Soit w = u + v . Alors w0 = 0, w1 = 1, w2 = 0 et pour k ⩾ 3, wk = 0.

w0 < w1 et w1 > w2. Donc w n’est pas monotone et n’appartient pas à F11.

12. F12 est un sous-espace vectoriel deRN. En effet : F12 ⊂RN. La suite nulle est bien bornée.

Soient u et v dans F12 et λ ∈ R. Alors il existe mu et v réels tels que pour tout n ∈ N,
|un |⩽m1 et |vn |⩽m2.

Donc, pour tout n ∈N, |λun + vn |⩽ |λ| |un |+|vn |⩽ |λ|m1+m2. Donc λu+v est bornée,
donc appartient à F12.

13. F13 n’est pas un espace vectoriel car la suite nulle ne converge pas vers 2.

14. F14 est un sous-espace vectoriel de RN. En effet :

F14 ⊂RN.

La suite nulle converge vers 0 donc appartient à F14.

Soient u et v dans F14 et λ ∈R. Alors λu + v converge vers λ0+0 = 0, donc λu + v ∈ F14.

15. F15 est un sous-espace vectoriel de RN. En effet :

F15 ⊂RN.

On note (θn)n∈N la suite nulle. Alors, pour tout n ∈N, θn+2 = 0 et 4θn+1 −4θn = 0, donc
θn+2 = 4θn+1 −4θn . Ainsi, θ ∈ F15.

Soient u et v dans F15, λ ∈R. On pose w =λu + v . Montrons que w ∈ F15.
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Soit n ∈N.

wn+2 =λun+2 + vn+2

=λ(4un+1 −4un)+ (4vn+1 −4vn)

= (4λun+1 +4vn+1)− (4λun +4vn)

= 4(λun+1 + vn+1)−4(λun + vn)

= 4wn+1 −4wn

Donc w ∈ F15.

16. F16 est un sous-espace vectoriel de R[X ]. En effet :

F16 ⊂R[X ].

On note θ le polynôme nul. Alors,

X θ̃(1)+ (X 2 −4)θ̃(0) = 0X +0(X 2 −4) = 0. Donc θ ∈ F16.

Soient P et Q dans F16, λ ∈R. On pose R =λP +Q.

Alors, pour tout a ∈R R̃(a) =λP̃ (a)+Q̃(a). Donc,

X R̃(1)+ (X 2 −4)R̃(0) = X (λP̃ (1)+Q̃(1))+ (X 2 −4)(λP̃ (0)+Q̃(0))

= [
XλP̃ (1)+ (X 2 −4)λP̃ (0)

]+ [
X Q̃(1)+ (X 2 −4)Q̃(0)

]
=λ[

X P̃ (1)+ (X 2 −4)P̃ (0)
]+ [

X Q̃(1)+ (X 2 −4)Q̃(0)
]

=λ.0+0 = 0

Donc R ∈ F16.

17. F17 n’est pas un sous-espace vectoriel de Mn(K). En effet, on peut facilement vérifier
que la matrice nulle n’est pas dans F17.

18. F18 est un sous-espace vectoriel de Mn(K). En effet,

F18 ⊂Mn(K).

Si M est la matrice nulle, alors M T +M = 0, donc M ∈ F18.

Soient A et B dans F18, λ ∈K. On pose C =λA+B .

Alors, par propriété de la transposition,

C T +C =λAT +B T +λA+B =λ(AT + A)+ (B T +B) = 0

Donc C ∈ F18.

19. F19 n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R).

En effet, on vérifier facilement que I3 ∈ F19, mais 2I3 ̸∈ F19, donc F19 n’est pas stable par
multiplication externe.

20. On peut écrire

F20 =
{

a

(
1 0
0 1

)
+b

(
0 1
1 0

)
| a,b ∈R

}
= Vect

((
1 0
0 1

)
;

(
0 1
1 0

))
,

donc F20 est un sous-espace vectoriel de Mn(K).

Solution 2 – F ⊂RN, 0 = (0)n∈N ∈ F car ∀n ∈N,0 = n.0+0.
Soient λ ∈R et (un) , (vn) ∈ F . On a

λ (un) (vn) = (λun + vn)

avec pour tout n ∈N,

λun+2 + vn+2 =λ (nun+1 +un)+ (nvn+1 + vn) = n (λun+1 + vn+1)+λun + vn

donc λ (un)+ (vn) ∈ F .
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de RN.

Solution 3 – ωR⊂C et 0 ∈ωR car 0 =ω×0.
Soient λ ∈ R et z, z ′ ∈ ω.R on peut écrire z = ωx et z ′ = ωx ′ avec x, x ′ ∈ R et on a

(
λz + z ′) =

ω
(
λ.x +x ′) avec λx +x ′ ∈R donc λz + z ′ ∈ωR.

Ainsi ωR est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C.
Si ωR est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C alors puisque ω = ω×1 ∈ ωR et
i ∈C, on a i .ω ∈ωR. Cela n’est possible que si ω= 0.
Inversement, si ω= 0 alors ωR= {0} est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C.

Solution 4 – Soit (a,b,c,d) ∈R4.

(a,b,c,d) ∈ F ⇐⇒ ∃(x, y) ∈R2,


x +4y = a

−x +3y = b
2x +2y = c
−2x + y = d

Appliquons la méthode de Gauss à ce dernier système.
1 x + 4y = a
−x + 3y = b
2x + 2y = c
2x + y = d

⇐⇒


1 x + 4y = a

7 y = a +b
− 6y = −2a + c

9y = 2a +d

L2 ← L2 +L1

L3 ← L3 −2L1

L4 ← L4 +2L1

⇐⇒


7 x = 3a −4b

7 y = a +b
0 = −8a +6b +7c
0 = 5a −9b +7d

L1 ← 7L1 −4L2

L3 ← 7L3 +6L2

L4 ← 7L4 −9L2
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On peut toujours trouver x et y tels que les deux premières lignes soient vérifiées. Ainsi, pour
que le système admette des solutions, il faut et il suffit que les deux dernières lignes soient
vraies.

Donc F =
{

(a,b,c,d) ∈R4 |
{ −8a +6b +7c = 0

5a −9b +7d = 0

}
.

Solution 5 –

1.

(7,3) ∈ Vect((2,4), (−1,2)) ⇐⇒ ∃λ,µ ∈R, (7,3) =λ(2,4)+µ(−1,2)

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,

{
7 = 2λ−µ
3 = 4λ+2µ

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


45

8
= λ

17

4
= µ

Donc (7,3) est une combinaison linéaire des vecteurs (2,4) et (−1,2).

2. Il est facile de voir que non, car toute combinaison linéaire des vecteurs (2,3,0) et (3,2,0)
a 0 pour troisième coordonnées.

3.

(0,−2,3) ∈ Vect((2,2,3), (3,−1,2))

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R, (0,−2,3) =λ(2,2,3)+µ(3,−1,2)

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


0 = 2λ+3µ

−2 = 2λ−µ
3 = 3λ+2µ

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


1

2
= µ

−2 = 2λ−µ
−1

7
= λ

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


1

2
= µ

−2 = −11

14−1

7
= λ

Ce système n’ayant pas de solution, (0,−2,3) n’est pas une combinaison linéaire des
vecteurs (2,2,3) et (3,−1,2).

4. On peut résoudre un système comme précédemment, ou repérer directement que

(6
p

2−15,12−5
p

3)6
p

2(1,
p

2)−5
p

3(
p

3,1)

Ainsi, (6
p

2−15,12−5
p

3) est une combinaison linéaire des vecteurs (1,
p

2) et (
p

3,1).

5. En observant les coefficients de degré 3 et 1, on voit que la seule combinaison linéaire
de v1 et v2 qui pourrait donner u est 2v1+3v2. Après calcul, on a que 2v1+3v2 = u, donc
u est bien une combinaison linéaire de v1 et v2.

6. Si u = λcos+µsin avec λ et µ et réels, en évaluant cette relation en 0, on obtient λ = 0,

puis en évaluant en
π

2
, on obtient µ= 0, donc f = 0, ce qui est absurde. Donc u n’est pas

une combinaison linéaire de cos et sin.

7. D’après le formulaire de trigonométrie, on sait que pour tout x ∈R,

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x),

donc u est bien une combinaison linéaire de cos2 et sin2.

8. Supposons qu’il existe λ,µ,ν ∈R tels que pour tout n ∈N,

1 =λn2 +µ2n +ν(2n −1)

Si ν ̸= 0, alors, par croissances comparées, 1 ∼µ2n , ce qui est absurde car ces deux suites
n’ont pas la même limite. Donc ν= 0.

Ainsi, si λ ̸= 0, 1 ∼λn2, ce qui est de nouveau absurde pour des raisons de limites. Donc
λ= 0.

On a donc 1 = ν(2n−1) pour tout n ∈N. En évaluant en n = 0 et n = 1, on obtient ν=−1
et ν= 1, ce qui est absurde.

Donc, (1)n∈N n’est pas une combinaison linéaire des suites (n2)n∈N, (2n)n∈N et (2n −
1)n∈N.

Solution 6 – On rappelle qu’un sous-ensemble A d’un espace vectoriel E est un
sous-espace affine s’il existe un sous-espace vectoriel V de E et un point a ∈ E tels que

A = a +V.

1. Considérons
A = {(x, y, z) ∈R3 | x − y + z = 2 et 2x + y +2z = 1}.

Il s’agit de l’ensemble des solutions d’un système linéaire non homogène.
On commence par résoudre le système homogène associé :{

x − y + z = 0,

2x + y +2z = 0.

3
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On obtient y =−x − z, puis x = 0, donc y =−z. Ainsi,

V = {(0,−t , t ) | t ∈R} = Vect(0,−1,1)

est un sous-espace vectoriel de R3.
Une solution particulière du système non homogène (i.e avec second membre) est par
exemple (1,0,1). On en déduit

A = (1,0,1)+V.

Donc A est un sous-espace affine de R3 (c’est une droite de l’espace).

2. Considérons
A = {M ∈Mn(K) | tr(M) = 1}.

Par linéarité de la trace, l’ensemble

V = {M ∈Mn(K) | tr(M) = 0}

est un sous-espace vectoriel de Mn(K).
En notant In la matrice identité, on a tr(In) = n, donc

A = 1

n
In +V.

Ainsi, A est un sous-espace affine de Mn(K).

3. Considérons
A = { f ∈ C(R,R) | f (0) = 2 et f (1) =−3}.

Posons
V = { f ∈ C(R,R) | f (0) = 0 et f (1) = 0}.

On montre facilement que V est un sous-espace vectoriel.
La fonction affine f0(x) = 2−5x vérifie f0(0) = 2 et f0(1) =−3. Ainsi,

A = f0 +V ,

et A est un sous-espace affine de C(R,R).

4. Considérons
A = {P ∈R[X ] | ∀k ∈ J1,nK, P (k) = k}.

Soit
V = {P ∈R[X ] | ∀k ∈ J1,nK, P (k) = 0}.

On montre facilement que V est un sous-espace vectoriel de R[X ].
Il existe un unique polynôme P0 de degré ⩽ n −1 tel que P0(k) = k pour tout k ∈ J1,nK
(polynôme d’interpolation de Lagrange). On a alors

A = P0 +V.

Donc A est un sous-espace affine de R[X ].

5. Considérons
A = {y ∈ C1(R,R) | ∀x ∈R, ex2

y ′(x)+ y(x) = 1}.

Considérons d’abord l’équation homogène associée :

ex2
y ′+ y = 0.

Elle admet pour solutions{
y : x 7−→C e−

∫ x
0 e−t2

dt , C ∈R}= Vect
(
x 7−→C e−

∫ x
0 e−t2

dt )
.

L’ensemble
V = {y ∈ C1(R,R) | ∀x, ex2

y ′(x)+ y(x) = 0}

est donc un sous-espace vectoriel de C1(R,R).

Cherchons maintenant une solution particulière de l’équation non homogène (i.e avec
second membre). La fonction constante y0 : x 7−→ 1 est solution.

Ainsi,
A = y0 +V.

On en conclut que A est un sous-espace affine de C1(R,R).

Solution 7 – Pour cela, nous allons chercher à obtenir une représentation paramétrique de
F . Soit M(x, y, z, t ) un élément de R4. Alors :

M ∈ F ⇐⇒
{

x + y + z + t = 0
x − z +2t = 0

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


x =λ
y =µ

z + t =−λ−µ
−z +2t =−λ

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


x =λ
y =µ
z =−λ−µ− t

3t =−2λ−µ

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,



x =λ
y =µ
z =−1

3
λ− 2

3
µ

t =−2

3
λ− 1

3
µ

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,
−−→
OM =λu +µv

4
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avec u de coordonnées

(
1,0,−1

3
,−2

3

)
et v de coordonnées

(
0,1,−2

3
,−1

3

)
.

u et v ne sont pas colinéaires, donc Vect(u, v) = F est un plan vectoriel .

Solution 8 – Soit P ∈R[X ]. Alors P ∈ F ⇐⇒


P̃ (0) = 0
P̃ (1) = 0

−4P̃ (0) = 0
Ainsi, P est dans F si et seulement si 0 et 1 sont des racines de P , c’est à dire si et seulement si
P est divisible par X (X −1) = X 2 −X soit si et seulement si le reste de la division euclidienne
de P par X 2 −X est nul.
Soit P ∈ R3[X ]. Alors il existe a,b,c,d réels tels que P = aX 3 +bX 2 + c X +d . Effectuons la
division euclidienne de P par X 2 −X :

aX 3 +bX 2 +c X +d X 2 −X
−aX 3 +aX 2 aX + (a +b)

(a +b)X 2 +c X +d
−(a +b)X 2 +(a +b)X

(a +b + c)X +d

.

Ainsi, P ∈ F si et seulement si d = 0 et c = −a −b, c’est à dire si et seulement si P = (X 2 −
X )(aX +a +b).

(X 2 −X )(aX +a +b) = aX 3 −aX 2 +aX 2 −aX +bX 2 −bX

= a(X 3 +X )+b(X 2 −X )

Ainsi, F = Vect
(
X 3 +X , X 2 −X

)
.

Solution 9 –

1. Recherchons quelles sont les suites vérifiant ∀n ∈N, un+2 = 4un+1 −3un .

L’équation caractéristique associée est r 2 −4r +3 = 0, dont les racines sont 3 et 1 (Très
facile avec un système produit-somme).

Ainsi, les suites vérifiant cette relation de récurrence sont les suites de la forme ∀n ∈
N,un =α3n +β1n avec α,β ∈R.

Donc, en posant pour tout n ∈N, an = 3n et bn = 1, on obtient que u vérifie la relation
de récurrence si et seulement si il existe α,β ∈R, tels que

(un)n∈N =α(an)n∈N+β(bn)n∈N.

Donc E = Vect
(
(3n)n∈N, (1)n∈N

)
.

2. L’équation caractéristique associée à f ′′− f ′+ f = 0 est r 2 − r +1 = 0, d’inconnue r . Son

discriminant est∆=−3. Ses racines sont r1 = 1− i
p

3

2
et r2 = 1+ i

p
3

2
. Donc, l’ensemble

des solutions de l’équation différentielle est

E =

 f :

R → R

t 7→ et/2

(
λcos

(
t
p

3

2

)
+µsin

(
t
p

3

2

))
| (λ,µ) ∈R2

. Donc,

E = Vect

 R → R

t 7→ et/2 cos

(
t
p

3

2

)
,

R → R

t 7→ et/2 sin

(
t
p

3

2

) 
Solution 10 – Soit (x, y, z) ∈R3. Alors

(x, y, z) ∈ Vect((2,4,1), (0,−1,3)) ⇐⇒ ∃λ,µ ∈R, (x, y, z) =λ(2,4,1)+µ(0,−1,3)

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


x = 2λ
y = 4λ−µ
z = λ+3µ

⇐⇒ ∃λ,µ ∈R,


x/2 = λ

2x − y = µ

z = x/2+3(2x − y)

Il existe toujours λ et µ tels que les deux premières lignes soient vérifiées, donc

(x, y, z) ∈ Vect((2,4,1), (0,−1,3)) ⇐⇒ 13

2
x +3y − z = 0

Cette dernière équation est donc une équation caractérisant Vect((2,4,1), (0,−1,3)).

Solution 11 – On remarque que C = A + B et D = A − B , donc A et B appartiennent à
Vect(C ,D). Comme c’est un espace vectoriel, on en déduit que Vect(A,B) ⊂ Vect(C ,D).

De même A = 1

2
C + 1

2
D et B = 1

2
C − 1

2
D , donc C et D appartiennent à Vect(A,B). Comme

c’est un espace vectoriel, on en déduit que Vect(C ,D) ⊂ Vect(A,B).
Par double inclusion, Vect(C ,D) = Vect(A,B).

Solution 12 –
Par définition,

{
y1, y2, y3

}⊂ Vect(x1, x2, x3), donc Vect
(
y1, y2, y3

)⊂ Vect(x1, x2, x3).
Réciproquement : x3 = y2 − y1, x1 = y3 + y1 − 2y2 et x2 = −y3 − y1 + 3y2. Donc {x1, x2, x3} ⊂
Vect

(
y1, y2, y3

)
, donc Vect(x1, x2, x3) ⊂ Vect

(
y1, y2, y3

)
.

Par double inclusion, Vect(x1, x2, x3) = Vect
(
y1, y2, y3

)
.

Solution 13 – Montrons que G est un sous-espace vectoriel de Rn .

▷ G ⊂Rn .

▷ (0, . . . ,0) ∈Rn car 0+0+·· ·+0 = 0.

5



Maths 2025/26 TD 23 – Espaces vectoriels MPSI

▷ Soient x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) ∈G et λ ∈R.

Alors λx + y = (λx1 + y1, . . . ,λxn + yn).

λx1 + y1 +·· ·+λxn + yn =λ(x1 +·· ·+xn)+ (y1 +·· ·+ yn) =λ0Rn +0Rn = 0Rn .

Donc λx + y ∈G .

Montrons par analyse-synthèse que F et G sont supplémentaires dans Rn .
Soit x = (x1, . . . , xn) ∈Rn .
Analyse : Supposons que x = f + g avec f = ( f1, . . . , fn) ∈ F et
g = (g1, . . . , gn) ∈G . Alors il existe λ ∈R tel que ( f1, . . . , fn) = (λ,2λ, . . . ,nλ).
Comme g ∈ F, on a g1 +·· ·+ gn = 0. Donc

x1 +·· ·+xn = f1 + g1 + f2 + g2 +·· ·+ fn + gn

= ( f1 +·· ·+ fn)+ (g1 + . . . gn)

= (λ+2λ+·· ·+nλ)+0

=λn(n +1)

2
2
∑n

i=1 xi

n(n +1)
=λ

Ainsi, f = λ � (1,2, . . . ,n) et g = x − f . Donc, s’il existe, le couple ( f , g ) tel que f ∈ F , g ∈ G et
x = f + g est unique.

Synthèse : On pose λ= 2
∑n

i=1 xi

n(n +1)
, f =λ � (1,2, . . . ,n) et g = x − f .

1. f ∈ Vect({(1,2, . . . ,n)}) = F .

2. f + g = f +x − f = x.

3. g = x − f = (x1 −λ, x2 −2λ, . . . , xn −nλ).

x1 −λ+x2 +2λ+·· ·+xn −nλ= (x1 +·· ·+xn)− (λ+2λ+·· ·+nλ)

=
n∑

i=1
xi −λ

n∑
i=1

i

=
n∑

i=1
xi −

2
∑n

i=1 xi

n(n +1)
· n(n +1)

2

=
n∑

i=1
xi −

n∑
i=1

xi

= 0

Donc g ∈G .

Conclusion : On a donc montré que tout élément de Rn se décompose de manière unique
comme somme d’un élément de F et d’un élément de G , donc

F et G sont supplémentaires dans Rn .

Solution 14 –

▷ Soit P ∈ R[X ]. D’après le théorème de la division euclidienne, il existe un unique Q ∈
R[X ] et un unique R ∈R[X ] tel que P (X ) =Q(X )(X −1)+R et deg(R) < deg(X −1).

deg(R) < 1 donc R ∈R0[X ] = F . Comme Q(X )(X−1) ∈G , on a montré que F +G =R[X ].

▷ Soit P ∈ F ∩G . P ∈ G , donc il existe Q ∈ R[X ] tel que P = Q(X )(X − 1). Donc deg(P ) =
1+deg(Q). Or P ∈ F , donc deg(P )⩽ 0, d’où

deg(Q) = −∞. Donc Q = 0 et P = 0. On a donc F ∩G ⊂ {0}. 0 ∈ F ∩G car F ∩G est un
sous-espace vectoriel de R[X ], donc F ∩G = {0}.

Par caractérisation des supplémentaires, F et G sont supplémentaires dans R[X ].

Solution 15 – Procédons par analyse-synthèse.
Soit f ∈RR.
Analyse : Supposons que f = p + i avec p ∈ P et i ∈ I .
Alors, pour tout x ∈R, f (−x) = p(−x)+ i (−x) = p(x)− i (x).

Donc p(x) = f (x)+ f (−x)

2
et i (x) = f (x)− f (−x)

2
pour tout x ∈R.

Ainsi, si p et i existent, elles sont déterminées de manière unique.
Synthèse : On pose

p :
R → R

x 7→ f (x)+ f (−x)

2

, i :
R → R

x 7→ f (x)− f (−x)

2

.

∀x ∈R, p(x)+ i (x) = f (x)+ f (−x)

2
+ f (x)− f (−x)

2
= f (x). Donc p + i = f .

∀x ∈R, p(−x) = f (−x)+ f (x)

2
= p(x). Donc p ∈ P .

∀x ∈R, i (−x) = f (−x)− f (x)

2
=−i (x). Donc i ∈ I .

Conclusion : f se décompose de manière unique comme d’un élément de P et d’un élément
de I . Ceci étant vrai pour toute f ∈RR, P et I sont supplémentaires dans R.

Solution 16 –

1. E est inclus dans RN et contient la suite nulle.

Une combinaison linéaire de suite convergentes est aussi une suite convergente d’après
le cours sur les suites, donc E est stable par combinaison linéaire.

E est donc un sous-espace vectoriel RN, donc un espace vectoriel.
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2. Soit u un suite convergente. On note λ sa limite.

• En posant v la suite constante égale à λ et w = u −λ, on a que u = v +w , que v ∈ F et
que w converge vers 0 par opération sur les limites, donc appartient à G .

• Réciproquement, si u = v +w avec v ∈ F et w ∈ G , alors en passant à la limite, on en
déduit que lim v = limu, donc v est la suite constante égale à λ et w = u−λ, donc u et v
sont déterminées de manière unique.

Finalement, tout vecteur de E se décompose de manière unique comme la somme d’un
vecteur de F et d’un vecteur de G , donc E = F ⊕G .

Solution 17 – Soit f ∈ Vect(cos)∩Vect(sin). Alors il existe λ et µ des réels tels que f =
λcos =µsin. En évaluant en 0, on trouve λ= 0, d’où l’on déduit que f est la fonction nulle.
Par caractérisation des sommes directes, F et G sont en somme directe.

Solution 18 – • Soit P ∈C[X ]. D’après le théorème de la division euclidienne, on peut écrire
P = (X −1)2Q +R avec Q ∈C[X ] et R ∈C1[X ]. Comme (X −1)2Q ∈ F , on a que P ∈ F +C1[X ].
D’où C[X ] ⊂ F +C1[X ]. L’inclusion réciproque est immédiate, donc C[X ] = F +C1[X ].
Soit P ∈ F ∩C1[X ]. Alors il existe a,b ∈C tels que P = aX +b.
Comme P ′(1) = 0, on a a = 0 puis avec P (1) = 0, on a b = 0. Donc P = 0.
Réciproquement, le polynôme nul est bien dans F ∩C1[X ] car c’est un sous-espace vectoriel
de C[X ]. Donc F ∩C1[X ] = {0}.
Par caractérisation des supplémentaires, F et C1[X ] sont supplémentaires dans C[X ].

• Soit P ∈C[X ]. D’après le théorème de la division euclidienne, on peut écrire P = (X +1)(X −
1)Q+R avec Q ∈C[X ] et R ∈C1[X ]. Comme (X +1)(X −1)Q ∈G , on a que P ∈G+C1[X ]. D’où
C[X ] ⊂G +C1[X ]. L’inclusion réciproque est immédiate, donc C[X ] =G +C1[X ].
Soit P ∈G ∩C1[X ]. Alors il existe a,b ∈C tels que P = aX +b.
Comme P (1) = 0, on a a+b = 0 puis avec P (−1) = 0, on a −a+b = 0. On en déduit facilement
que a = b = 0 et donc P = 0.
Réciproquement, le polynôme nul est bien dans G ∩C1[X ] car c’est un sous-espace vectoriel
de C[X ]. Donc G ∩C1[X ] = {0}.
Par caractérisation des supplémentaires, G et C1[X ] sont supplémentaires dans C[X ].

♣ Du trèfle à brouter... ♠ Qui s’y frotte s’y pique !

♥ À connaître par cœur. ♦ Calculatoire, risque de rester sur le carreau !
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