Maths 2025/26

TD 22 - Développements limités MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 22 I

Solution1 -

1. Pour tout x au voisinage de 0, on a

X
fl(x)ZZ\)l'i'Z
X 1 3

1 x 1 X 3
=2(l+=Xx—=——=x—+—x—+0(x")
x—0 2 4 8 16 16 64

x x* i3 3
=2+——-—+-—+0x")
x—0 4 64 512

2. Pour tout x réel au voisinage de 0, on a

¥ xt A
cos(x)—-1 = ——+—+o0(x")
x—0 2 24
. x® 3
sin(x) = x——+o0(x")
x—0 6

Par produit, en éliminant les termes de degré plus grand que 5, on a:

3 2 4
X 3 x° X 4
X) = [x——+o(x -—+—+o(x
fa( )xﬂo( 6 ( ))( Y (x)
3 i 5 s
= —+—+—=+0x")
x—0 2 24 12
3 55 5
= —+—+o0x)
x—0 2 8

3. Pour tout x réel au voisinage de 0,on a
Vi+x = 1+1x—1x2+ix3+0(x3)
x— 2 8 16

Comme x°> — 0 lorsque x — 0, on a

1 1 1
V1+x2 = 14-x°>—=x'+ —=x%+ 0(x%
x—0 2 8 16

On sait également que

-1 _l ?_’ 2_£ 3 3
1+x) 2 =1 X+—-Xx x°+o0(x7)
0 2 8 16

X—

Comme —x> — 0 lorsque x — 0, on a

1 1, 3 5
+oxP+ S (-xP) - E(—xz)3 +o(x)

=1
V1—x2x—0 2 8

En sommant, on a donc:

1, 1,4 15 6
X) = (l+-x"—-x"+—=x"+olx
L R RIRT: ()
1 3 5
—(1+=x*+=xt+ —=x%+ 0(x%)
2 8 16
1 1
= ——x"—=x0+0(x%
x—0 2 4
. Pour tout x au voisinage de 0, on a
fa(x)=In(1+x) —In(1 —x)
fulx) = x—x—2+x—3+0(x3)—(—x—x—2—x—3+0(x3))
0T 2 T3 2 3

3

X 3
= 2x+2— +o0(x°)
x—0 3

. Pour tout x au voisinage de 0, on a:

f5(x)=In(2) +In (1 + sz(x))

(x) = In@)+1 1+f—x—3+ (4))
[ = n@+In|l+ 5 -7 +ol

3

En posant h(x) = r +o(x"), ona que lim h(x) = 0, donc
x—02 12 x—0

hx?  h@°  ho*

3 +o(h(x)"

f5(x) = In(@)+ h(x) -
x—0

X )

Comme h ~0 32 on a que o(h(x)*) =0 o(x"). Donc, en développant et en éliminant les
X— X—

termes de degré supérieur a 4, on obtient

3 X2 _oxt 3 4
X 1 22 , X 4
=lh@+-—-—-—"""+———+
) = @+ 2 24 6 T
X 2 x3 4
= In@)+=-"—-=—+="—"—+oxh
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6. Pour tout x au voisinage de 0, on a En mettant cela au carré, on n’écrit pas les termes de degré 7 ou plus puisque 'on

chercheunD.L. al’ordre 6 :
2 3

X x° x
Vitx = l+4-——+—+ .
o T2 816 00 x> xt x® 6.)
fa(x) = ( — L+ - +ox®
2 9 0 2 24 720
En posant h(x) —0§—§+E+o(x ), onaque hm h(x) =0, donc 2V 2 4 %6 P
= 1+[=| —2=—+2=-2"—-2"—x—+o(x9
x—0 2 2 24 720 2 24
h(x)*>  h(x)® 1 32
fo(x) =exexp(h(x)) = ex(1+h(x)+ ++o(h(x)3)) = 1-xX*+=-x*-—x%+ 0%
x—0 x—0 3 720
2
X = 1-x+=x'— =xb+00x%
Comme h o E,onaque o(h(x)® ) = o(x) Donc, en développant et en éliminant les x—0 3 45
X—

termes de degré supérieur a 3, on obtlent

x x2 x x* B A8
TGt T G +o(x%)

1
Autre méthode : On peut aussi réécrire cos(x)? en 3 (1+ cos(2x)).
2 16 8 16 48

fe(x) = ex (1 +
x—0

9. Soit x réel au voisinage de 2.

x ex 3
= e+—+—+0(x")
x—0 2 48

7. Pour tout x au voisinage de 0, on a:

1 3
(1+x)_”2 = 1——x+—x2+o(x2)
x—0 2 8
x—2

) —— — 0,doncen utilisantle D.L. al’ordre 4 en 0 de i —
Comme x“ — 0 lorsque x — 0,0on a 2 x—2 1+h

)

ol 222

2

= l——(x 2)+—(x 2)% - (x—2)3+i(x—2)4+o((x—2)4)
=22 4 16 32

,ona

- 1 3 1 x=2 [(x-2)\% (x-2\° (x-2)\*
A+x%)71? = 1-2x2+ Sxt v o(xh 1-— + - + +
=0 27 8 f® =35 2 2 2 2
Par produit, on en déduit

1 3
f0) = A+3x+3x2+ 21 - =2+ =xt + o(xh) o ) o
x—0 2 8 10. En utilisant les développements limités de exp et de x — In(1 + x) en 0, on a que
1 3 3 3
3 2 3 4 4

= 14+3x 4322+ X3 — X2 -3 - Zxt+ Zxt r ot
x—0 2 2 2 8 x— "—2 +0(x?)
5 1 9 Z 2 "7
= 1+43x+-x*—=x*—=x*+o(xh frolx ) —0 1+x+o(x)
x—0 2 2 8 2
x
; . = (x——+o(x2))(1—x+o(x))
8. Pour tout x réel au voisinage de 0, on a x—0 2
2 x4 x5 1
cos(x) = 1-—+——-——+o0(x%. ol 'on a utilisé le D.L. al'ordre 1 en 0 de h — ———. En éliminant les termes de degré
x—0 2 24 720 1+
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supérieur a 2, on obtient

2 x? 2
X) = x—x"——+o(x
Sio( )x_>0 5 (x9)
2

3x 5
= x——+o0(x°)
2

11. On calcule la décomposition en éléments simples de cette fonction rationnelle. Pour
tout x au voisinage de 0, on a

-1 1 1 1 -1 1 1 1
fi1(x) = — x + = x =— + = x .
3 x+1 3 x-2 3 \x+1 2 1-(x/2)

1 1
En utilisant les D.L. al’ordre 3 de h — eth— ,ona
1+h 1-h

_ -1 2 3 3
f11(x)x:0 3 (1 X+x°—x°+0(x°)

! (1+x+x2+x3+ (3)))
—x(l+>+=—+=+o(x
2 2 4 8
-1 x 3x* 58 3
= —+Z- 4+ +o(x)

=02 4 8 16
. . . .
12. Pour tout x réel au voisinage de 3 ona

T 7
— 4+ —

fi2(x) = cos(x - 3 3)

1 T \/§ . b4
= —cos(x— §) — —sin(x— §)

2 2
Comme x — i - 0, en utilisant les D.L. en 0 a I'ordre 4 de sin et cos, on obtient
X—3
1{. -5 -5 o,
= —|1-— + + - —
f1z(x)xag2( 5 o o((x 3))
V3 x (x-%)3
SR (G Rl Bl (CEb oD
1 V3 b4 1 b4 V3
= - (x-)—=(x—2) = (x—-2)°
=12 2 347 3 127 3
1 4 4
+—(x—=)"+ - —
48(x 3) o((x——2)7)

13. Pour tout x au voisinage de 2, on pose i = x —2. On a alors

e? el
fa@) =275
2 2 3 h2 3
= —x 1+h+h—+h—+o(h3))(1—ﬁ+——h—+o(h3)
h—0 2 6 2 4 8
2 2 3
= e—x(1+—+—+h—+o(h3))
h—0 2 2 4 24
= —2+e—z(x—2)+f(x—2)2+i(x—2)3+0((x—2)3)
x—2 2 4 8 48

14. fi4 est dérivable au voisinage de 0 et pour tout x au voisinage de 0, on a

2+x—(1+x) 1 1
£l = 2+x)? (2+x)? _ 2+x
14X) = = = .
. (1+x)2 2+0%-(1+x02 VE+x2-1+x?
2+x 2+ x)2
Et en simplifiant le dénominateur, on obtient
1
2+x 1 1 1 1 1

Fato = = = X Ty X =
V3+2x 2+X 3+2x 2V3 1+3 142

On est alors ramené a des développements connus :

1 -1 x+ )
1+%x~0 2 o
1 2X -1 -1 2x X
=(1+—)2 = 1+—x—+o0(x) = 1-—+0(x)
14 2% 3 x—0 2 3 x—0 3

3
Par produit, on en déduit
5x
!
x) = 1-—+o(x).

SiaC )xHO 6 (x)
En intégrant, on a finalement
2 2

Fa(0 = Arccos(E) +x- 22 1o = Tax-22 o)
X) = CCOS(— X—— o\ X = — X—— o\X ).
1 2o 2 12 x—03 12
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2

X
15. Pour tout x au voisinage de 0, on a In(1 + x) zox iy + o(xz)
x4>

En posant h(x) =In(1 + x), on a que lir% h(x) =0, donc
x—

-1 2 2

T 7w x:01 h(x)+ h(x)°+o(h(x)).

Comme h(x) ~,Honaque o(h(x)?) =00(x2). Donc, en développant et en éliminant
X— X—

les termes de degré supérieur a 2, on obtient

2

x? ) ) 3x )
1-|x——|+x"+0(x°) = 1-x+—+0(x°).
2 x—0 2

1
1+ h(x) x—0

On adonc

( 2 2 3x2 2
+o((2x))N)A—-x+ EB +0(x%))

fi5(x) :0(1 +2x+

3
= 14+2x+2x0° —x-2x°+=x*+ o(xz))
x—0 2

_ 3 5 2
= 14+x+=-x"+0(x7))
x—0 2

16. Pour tout x non-nul au voisinage de 0, on a

cos(x)—1 = % + v +o(xh)
x—0 2 24

Inl-x) = —x w0 +0(x%)
x—=0 2 3

On peut ainsi simplifier par —x dans le quotient :

x_ x5 3
5— 57 +0(x’)
fislx) = —2—2
=014+ 7+ % +o(x?)

= (f—x—3+o(x3)))(1—f—x—2+(f+x—2)2+o(x2)))
=02 24 2 3 2 3

- (f—x—3+o(x3)))(1—f—x—2+o(x2)))

02 24 2 12

L N

=02 4 12

17. Pour tout x réel non-nul au voisinage de 0, on a

. 13 35 5
Arcsin(x) = x+—-x"+ —x"+o0(x°),
x—0 40

6
1 1

Arctan(x) = x— 3454 0(x5),
x—0 3 5

donc, on a

-1+ 1%+ 0(x%)
fir(x) =

-0 1.3, 3
X x+6x +40

1- %xz + éx4+ o(x%h)

3
10

X%+ 0(x%)

=01+ tx2+ Sxt+o(x?)

1
En utilisantle D.L. al’ordre 2en 0 de i — o7 on obtient

I O ST 4
f17(x)x:0(1 TR +o(x ))

x (1 - (%x2 + ix“) + (lxz + ix“)2 + 0(x4))

40 6 40
1 1 1 17

= (1— x2+—x4) (1——x2——x4)+0(x4)
x—0 5 6 360

—
w |

5
= 1-=x*+—x"+o(xh
24
18. On pose g: x— V' 1+ x2 définie au voisinage de 0. Alors, en utilisant le développement

limité de x— v1+xen xz,

1o 1, 4
g(x 1+ == =—x*+o(xh.
()X—~0 2 8 ()

On peut alors tronquer a I'ordre 3 pour avoir
1
glx) = 1+ g 0(x3).
x—0 2
Puis, en notant G une primitive de g, on a

L3 4
Gx) = GO)+x+—=x"+o0(x").
x—0 6

G(x*) =,60)+ x*+ %xﬁ +0(x%) = G(0) + x* + o(xh).
X—
Ainsi,
x3
fis(x) =GP -Gx) = —x+x*—=+o(x?
x—0 6

—> |
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19. Pour tout x réel au voisinage de e, on a
fig(x) =In(x—e+e)

X
=In(e) +In(1 + (E -1))

X
=1+In(1+(—-1))
e

e

1 1
o) = 1+ G =D =3 -1+ 2 - -2

3 e 4 e

1+ lg—o- L r-e —(x—0)®
= —-(x-e)——(kx-e —(x-e
x—e e 2e? 3ed

L k—eot+olx—ot
4e4(x e)" +o((x—e)’)

20. Pour tout x réel au voisinage de 0, on a
2 3
X X 3
e -1=x+—+—++0x")
x—0 2 6

3
: 3
sin(x) = x—— +o0(x°))
x—0 6

1 x

r_ 1 e 0, On utilise alorsle D.L.de h—In(1+ h) en 0 al’ordre 4 :

“rrod o
e

Par produit, en éliminant les termes de degré plus grand que 4, on a:

2 3

3
- XX (X 3
fzo(x)x:0 X+—+ 5 +o(x )) (x 5 +o0(x ))

2
, xt B X 4
=X —-—+—+-—+0(x")
x—0 6 2 6
3
x
= x*+ = +o(x*
x—0 2

21. Pour tout x réel non-nul au voisinage de 0, on a:

In(1 + x)
f21(x):exp(— )
x
On sait que
2 3 4
In(l+x) = x— =+ - 4 o(xh.
x—0 2 3 4
In(1 ’ ’
Ind+0 _ X, X X oud.

x x=0 2 3 4

On sait que pour & réel au voisinage de 0, on a:

h?> hd 3
1+h) = =ell+h+ —+— )
exp(l+h) exexp(h)hﬁoe( +h+ 5 + 6 +o(h’)

2 x?:

I 3 -
En posant h(x)x:o 2 + 3 2 +0(x”), ona que h(x) o 0, donc
In(1+x) x x2 i8 3
(=) 21t 5 g o)
I(x x¥ 2 )
T A S
2\ 2 3 4
1 x x* X 5)°
oS+ =—-=4 +o(h(x)?
S5t - row )) o(h(x)")]

-x
Comme h(x) 02 onaque o(h(x)?) =0 o(x%). Donc, en développant et en éliminant
X— X—

les termes de degré supérieur a 3, on obtient

far(x) = e(1_f+x_2_x_3+1(x_2_x_3)+1(—x—3)+0(x3))
2 o 4 2\4 6l 8

2 3 3

ex llex? 7ex? 3

=e-——+ - +0(x”)
x—0 2 24 16

22. Pour tout x réel au voisinage de 0, on a

3 x° 5

sh(x) = x+—+—+0(x”)
x—0 6 120
2 4

ch(x) = 1+=—+=+o0(x"
x—0 2 24

Comme, pour h réel au voisinage de 0, on a
1

- _ 2 2
1_‘_}”H)l h+h°+o(h°)

En posant h(x) =ch(x)-1,0ona o(h(x)z) :00(x4), donc
x4>

1 o x* x2 x4\
= 1—(—+—)+(—+—) +o(xh
ch(x) x—0 2 24 2 24
2 oxt X 1
=1l-—-—+—+o0(x")
x—0 2 24 4
x* 5xt 4
=1-—+—+0x")
x—0 2 24
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. 3 2 3
Par produit, cela nous donne sh(x)— xch(x) = x+ X —x(1+ x_) +o(3) = X +0o(x%)
x—0 6 2 6
foax) = (+x3+ 2 on- 5+ 2 ety Donc, ona
X) = (x+—+—+o(x - — +o(x )
- 6 120 2 " 24
3

x—0 3 15

sh(x) — xch(x) x—0 —2 4 o(x3)

23. Pour tout x au voisinage de 3, on a é‘* o)
x-3 x-3 =0 -1 4001
1 =InB1+—)=In@B)+In|1+ — 6
n(x) =In(3( 3 )) =In(3) n( 3 ) _ —l+o(1)
s 1(x 3\ =0 1+o0(1)
-3 1(x-3 .
ln(x) ln(3) + 3 2 ( 3 ) +o((x=3)7 On rappelle qu'une fonction qui est un o(1) en 0 converge vers 0 en 0, donc
car —= converge vers 0 quand x tend vers 3. On en déduit que im sin(x) — xcos(x) _
3 x—0 sh(x)—xch(x)
2
ﬁ3(x) _ ln(3) + -3 1 (x 3)2 +o((x=3)?) « Pour tout x réel non-nul au voisinage de 0, on pose
3 2 3
2In(3 1 2In@3 In(cos(x) + 4 sin(x)?)
=, In@%+ n( L(x-3)+ ( - Té ))(x—3)2+o((x—3)2) gx) =exp( e :
2In(3 1-In(3
= In@3?+ n( 20 gy LD (324 o((x-3) 8
x=3 On rappelle que sin(x) =0x— €+0(x3), donc
X—
24. Pour tout x au voisinage de 1,
1 sm(x)2 1 (x x +0(x3))2
—1 = = —|lx——
Frua0) =V3/1+(x-1)-2 1+xT 2 02" 6
1, 1, 4
1 1 1 = =x"—=x"+o(x).
foa(x) :1\/5 1+—(x—1)——(x—1)2+—(x—1)3+o((x—1)3)) =02 6
X—
1 x-1. 1 x-1, x-1 4 3 En utilisant le développement de cos, cela donne
-2 —(—)—=(—— +o((x—1
( ( ) ( )2+ 6( ) (( ))) ()+1.()2 114+(4)
cos(x) + —sin(x) = 1—-=x"+o0(x"),
- \/5_2 2\/_ 1( _1) 1 8\/_( _1)2 2 x—0 8
1 1
32\/" 1 Zsin(x0)?) = o 4
o SEVS T Rt o((x— 1)) In(cos(x) + 2sm(x) )x_’oln(l 8x +0(x™)).
1 4 4 :
Solution2 - « Pour tout x réel non-nul au voisinage de 0, on a Comme In(1 + h) hioh+o(h),avec h(x) xio_gx +o0(x"), on obtient
) x® x? 5. X3 3 L. 2 1 4 4
sin(x) —xcos(x) = x———-x(1-—)+o0(x’)=—+o0(x") In(cos(x) + =sin(x)°) = —=x"+o(x").
x—0 6 2 6 2 x—0 8
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Finalement, on a donc

1
g(x) xioexp 5 + 0(1)),

Et en regardant la limite en 0, par continuité de exp :
lim g(x) .
img(x)=exp|——]|.
gmg p 8
« Pour tout x non-nul au voisinage de 0, on a

3 4
1 1 x2-sin?(x)  F-G-F+o®)?  L4olx)  f+o)

sin?(x) T2 x2sin?(x) 20 x2(x+ 0(x))? x—0 x% + 0(x%) x—0 1+ 0(1)

X—0 x2
¢ Pour tout x non-nul au voisinage de 0,

1 1 1
En passant a la limite, on en déduit que lim (— —) ==
sin?(x) 3

(1+x)x_(1 X)) exp(ln(lT”)) exp(ln(l x))
x X

2
Onaqueln(l+x) =% x? +0(x?), donc
X—

In(1 + x) x
— = 1-—+4o0
X x—0 2
D’ou
e Ind +) exe ( X + o(x)) (1 ol + o(x))
| = X —_— = X _—
P x—0 P 2 xX— 2
En appliquant cela en —x, on obtient
In(1-x) X
Xp (——x) x:Oe X (1 + 2 + o(x))
Donc , .
A+x)7-(1-x)"%  e-jx+0(x)—(e+35x+0(x))
= = —e+o(1)
x =0 X x—0
1 1
1+x)x-(1-x)"x
D’ou1 lim (+xx-0-2 =—e.
x—0 X

Solution 3 - On cherche un développement limité de f al'ordre 4 en 0 (car on va "gagner

un ordre" en I'intégrant ensuite).

Pour tout x réel au voisinage de 0, on a

2 4

X
1- cos(x) 0?—ﬂ+0(x)

1+In( +x%) =1+ X2+ o(x?).
—
. < 1 .
En utilisantle D.L. al’ordre 1 en 0 de h — T+ on obtient

1 1
1+1In(1 + x2) x—0 1 + (x2 + 0(x2)) x—0

Donc,

2

ro_r 4 _ 2 2

f() (2 24+0(x))(1 X+ 0(x))

1 13

= —x2- =4t +o(x)
02" 24

On integre alors par rapporta x :

F(x) = F(0)+L 3_ 2+ o0(x®)

2x3 24 x5
1 13
= 1+-x-—x° +0(x5)
x—0 6 120

car I'énoncé précise que F(0) = 1.

Solution4 -
1. Pour x au voisinage de 0, on a
1
— = 1-x*+ o(xs),
1+ x2 x—0
X x2 x3 3
e = l+x+—+—+ox).
x—0 2 6

Par produit, on en déduit que

):2
=1 — = .
?(X)x 0 +X > x°+o0(x”)

= 1-x*+ o(xz).

2. On en déduit que la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 a

pour équation y =1+ x.
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Sil'on étudie la différence de f avec I'équation de sa tangente, on a donc
2
f)-(1+x) = == +0(x?).
x—0 2

On en déduit que f est en-dessous de sa tangente en 0 a gauche et a droite de 0.

Solution5 -

1. Soit x au voisinage de 0.
3
fx) = (x——+0(x*)*-x*(1-x*+ 0o(x?))
x—0 6
ol
= (xz - —) - (x2 —x*+ o(x4)
x—0 3

2
= —x*+ o(x4)
x—03

Ainsi, f admet une tangente d’équation y = 0 au point d’abscisse 0. Comme f(x) o
X—

2
§x4 et que cette quantité est positive, f est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.

2. Pour tout x au voisinage de 0,

fx x3+x5+( )) (+x3+3x5+(5)
X) = - — —_— oX X —_— _— oxX
10 6 120 6 = 40

5

= 2%+ = 4 0(xd)
x—0 12

Ainsi, f admet une tangente d’équation y = 2x au point d’abscisse 0. Comme f(x) —
X
2x ~012’ f estau-dessus de sa tangente a droite de 0 et en-dessous a gauche.
X—

3. D’apres l'exercice 1,

2v3-1 1-8
fx) = V3-2+ \/— (x—1)+ v3
x—1 64

x-D%+o((x-1?

2v3 -

1
Ainsi, f admet une tangente d’équation y = v3 -2 + (x —1) au point d’abscisse

1 1-8

V3-2+ ‘/_ (x— )) ~ v3
x—1 64
négative, f est en-dessous de sa tangente au voisinage de 1.

1. Comme f(x) — (x— 1)2 et que cette quantité est

an

Solution 6 - Intuition : Comme on va diviser deux fois par x, on s’attend a
ordres", donc on va commencer avec un D.L. 2 'ordre 5 de e® —1.
Pour tout x réel non-nul,

perdre deux

N 2 43 44 45
ef -1 = X+ —+—+—+——+o0(x°).
x—0 2 6 24 120

Donc, on a

e’ -1 x x* x¥ xt
In = In{l+>+=+=—+—+o0(xh].
X x—0 2 6 24 120
On pose h(x) = a + x + s + x + o(x*). Comme h(x) X , h(x) tend vers 0 lorsque x
P =02 6 24 120 0% d
tend vers 0. De plus,

1 1 1
In(l1+h) = h— =K +=-h*--hn*+oh* (0
h—0 2 3 4

On calcule les puissances de h :
2 3 gyt

X X
h(x)? = =+ =+ +o(xY,
x—0 4 6 72

3 4
3 _ x_ X 4
h(x) 08 + p +o(x™),
4
h(x) E+0(x ).

En revenant a (?2), cela donne apres calcul

e’ -1 x 1, 1
In = 24— ——x*+o(xh.
X Jx—02 24 2880

Et donc

1 1 4 3
X———x"+0(x").
flx )x 02 24 2880 )

f admet un D.L. al'ordre 0 en 0, donc est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =
1

2
Ce prolongement f a le méme développement limité en 0, donc admet un D.L. d’ordre 1 en

0, donc est dérivable en 0 et f'(0) = 7R
Une équation de la tangente en 0 est donc

X

Y=o
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Sil’on étudie la différence de f avec I'équation de sa tangente, on a donc

1 x 1 3 3
X)—|-+—| = ———x"+o0(x°).
f (2 24)x—»0 2880 (")

On en déduit que f est au-dessus de sa tangente en 0 a gauche de 0 et en-dessous a droite de
0.

Solution7 -

; 2
sin(x X X
1. Ona ) = 1- = +o0x? donc f(x) = —= +ox. Il s’ensuit que f est prolongeable
X x—0 6 x—0 6

1
par continuité en 0 (en posant f(0) = 0) et est dérivable (f'(0) = _5)'

2. f(x) xi() - % - g +0x, donc f est prolongeable par continuité en 0 (en posant f(0) = — %)
et f est dérivable (f'(0) = 0).

3. Ona f(x) o —2x* + 0x?, d’ol1 f prolongeable par continuité en 0 (en posant f(0) = 0)
et dérivable (f'(0) = 0).

9x?  27x* 3x?
0% _ex +ox*, d'oit f(x) =Oln(9) —In(2) - % puis f prolon-
—

geable par continuité en 0 (f(0) =1n(9) —In(2)) et dérivable (f "(0) = 0).

4. Onal-cos(3x) =
r—

5. f(x) :01 - g + ox, d’'ou f prolongeable par continuité en 0 (f(0) = 1) et dérivable
X—
1
!/
0)=--).
(f 2)

1 1
6. f(x) :05 + x, donc f est prolongeable par continuité en 0 (f(0) = 5) et dérivable
x—>
(f'(0)=1).

1
Solution 8 - Pour tout x # 0, on pose h = 3 Alors

Lo/ L1 o)\ s Lya=an
)= hz(h 2)_h (1-2h).

R — R
étudi : 1 . .L. ique,
On va étudier g hoe 53 a_z2n Par D.L. classique, on a
3 1 1 2 2 2, 4., 2
vV(A-2h) = 1+—-(-2h)—=(-2h)"+0o(h") = 1--h——-h"+o0(h").
h—0 3 9 h—0 3 9
1 2 4
= ——=-—-h h
8, = "3 gt

h tend vers 0" lorsque x tend vers +oco. En repassant a x, ona:

On en déduit que la courbe représentative de f admet une asymptote en +oo d’équation

y=x—§.

2
Comme f(x)— (x— §)x
asymptote en +oo.

De maniere similaire, f admet la méme asymptote en —oo et la courbe représentative de f
est au-dessus de cette asymptote en —oo.

= — +o0(-), la courbe représentative de f est en-dessous de son
—+00 9x X

Solution9 -

1
1. Pour tout x > 0, on pose i = —. Alors
X

11
1. 52— 5712 1 1-h+2h?
f(—)=h21—he_h=—><—e_h
h 41 h 1+h
R® — R
On va étudier k : 1 1-h+2h? _p, -ParD.L. classique, on a
— —_ —
h 1+h
1-h+2h?
— = (1-h+2R)A-h+h*+0(h?) = 1-2h+4h*+o(h?).
1+h h—o h—0

On en déduit

k(h) = l(1—.2h+4h2+o(hz))e-’1
h—0 h

1 h?
=% (1-2h+4h*+o(h?) (1 —h+ -+ o(h%)

h—0
1 13
= Z[1-3h+=H? hz)
hx—0 h +2 +o(h7)
1 13
= ——3+—h+o(h
h—0h * 2 +oh)

On remarque que & tend vers 0" lorsque x tend vers +oo. En repassant a x, ona:

13
f(x) = x-3+-2+0(-).
x—+00 x X

—+
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On en déduit que la courbe représentative de f admet une asymptote en +oo d’équation

y=x-3.Comme f(x)—(x-3) ~

x—+00 2 x’
est au-dessus de son asymptote en +oco.

qui est positif, 1a courbe représentative de f

1
2. Pour tout x > 0, on pose h = —. Alors,
X

efa)=(5 w55 )= o )l 23]

n_ (2 _ (2 2. 2
g(h)h:[)(h+1)exp(h(1+h+o(h)))h:0(h+1)exp(h+h +o(h?))

En utilisant le DL d’exponentielle en 0, on a:

l = E 2 l 2\2 2)
g(h)h:o(h+l)(1+(h+h)+2(h+h) +o(h?)

_ (2 3 5 2)
h:o(h+l)(1+h+2h +o(h°)

—

2
= —+3+4h+o(h)
oh
On remarque que h tend vers 0* lorsque x tend vers +oo. En repassant a x, on a:

4 1
glx) = 2x+3+—+0(—)
X—+00 X X

On en déduit que la courbe représentative de g admet une asymptote en +oo d’équation
y=2x+3.

4
Comme g(x) — (2x +3) e T qui est positif, 1a courbe représentative de g est au-
—too 1
dessus de son asymptote en +oo.

1
3. Pour tout x > 0, on pose y = —. Alors,
X

1

1 1 1 3

h(—)z(—3+—2+1 ’
y oy

1
En utilisantle DL al’'ordre 2 en 0 de z— (1 + z)3, on obtient :

= l(1+y+y3)%
y

1 1(. 1 1
h(—) = —(1+g(y+y3)—§(y+y3)2+o(y2)

y)y-oy
I U R
y:Oy 3 9y y

10

On remarque que y tend vers 0" lorsque x tend vers +oo. En repassant a x, on a:

h(x) =
X

—+00

On en déduit que la courbe représentative de g admet une asymptote en +oo d’équation
1

=x+-.
y 3

1
Comme h(x) —(x+=) ~
3" x—+4+00 9x

dessous de son asymptote en +oo.

1
——, qui est négatif, la courbe représentative de # est en-

Solution 10 -

1. Onpose f: x— In(1 + x) —sin(x), qui est bien définie au voisinage de 0. Alors, pour tout
X au voisinage de 0, ona:

2

) = (- = +0(x®) - (x+ 0(x))
x—0 2

2

fx) zo—x— +o(x

2
2 )

1
Comme (—) converge vers 0 quand » tend vers +oo, on en déduit que :
n

((i)m el

-1
T oz

1 1 1
2. Pour neN*,onav, =n|e’"-1-= x |- On pose f: x— e ~1-x——, quiest
no1+4 1+x

bien définie au voisinage de 0. Alors, pour tout x au voisinage de 0, on a:

2
fx) = (1+x+x—+0(x2)—1—x(1—x+0(x))
x—0 2

_ 3 2
f(x)x:ozx + 0(x7).

1 .
Comme (—) converge vers 0 quand 7 tend vers +oo, on en déduit que :
n

1y 3 )

eng[2] -2

n 2n
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3. Pour neN*,ona

i
wy=e!'" —\/E(sin(z) cos (—

1 1’11 +cos(g)sm(%))
on=fos{ 1))

On pose f: x — e —cos(x) — sin(x), qui est bien définie au voisinage de 0. Alors, pour
tout x au voisinage de 0, on a:

x2 x2
f(x) = d+x+ S o(x*)-(1- S 0(x%) = (x+ 0(x?)
zox2 + o(xz)

o 42
f(X) anx

1
Comme (—) converge vers 0 quand » tend vers +oo, on en déduit que :
n

4. Pour tout n € N*,

" ))—1+i—ex (lln(l—l))—ui
n+1 n? P n n n?

On posedonc f: x— exp(xIn(1-x))—1+ x2, qui est bien définie au voisinage de 0. Pour
tout x dans ce voisinage, on a:

1
Xp = exp(;ln(

2

X 2
Inl-x) = —x— —+0(x%)
x—0 2
3

2 X 3
2 (")

xIn(l-x) = —x
x—0

En utilisant le développement d’exponentielle en 0, on a:

x3 1 x3\?
2 2
exp(xIn(1 x))x—01+(—x _?)Jr_(_x _ 2)

3
X
= 1—x2——+o(x3)
x—0 2
3 3
X 3 X
= —— + ~ —_——
f(x)xﬁo 5 o(x )xﬂo 5

11

1 . - . . 1
Comme — —— 0, on obtient en utilisant ce dernier équivalenten — :
n n—+oo n

-1
" omd

Solution 11 - On note la fonction
f: 10,+00] — R
) x — aln(x) +bln(1+x) + cln(1+ x%).

1
On pose h = —. Alors
X

fx) = aln(x) + bln(x) + bln(l + i) +2cIn(x) + cln(l + %)

1 1
:(a+h+26)ln(x)+bln(1+—)+cln(1+—2)
X X

1 b1 1 1
f(x)x_ioo(a+b+26)ln(x)+b; — 5? +O(;) +C? +0

1
x2

1 2c-b1 1
= (a+b+20)In(x)+b—+ —+o(—)
X—+00 X 2 x? x2

On obtient alors

~ b 201 yL 2c-b 1 1
u”n~_+oo(a+ +2c¢)In(n) + Z+ ) ﬁ+0 pe)
. 1
eSia+b+2c#0, u, ne converge pas vers 0, donc u, n’est pas un (9(—2)
n
2c-b 1 1
w2 o\n

1
eSia+b+2c=0,alorsu,, = b—+
n—+o0 n 2 n2

b
Si b #0, alors u, ~ —, donc u; n'est pas un O(—z)
n n
On doit donc avoir b =0 et a = —2c¢. Dans ce cas,

1
u = Cc—+o0
M —too pn2

1
m ’

1
eton abien u, = O(—z)
n
1
Finalement, u,, = O(_z) si et seulement si a = —2c¢ et b = 0, c’est-a-dire si et seulement si
n
(a, b, c) € Vect(-2,0,1).
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Solution 12 -

1.

Soit n € N*. f,, est dérivable sur [0;1] et pour tout x € [0;1], on a

fn(x) =5x* + n> 0. Donc la fonction f;, est strictement croissante sur [0;1].

fn(0) =-1et f,(1) = n> 0. f, étant continue sur [0;1], d’apres le théoreme de la bi-
jection, il existe un unique u, € [0;1] tel que f;,(u#,) = 0. Comme f(0) #0 # f(1),ona
u, €]0;1[.

. Soit n € N*,

On va utiliser la croissance de f;+1 pour étudier la monotonie de la suite u.

fre1(uy) = ui +n+Du,—-1= ufl +nup—1+uy= f(up) +up=up =20= fur1(Un1).
Donc fu+1(un) 2 fn(u,). Comme f;41 est croissante, on en déduit que u,, > uy,+1. Donc
(Un) nen est décroissante.

(un) nen est minorée par 0 et décroissante, donc converge vers une limite ¢ € [0; 1].
1-u)

Pour tout ne€ N*, ona u, =

5
up — ¢ donc 1-ud —1-¢° dott

Finalement, () ,en converge vers 0.

. 1
. PourtoutneN*,onanu,=1- uf,, donc nu, — 1. Ainsi, u, ~ —.
n

. . -1 1 -1
On en déduit aussi, que nun—lzu‘:’l~—5et doncque up, —— ~ —.
n n n
N .. 1 1 1
D’ol au voisinage de +oo, Uy, = —— — + 0| —|.
n nb n®

Solution 13 -

1.

Le tableau de variation de f : x — x + Inx permet d’affirmer que cette fonction réalise

une bijection croissante de R} vers R. L'équation E,, posséde alors pour solution unique
-1

Xp=f"(n).

Le tableau de variation de f~! donne lim ! = +00. Par suite x,, — +oo.
()

X, — +oo donne In x; = o(x,). La relation x; +Inx, = n donne alors x;, + o (x;) = n et
donc x;, ~ n.

Solution 14 -

1.

Soit f : R — R définie par f(x) = x + e”. la fonction [ est dérivable (donc continue) sur
R et pour tout x € R, f/(x) =1+¢e*>0. Donc, [ est strictement croissante sur R. Par
ailleurs, lim f(x) = *oo.

X—*o00
Ainsi, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, pour tout n € N, I’équation f(x) =
n admet une unique solution dans R, notée x;,.

12

2. f(xp) =n<n+1=f(xy41) donc x, < x,4 car f_1 est croissante. Si (x,) est majorée

par M alors f (x,;) = n < f(M) ce qui est absurde. La suite ( x,, ) étant croissante et non
majorée, elle diverge vers +oo. x, = 0(e*) donc €™ ~ n — +o0o # 1 puis x,, ~ Inn.

. Posons y, = x, —Inn=o(nn).

Onay,+Inn+ne’ =ndonc

¥n Inn

_—_—

n n

eln=1-—
d’ot1 y, — Oet
e =1+y,+0(yn).
Onaalors y,+Inn+n(l+y,+0(ys))=ndouny,+o(ny,) =-Innet

Inn

=

Par suite
Inn Inn
Xp=lnn—-—+o[—].
n n

L. Inn
On écrit y, =———+2z, et
n

Inn 1(lnn\? Inn\?
efr=1-—+z,+=[—| +o|—
n 2\ n

n
donc
Inn 1 (Inn)? ( (Inn)? )
———+zZpt+nz,+— +0 =
n 2 n n
puis
(Inn)?
Z ~—
" 2n?

Finalement

Inn  (Inn)? ((lnn)z)
Xp=lnn——— +o|[—1 |.
n 2n? n

1
Solution 15 - Le développementlimité en 0al’ordre 10de f(x) = I s’écrit sous la forme

1 10

Y x*+o(x'7).

I-x a=0
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est

De la méme f: , celui d =
e la méme fagon, celui de g(x) 2

1 5
=Y ' +0(x1),
1-x* 5
et celuide h(x) = =5 est
L _ ix50+0(x10).
1-x° c=0

Pour calculer le développement de la fonction (qui est le produit fg# ), on peut tout déve-
lopper a la main et on obtient :

1
(1-x)(1-x2)(1-x5)

=1+x+2x% +2x° +3x* +4x° +5x% + 6"+ 7x% + 8x° + 10x'% + 0 (')

Mais il y a une seconde fagon de voir ce produit (sans vraiment le calculer) :

! - _[ 3 a5 205 s 10
(l—x)(l—xz)(l—x5)_f(X)g(X)h(x)_(gox )(bzzox )(gbx )+o(x ).

Autrement dit :

—
o

I}
It
i

1
(1-x)(1-x2)(1-x5)

xa+2b+5c+ o(x“’)

= 0
e o

card{(a,b,c) eN*: a+2b+5c=n} x"
0

S
Il

Par  unicit¢é ~du  développement limité, on en déduit que card
{(a, b,c) € N%:a+2b+5c= 10} = 10. On peut bien str arriver plus facilement a ce ré-
sultat en comptant, mais il n’est pas si facile de ne pas oublier de solutions.

Solution 16 -

B} 1
1. Montrons par récurrence sur n e Nque: «VrneN*, 0<u, < —».
n

0
e
Initialisation: Ona 1y =0donc u; = 0+1 =1.Ainsi,onabien 0 < u; <1.

1 -
Hérédité: On suppose que 0 < u, < . pour un certain n € N*. Alors, e™** < 1 donc

e Un
<
n+1 n+

Upsl = T La fonction exponentielle étant strictement positive sur R,

. . 1
on a par ailleurs clairement u,,+1 > 0. Donc, 0 < u;4+1 < Pyt
n

13

1

Conclusion: VneN, 0<u,<-—.

n

Des lors, par le théoreme d’encadrement, (u,),,., converge vers 0.

1
2. La question précédente montre en particulier que u,, =0 (—) Par ailleurs,
n

1 1
Donc, unn = —+4o0l|—]|.

—+oo g

e 1+0(1) 1 1
VneN, Uy = = +0

n+1: n+l  n+l ;

n

Poussons le raisonnement plus loin,

et e~ntols) 1 1 1

= = - + 0
n+1 n+1 n+l nn+1) n+l1

)

Un+1 =
D’ou,
On poursuit :
Up+1 =

Ainsi, on a bien :

& Du trefle a brouter...

¥ A connaitre par cceur.

1 1 1 N (1) 1 1 N (1
= —_ —_ o|l—|=-——— - o| —
n+l (m+1?2 nn+1)? n? n+l (n+1)2 n?

2
_ u 2
el l-up++owd) 1 Un W o(ud)

= = - +
n+1 n+1 n+l n+1 2(n+1) n+l

1 1 1 1 ( 1 )
- + + +o|l—=
n+l nn+l) n2n+1) 2n2(n+1) nsd

1 1 1 3 ( 1 )
- - + +o|—
n+l (m+1?2 nn+1?2 2n2(n+1) nd

1 1 1 (1)
- + +o|l—=
n+l (+12 2n+1)3 nd

1 1 1
u = —_——

= —+—+o0
n
n—+oopn n? 2nd

5)
n3

& Qui s’y frotte s’y pique!

4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!

|



