Maths 2025/26

TD 21 - Relations de comparaison MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 21 I

Exercice 1 (&) —

1. On considere les fonctions :
fiix—x? fo:x—4x%In(x) fz:ix—2x°

fi:x—7Vx  f5:x— —3cos(x)x?
ainsi que la fonction g : x — x? + 4x%In(x) + 2x° + 7/x — 3cos(x) x°.
(a) Déterminer tous les couples d’indices (i, j) pour lesquels f; (x) xioo( fi(x)).
(b) Déterminer tous les couples d’indices (i, j) pour lesquels f;(x) xioo(fj (x)).

(c) Déterminer I'exposant « € {3;2;1/2} tel qu’on puisse écrire
= O(x%).
g = O(x%)

(d) Déterminer un équivalent de g en 0.
(e) Mémes questions au voisinage de +oo pour les mémes fonctions.

2. On considere les fonctions :

13 1

) 1 ) 13 S o X
frix x2 faix x3 f3:x (In(x))? fazxee

13 1
ainsi quelafonctiong: x— —+ —+—— +e
q § x2  x3  (In(x))?

(a) Déterminer tous les couples d’indices (i, j) pour lesquels f,-(x)x = o fi (x)).

—+

—-X

(b) Déterminer un équivalent de g en +oo.

Exercice 2 (&) —
1. Déterminer un équivalent simple au voisinage du point indiqué des fonctions :
a) x—cos(sin(x)) enO B) x—tan(sin(x)) enO0

Y) x—In(cos(x)) enO 6) x—exp(cos(x))—1 enm/2

g) x~—In(sin(x)) en0

2. Déterminer un équivalent des fonctions suivantes au voisinage du point indiqué.

{) x~— Arcsin(x) enO0 1n) x— Arccos(x)—m/2 en0

0) x—sh(x) en0 ) x—tan(x)—v3 enn/3

3. Déterminer un équivalent simple de la fonction tangente au voisinage de 7.

b2
En déduire un équivalent simple de x — tan (2 1 ) au voisinage de 0.
X

Exercice 3 (¥) — Trouver un équivalent simple des fonctions suivantes, aux points indiqués :

x3+3x2-2 sinx —cosx /4

1. x»—»z—en+oo,en0; 2. X— — en —;
3x—-5x+6 T—4x 4
x®+2x3 s 4

3. x—————e¢€no0; 4. x—In(1+x“+5x") en0, en +oo;

3x2+4x
6. x— In(1+x%) +cosxen +oo, en0;
1 1 100
7. Inenl; 8. x— ———-——+—en0,en+oo,en—1;
x+1 x+2 x3

9. x+— sin(3x%) +In(1+2x) en 0;

5. x— |x*] en +oo;

10. x — sin(e ¥) en +o0;
2
e +3x2

—5 . en+oo,en 0.
x°+Inx

11. x»—»ln(5x2+e2x) en +oo puis en 0; 12. x—

Exercice4 (¥) - Déterminer la limite (si elle existe) des fonctions suivantes au point indiqué
en utilisant des équivalents :

ecos(x)fl -1 et —e
a) f(x):T en0 b) g(X):x—ﬁ enl
o h=20TD A k@=0+0" eno
sin(x —2)

Exercice 5 (¥) — Trouver une suite simple équivalente a la suite de terme général donné par

1 1

Up,=vVn+l-vn-1 Up = - wyp=n'""-1
n-1 n+1
(1 !
rn=nsm(_2) sp=In(n+1)-Inn. tn =sh|—
- n
1 1 1 sin (77) 1n_6
ap=—— -t L _ cn=3+e/n—=
""n+l n+5 4n? " sin(Z) ! n
4 3
P n*+2n° -1 1 1
d, = nsin(—) ep=—F"-— i (_)_ 1+
n=vn n " 3n+2 In=exp(;, n
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Exercice 6 (¥) - Utiliser des équivalents pour calculer les limites suivantes (x € R) :

a) nl—i»r-}—loo(1+%)n b) nl—lvrPoo(Z;i)n c) nl—i'r}'loo(l’l—x)n
d) nlier(%)n © ”lirllw(cos(%))n b nl_l'IPoo 1+Sin(%))n

Exercice 7 (#) — Donner la factorisation de a® — b° par a— b pour a et b réels. En déduire la
1 1

limite de la suite u définie par VneN, u, = (n+1)3 —n3.

Retrouver ce résultats en utilisant des équivalents.

Exercice 8 (logarithme d'un équivalent) (&) -

1. Donner deux suites équivalentes (u;) et (v;) telles que In(u;) et In(v;) ne soient pas
équivalents.

2. Montrer que si u, ~ v, et sila suite (|In(v,)|) est minorée par un nombre réel stricte-
ment positif alors In(u;) ~ In(v;,).

Indication : (x,) tend vers 1 si, et seulement si, la suite (x,, — 1) tend vers 0.

1
3. Donner un équivalent de la suite de terme général In(sin(—)).
n
Exercice 9 (&%) — Soit (1) nen Une suite positive telle que

2
22n+1) guig 2n+1) .

T nm

VneN*,

Déterminer un équivalent de (u).

Exercice 10 (¥) — Montrer que pour tout f € C([0,1],R) :

! —-Xt 1
j;e f(t)dtx_i_ooO(;)

Exercice 11 (%) — Soit f € C2([0,1],R). Déterminer un développement asymptotique de

! 1
f t" f(¢)dr ala précision o (—2) lorsque n tend vers +oo.
0 n

Exercice 12 (¥) — Montrer que :

" Ink (In n)?
Yy — +
k=1 k
pour un certain ¢ € R.

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!




