Maths 2025/26 TD 21 - Relations de comparaison MPSI
De méme, f;(x) = OxﬁJ,oo(fj (x)) si et seulement si
w (i, pe{1,1),01,2),(1,3),2,2),(2,3),(3,3),
4,1),4,2),4,3),4,4),5,1),(5,2),(5,3),(5,5)}.
Soit a € {3;2;1/2}. Pour tout x >0, on a
Solution1 - % = X2 1 4x> () + 253 % + 7x7 "% —3cos(x) x2 Y.

1. (a) Toutes les fonctions considérées sont non-nulles sur un voisinage de 0, sauf éven-
tuellement en 0. En étudiant les quotients ﬁ et leurs limites en 0 (éventuellement

par croissances comparées), on obtient que] fi(x) = 0x—o(fj(x)) si et seulement si
(i, /) €{(1,2),(1,4),2,4),3,1),3,2),3,4),3,5),(5,2), (54)}.
(b) De méme, f;(x) = Ox_o(fj(x)) si et seulement si
(i, /) e{1,1n),(1,2),(1,4),(1,5),(2,2),2,4,3,1),3,2),(3,3),3,4),(3,5)

(4,4),(5,1),(5,2),(5,4),(5,5)}.

(c) Remarquons que g est définie sur R .
Soit a € {3;2;1/2}. Pour tout x >0, on a

X
&a) =127 % 4 4x% ¥ In(x) +2x37% + 7x27%_3 cos(x) x> %,
X
X
Sia=20ua=3,onaquelim&=+oo
x—0 x%
1 X
Sia = —, alors lim &) =7.
2 x—0 x¢%

an , 1
Donc g(x) = Ox—¢(x?) si et seulement si @ = 3"

i . 8x)
(d) Onen déduit que ;lclll}) —7\/} =1, donc g(x) o 7Vx.

(e) f5 s’annule sur tout voisinage de I'infini et est la seule dans ce cas, donc aucune
autre fonction n'est dominée ou négligeable devant elle. Dans les autres cas, en

étudiant les quotients fi et leurs limites en +oo (éventuellement par croissances

J
comparées), on obtient que f;(x) = 0x—+00(fj(x)) si et seulement si

(i,7)€{(1,2),(1,3),(2,3),(4,1),(4,2),(4,3),(5,2), (5,3)}.

1 X
Sia=20ua=§,onaque lim ( )=+oo

x—+oo x&

Sia =3, alors lim §W) =2.

x—+oo x@
Donc g(x) = Oy 100 (x%) si et seulement si a = 3.

o . glx) 3
On en déduit que xl—l>r-+l:loo P 1, donc g(x) T 2x

2. (a) Toutes les fonctions considérées sont non-nulles sur un voisinage de +oo, donc
par croissances comparées, on obtient que f;(x) = 0x—o(f;(x)) si et seulement si

(i,/)€{2,1),(1,3),2,3),4,1),4,2),4,3)}.

(b) Pour tout x assez grand, on a

x)  In(x)? In(x)?
g(l ) - (2) +13 (3) +1+e “In(x)?.
In(x)? x *
. . N {C9)
Par croissances comparées, lim — =1 donc g(x) ~ 3
Xx—+00 L x—+o0 In(x)

Solution2 -
1. a) limsin(x) =0etlimcos(x) =1, donc lim cos(sin(x)) =1 et
x—0 x—0 x—0
cos(sin(x)) ~ 1.
x—0
B) Deplus, tan(x) ~ x,donctan(sin(x)) ~ sin(x) ~ x.
x—0 x—0 x—0

v) Pour tout x au voisinage de 0,
In(cos(x)) =In(1 + cos(x) —1).

Or,In(1+x) ~ xetlimcos(x)—1=0,donc
x—0 x—0

2

In(cos(x)) ~ cos(x)—1 ~ —.
x—0 x—0 2
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)

0)

lim cos(x) =0ete*—1 ~ x,donc
x—x x—0

2

exp(cos(x)) ~ cos(x) ~ cos’(g)(x——) ~

4
- —X.
x— x— 2

I
2

N
N

Comme llH(l) sin(x) = 0, on utilise la méthode du cours pour trouver des équivalents
de In(u(x)). On sait que sin(x) o x, donc montrons que ln(sm(x)) ~ ln(x) Pour
x€]0,1],
In(x)  _ In) -In(sin(x) _ In(FZw)
In(sin(x)) B In(sin(x)) " In(sin(x))’
hm In(sin(x)) = —oo et lim ln( )=0,d ol
—0 x—0 x)
In(x)

]

im———— —
x—0 In(sin(x))
s e In(x) )
c’est-a-dire lim - =1etln(in(x)) ~ In(x).
x—0 In(sin(x)) x—0
arcsin est dérivable en 0 et arcsin’(0) = 1 # 0, donc

arcsin(x) — arcsin(0) o arcsin’ (0)(x — 0)

X—

arcsin(x) ~ x.
x—0

arccos est dérivable en 0 et arccos’(0) = —1 # 0, donc

arccos(x) —arccos(0) ~0 arccos’ (0)(x —0)
x—>

b4
arccos(x)—— ~ —x.
2 x—0

sh est dérivable en 0 et sh’(0) = 1 # 0, donc

sh(x) —sh(0) ~ sh’(0)(x —0)
—

sh(x) ~ x.
x—0
b4 T b4
tan est dérivable en 3 et tan’(g) =1+ tan(g)2 =1+ \/§2 =4#0,donc

tan(x) —tan(z) tan'(z)(x— E)
3 y_z 37

x—% 3

tan(x)

V3 o~ 4(x—g).

X—

ol

3. tan est dérivable en 7 et tan’ (1) = 1 + tan()? = 1 # 0, donc
tan(x) - tan(m) ~ tan’ () (x — 7).

tan(x) ot (x—m).

Comme ~ 71, 0n en déduit
2x+1 x—0
T —an
tan( ) ~ ~ =27X.
2x+1 xH02x+l 2x+1xao
Donc tan( ) ~ —27mx.
+1 x—0
Solution3 -
. x3+3x%2-2 x3 X
1. On adirectementque —— ~ — ~ —et
3x2 —5x+6 x—+00 3x2 x—+00 3

x3+3x%-2 -2 -1

3x2—5x+6 x—0 6 x—+c0 3

b4 b b4
2. sin—cos est dérivable en 1 et sa dérivée est COS(Z) + sin(z) =v2#0.Donc

sin(x)

Lo T T
—cos(x) — (sm(Z) - COS(Z)) x:% V2(x - Z)

b4
sin(x) — cos(x) ~ \/z(x— —)
x—7 4
sinx—cosx V2(x-%) V2
T—4x  x-1Z —4(x—%) 4
3. On aimmédiatement que
x° +2x3 2x3 x?

3x2+4x x—~0 4x 2
4. x?+5x* converge vers 0 en 0, donc par changement de variable, on a

In(1 + x* +5x%) ~ x> +5x ~ x2

X— X—

En +o0, on utilise la méthode du cours :

In(5x%)
In(1 + x2 +5x%)

I ( 5x4 )
n —
_ \1+x2+5x%

T In(1+ x2 +5x%)
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c 5x* -1 rati " it de limit On en déduit que :
omme T3 21508 xioo 1’ on a par opérations et compositions de limites que 1 . 100 200 100
1n(5—x4) x+1 x+2  x3 x—02x3 x—0 x3
2 4 In(5x*
1+ x4+5x etdonc lim ( ) 1 1 100 x3 1

=1, donc

im —————~ —_
x—+oo In(1+ x2 +5x%) x—+oo In(1 + x2 + 5x%)

In(1+x*+5x%) ~ InGxY)=4In(x)+InG) ~ 4lnx)
X (o0} X—+00

— 4 —
car In(5) :00(4ln(x)).
X—
5. Pourtout x€e R,ona
-1 P < AP
Comme x° — 1 > x°, par théoreme des gendarmes pour les équivalents, on a que
X—+00
|| ~ X
X—+00

6. lin(l)ln(l +x%) + cos(x) = 1, doncIn(1 + %) + cos(x) o 1.
X— X—

cos(x)
In(1 + x2) x—+oco
née et d'une fonction qui converge vers 0). Ainsi, In(1 + x2) +cos(x) i In(1+ x%). En-
o0

—+

On a cos(x) i o(In(1 + x%)) puisque 0 (produit d'une fonction bor-
{o.0]

—+

suite, on applique la méthode habituelle pour trouver un équivalent de x — In(1 + x?).
Puisque 1+ x? et x%, on considere, pour x > 0,
—+00

2
In(1+x%) (25
In(x2) ~ In(x?)
1+ x2
Or—zx ~ 1,donc
X X—+00
In(1 + x?)
ln(_xz) X—+00
puisln(l+x2) ~ In(x%) ~ 21n(x).Finalement,onaobtenuln(l+x2)+cos(x) ~
X—+00 X—+00 X—+00

2In(x).

7. Pour tout x au voisinage de 1,

Inx)=In0Q+x-1) ~ x-1
x—1

8. Pour tout x e R\ {0,-1,-2},

1 1
x+1

1 100 _ (x+2)x° — (x+1)x* + 100(x + 1) (x +2)
x+2 X8 (x+D(x+2)x3

_ x®+100x% +300x + 200

B x5 +3x%+2x3

10.

11.

_+_ ~ R— ~ —
x+1 x+2 x3 x—+oo x5 x—+oo x2

1 100
Au voisinage de -1, x — P et x — 3 sont bornées donc négligeables devant x —

1
—— puisque lim |——| = +o0. D’olt
x+1 x—-1|x+
1 1 100 1
x+1 x+2 x3 x—-1x+1

. Par composition d’équivalents, on a que

sin(3x?) o 3x?

In1+2x) ~ 2x
x— x—0

—

Or, 3x? = 0(2x), donc sin(3x?) =0 o(In(1 +2x)). On en déduit que
X X—

—

sin(3x%) +In(1+2x) ~ In(1+2x) ~ 2x
x—0 x—0

—

sin(x) ~ xet lim e *=0,doncsin(e™) ~ e *.
x—0 X—+00 X—+00

—

Ona5x? e?*. Ainsi le cours
X

assure qu'il faut calculer, pour tout x > 0:

= o(e*") par croissances comparées donc 5x% +e**  ~
—+00

X—+0o0

2, n2x
In(5x* +e*) In(3F)
In(e2x) - 2x
5x% +e?*
Or, — .~ ] donc
esx X—+00
In(5x% + %)
]n(ezx) - X—+00
puisln(5x2+e**) ~ Ine**) ~ 2x.Ona5x?+e** -1 — 0donc, par changement
X—+00 X—+00 x—0

—

de variable, In(5x% + 2*) = In(5x% + e** -1+ 1) o 5x? + e?* —1. Puisque 2x - 0, on
X X—

obtient avec un changement de variable e** —1 o 2x. Comme 5x° :00(2x), on en
X— X—
)~ e -1 ~ 2x.

déduit5x* = o(e**-1), puisIn(5x* +e
x—0 x—0 x—0
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. 2z 2
12. Par croissances comparées, 3x> = o™ etln(x) =
X—+00 X—+00

2 2
el +3x? et

2 +Inx x—+oo x5

2 2
Puisque e +3x> — 1, ona e +3x* ~
x—0 x—0
g =Oo(ln(x)).Ainsi,

X—

donc x

e 1352 1
xS +Inx x—0 In(x)’

Solution4 -

a) cos(x)—1 — 0,donc
x—0 5

X
eOSM-l_1 o cos(x)—1 ~ ——.
x—0 x—0 2
Donc f(x) ~ — etlimf = -~
onc f(x) ~ —etlimf=—--.
x—0 2 0 2
b) Pour tout x au voisinage de 1 différentde 1, ona
ex‘l—l
() =—
8 \/— Jio1

x—1 — 0,donce*!'-1 ~ x—1.Donc
x—1 x—1

_1_i‘/_1(\/_1)

o(x°), donc

1. De plus, x> — 0 et In(x) — —oo,
x—0 x—0

\/E+1

e x
g(x)leﬁ\/}— =/ e
Donc lirln g=2e.

c) sin(x—2) ~ x—2carlimx—-2=0.
x—2 x—2

VX

Pour tout x au voisinage de 2, In(x — 1) =In(1 + (x — 2)) ~, x—2.

x—>
x—2
Donc h(x) ~ —— =1letlimh=1.
x—2 xXx—2 2

d) Pour tout x non-nul au voisinage de 0,

k(x) =exp

(ln(l +x))
— |

In(1+
Or,u ~ f—l donchm
X x—0 X —0

1+
u=1etli{)nk:e.

Solution5 -

1. Pourtout n > 2,

n+l1 2
Uup=vn-1 -1|=vn-1 1+ -1
n-— n—-1
2 2 2
— 0,donc/1+ -1~ et
n—1 n—+oo n—-1 2(n—-1)
2vVn-1 1 1
Uy ~ = ~—
" 2n-1) Vvn=1 vn
2. Pourtoutn > 2,
(n+1)—(n—1)_ 2 2

"TTm+eDn-1) -1 n?

3. Pour tout n e N*¥,

ln(n)) B

wn:exp(

In(n)

— 0 par croissances comparées, donc
n n—+oo

In(n)
1~ .
n
4 ! 0, d in(~ 1 t
. Fn:oo , oncsm(ﬁ)~ﬁe
1
Tp~—-+
n
5. Pourtoutn >1,
n+1 1
sp=In =In{l1+—
n n
1
— — 0,donc
71 n—+oo
1
Sp~—-
n

1
6. sh est dérivable en 0 et sh’'(0) =1 #0,doncsh(x) ~ x.Comme lim —=0,ona
x—0 n—+oo n

1 1
tn:sh(—) ~—
n) n
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7. Pourtoutn >1,

_(n+54n° —(n+1)4n” +(n+1)(n+5 151

n=

2 T
8. (—) et (—) convergent vers 0, donc
2n 3n

9. lim ¢, =3,doncc, ~3.
n—+oo

T Ty W
10. lim — =0, donc sin(—) ~—,d ol
n n

n—+ocon

/4 b4
dy~vVn—~—
" n vn

11. Pourtoutn >0,

nt nd
ey ~—=—
" 3n 3

1 1 1
12. Onael"-1 ~ —1/1+—-1 ~ —, donc
n—+oo n n n—+oo 2n

(n+1)(n+5)4n? 4nt

15

4n?

Un 1 1 1 1 1 1
e'"-1- 1+—-1] = —+4o0o(—)——-0 (—) = —+o(—)
n n—+oo p n 2n 2n n—+oo2n

Solution6 -

1) Pourtoutn >1,
(1 + %)n = exp (nln(l + %))

X
— — 0,donc
n n—-+oo

X X
nln(1+—) ~n—=x.
n n

X xX\n
Donclimnln(1+—):xetonendéduitque lim (1+—) =e.
n n—+oo n

X

2) PourtoutnelN,

(

n+1
-2 2 -2
— 0, doncln(l+—) .D’ou
n+1 n—+oo +1 n+1
-2 -2n -2n
nln(1+—)~—~—=—z.
n+1 n+1 n
_2 y )
Donc nln(1+—) — -2, d’oul'on déduit que
n+1/ n—+oo
n—1\n
im ( ) =e?
n—+oo\p+1

3) Pour tout n entier assez grand,

(=) =exe(min1+7=5)

Comme

n—x n—+oco

Donc nln(l +

n—x

n—x

nln(1+
n
) — xetdonc
n—+oo
lim

n—+oo

4) Pour tout n entier assez grand,

n n
=) =
n—x

n?+5n—4\n n?+5n—4
(—) = exp nln(—) =exp nln(1+
-3n+7 n¢-3n+7
8n—-13 8n 8 ,
————— ~— =— — 0,doncon al’équivalent
n?-3n+7 n? npn—o+oo
8n—-13 8n—-13 8
nln(1+ )~ ~n—=2=8
-3n+7 -3n+7 n
On en déduit que
8n—11
nin(1+ ———) —
n?—3n+7/) n—+oo
n?+5n—4\n 8
D’ou lim (2—) =e".
n—+oo\pn—-3n+7

" 1)n =exp (nln(%)) =exp (nln(l + n__fl))

8n—11

-3n+7

)
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5) Pour tout n € N*,

[cos ) = exp mtncos( ) =exp mtn 1+ cos( -] 1)

% W 0, donc cos(%) -1~ _?1 (%)2 = _2—7:: n:mo donc
nln(l +cos(%) - l) ~ n(cos(%) - 1) ~ _Tnz

On en déduit que

SN————
[
N
l

I
4

nln(1+cos(l

v

oo )] =%

(1 + sin(%))n = exp (nln(l * Sm(%)))

6) Pour tout n € N*,

1
sin (—) — 0donc
n’/ n—+oo

ln(l +sin(%)) ~ sin(%) ~ %

nin1 +sin(%)) ~1

lim
n—+oo

1+sin(%))n =el.

Solution7 - Pourtous a,b, € R, a® — b° = (a— b)(a® +2ab + b?).
Ainsi, pour tout n € N*,

(n+1)—n
(n+ 1)2/3 +2(n+ 1)1/3n1/3 + n2/3

(n+1)% —n%

Etdonc lim wu,; =0
n—+oo

Méthode par équivalents : Pour tout n € N*,

1 11
Uy, =n3 ((1+—)3—1)
n

1 1 1 1
Comme lim —:0,0naque(1+—)%—1~—x—,doncun~ 3
n—+oo n n 3 n 3n3
nulle.

et on retrouve la limite

Solution8 -
1. On peut prendre (u,)en+ 1a suite constante égale a 1 et (v,)zen+ telle que pour tout
neN, v, =1+ —. Ces deux suites convergent vers une méme limite finie non-nulle (1)

donc sont équiv’;lentes.

Or (In(u,)) nen est la suite nulle, et seules les suites nulles a partir d'un certain rang sont
équivalentes a la suite nulle. Comme v, ne vaut jamais 1, In(v,) n’est jamais nul et ainsi
(In(v,)) nen Nest pas équivalente a (In(uy)) nen-

2. Notons m un minorant strictement positif de (|In(v,)|). Pour tout n e N,

In(u,) —1In(vy,)
In(vy)

incey|
= ol S ’m(i}‘_) ‘

In(uy) B 1‘ 3
In(v,) |

P Un Un
Comme u et v sont équivalentes, — — 1letln(—) — 0, donc
Uy Nn—+oo n—+oo

Un
In(u;,) B
In(v,) n—+oo
o . In(uy)
On en déduit que lim =1 etdonc que In(u,) ~ In(v,).
n—+oo In(vy,)

S

3. Pour tout n e N*¥,
) ~ ln(nsin(%))

infsin(3))  n(sin(£)) n(3)

In %) ln( ) —In(n)

1 1 1 1
Comme — — 0, on nsin(—) ~n— =1,dou nsin(—) — 1 et on obtient que
n n—+oo n n n’/ n—+oco

In (n sin (%)) — 0. On en déduit que

n—+oo
ln(sin(%))_l e

1 n—+oo
In n)

M — 1 doul'on tire que

et donc que
In 1 n—-+oo
n

ln(sin(%)) ~ ln(%) = —In(n).
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Solution9 - PourtoutneN, ona

22n+1) 4n
/4 b4 nn N b4

@n+1)? 4n®* 4n

. 4n .
Donc par théoréme des gendarmes pour les équivalents, uf, ~ —. Comme u est positive, en
7

1 i .
prenant la puissance 3 de cet équivalent, on obtient

2y
Nz

Uy ~

Solution 10 - Notons F une primitive de f sur [0,1]. Alors, F est de classe C 1 par le théo-
reme fondamental de I'analyse et, par intégration par parties, pour tout x > 0,

1 1 1
f xe‘“f(t)dt: [—e‘x‘f(t)] +f e ' F(r)dt
0 0 Jo
1
= f e Hf0)+ f e F(p)dt
0

Et donc pour x >0,

1
efxrf(t)dt‘<|f(1)|+|f(0)|+f0 |[F(0)|de

X—+00

1 1
Ce qui montre bien que f e f(ndt = O (;)
0

Solution 11 - Soit 1 € N. La fonction f étant de classe C2, on a par double intégration par
parties :

1
f n+1f!(t)dl_
1
n+2 ¢/
|2 (t)]0+

1
f t”f(t)dt:
0

~ f(l) 1

T+l (m+D(n+2)
_fm o f
T+l (m+D(n+2) m+Dm+2) b

o+l

1
tn+2f”(t) dt_

1
(n+1)(n+2)fo

1
tn+2f”(t) dt

Par ailleurs, f est de classe C2 sur [0,1] donc f” est continue sur [0, 1]. Ainsi, d’apres le théo-

reme des bornes atteintes, | f " est majorée sur [0, 1]. Ainsi, par inégalité triangulaire,

2

1 1 1
2 n+2 " " n+2
1) dt _— t dr
Fo ’ (n+D(n+2) te[Ol]lf()le
2
n 1!
t
(n+1)(n+2)(n+3) tE[Ol]lf ol
1
}g}(?)f]'f ()]
I ——e —_— 0
nd n—+00
1 1
Autrement dit, —f t”+2f”(t)dt=0(—) et:
(n+1D(n+2)Jo n?

1 !
[[orwa- 0 SO (1)
0

n+l (m+Dn+2) n?

[1,400] — R .
In(®)

t
Une rapide étude de f montre que f est décroissante sur [e, +oo] et positive.

Pour tout n € N*, on pose (1) .+ 1 suite définie par

Solution 12 - Considérons la fonction f

t —

n
Vnen”, -Y = ln(k) f Foydr

Montrons que la suite (i), ainsi définie est décroissante (a partir d’'un certain rang) et
minorée , ce qui, avec le théoréme de convergence monotone, nous donnera le résultat an-
noncé.

e SoitneN*.Ona:

n+l

n+l1 n n
Upt+1— Up = Zf(k)—f1 fnde— Zf(k)+f1 fde
k=1 k=1

n+l1 n+1
:f(n+1)—f f(mdr=f (Fin+1) - f(0)de
n n

Or, f est décroissante sur [e,+oo[ donc en particulier sur [n,n + 1] pour n > 3. Ainsi,
pour tout n > 3 et pour tout r € [n,n+1],ona f(n+1) < f(r)ie f(n+1)— f(r) <O.
1

n+
f (fn+ - f()dt <0, dou
n

Par décroissance de l'intégrale, on a donc

Vn=3, up+1—u,<0.
Donc, (Un),,cp- €St décroissante a partir d’'un certain rang.
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 De plus, pour tout k € N* tel que k > 3, et pour tout ¢ € [k, k + 1], on a, par décrois-

sance de f, f(k+1) < f(¥) < f(k) donc, par croissance de 'intégrale, f(k+ 1) <
k+1
f(©)dt < f(k) puis par croissance du signe Z, pour tout n € N* tel que n > 4,,

n-1 pk+l1 n—

n-1 1
Y fk+1< Y fde< ) fk)
k=3 k=3k k=3

On en déduit, par relation de Chasles et changement d’indice,
n n n
Y - f3) < f Fd< Y f- fn)
k=3 3 k=3

Etdonc, f(n)+ f() + f(2) < up, < f() + f(2)+ f(3). En particulier, (1), st mi-
norée par f(2), car f est positive et f(1) =0.

La suite (1) e converge donc. En notant ¢ sa limite, on obtient donc lirP u,="/¢ie
n—+oo
lim u,-¢=0,i.eu,=¢+0()dou

n—+oo
" Ink (Inn)?
Y — = +l+0(1)
= k n—+oo
& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte sy pique!
¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



