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EXERCICES — CHAPITRE 1 I

Exercice 1 (&) - Pour chacun des énoncés suivants, indiquer si il est vrai ou faux, puis en
donner la négation :

1. Tout multiple de 5 est un multiple de 3.
2. Le successeur d'un nombre pair est un nombre premier.

3. Le quotient de deux suites de termes strictement positifs et de limite nulle est une suite
de limite nulle.

Exercice 2 (&) — Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

2. Axez, VyeN, x< )2
4. VYxeZ, VyeN, x< >

1. 3xez AyeN, x< 2
3. VxeZ 3yeN, xéyz.

Exercice 3 (&) — Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Traduire en langage
« clair» les assertions suivantes :

1. Vxel, f(x)#0;
2. 3xel,Ayel, f(x)# f(y) (on pourra écrire la négation);
3. Vxel, (f(x):0:>x:0).

Exercice 4 (&) — Soit (1) sen Une suite de nombres réels. Ecrire,a I'aide de quantificateurs
les assertions suivantes :

la suite () ,en €St majorée par le nombre réel 4;

la suite (1) e €St majorée;

la suite (1) ,en €St bornée;

la suite (1) nen NSt pas majorée;

la suite (u,,) ,en €St constante;

la suite (u,,) ,en €St croissante;

N o g s b=

la suite est stationnaire (c’est-a-dire constante a partir d'un certain rang).

Exercice 5 (&) - Montrer que pour tout 7 € N*,

n est premier = (n =2 ou n est impair.)

Exercice 6 (#)— Soit n un entier naturel non nul et a,,...,a, des nombres réels positifs.

n
Montrer que si Z ay =0, alors pour tout k € [1, n], ax =0.
k=1

Exercice 7 (&%) — Dans chacune des questions suivantes, on donne un ensemble E et des
parties A et B de E. Déterminer explicitement les ensembles: AnB, AUB, AnB, AUB, A\B
et B\ A.

1. E={1,2,3,4}, A={1,2}, B={2,4}
2. E=R, A=]-00;3], B=[2;+00[
3. E=R, A=N, B =]0;+o00[

Exercice 8 (&) — Soit E ={1,2,3,4,5,6,7} et soient les parties suivantes de E :

A:{172,374}) B:{4,576,7}!

C=1{1,3,5,7}, D=1{2,3,4,5,6}.
Déterminer les ensembles suivants :

1. AnB)u(CnD)

2. (AuC)n(BuUD)

3. (AnD)N(BUC)
Exercice 9 (&) — Soit E = {a, b, ¢, d}. Décrire explicitement I'’ensemble P (E).
Exercice 10 (&%) — Soient A et B deux ensembles.

1. Montrer que AU (AN B) = A.
2. Montrer que An (AU B) = A.

Exercice 11 (4) - Soit E un ensemble et A, B deux sous ensembles de E. On appelle diffé-
rence symétrique de A et B, notée AAB le sous-ensemble de E :

AAB={x€ AUB;x¢ An B}

Interpréter les éléments de AAB.
Montrer que AAB = (AN B) U (BN A) (ou A désigne le complémentaire de A dans E ).
Calculer AAA, AAD, AAE, AAA.

Démontrer que pour tous A, B et C sous-ensembles de E,on a:

Ll

(AAB)NC=(AnC)ABNC)
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Exercice 12 (#) — Soit E un ensemble et soient A, B et C trois parties de E.
1. Montrer que (ANB)\C=(A\C)n(B\(C).
2. Montrer que (AUB)\C=(A\C)u(B\().

Exercice 13 (¥) - Soit A= {(x;y) € R?|4x—y= 1} et B={(t+1;4r+3) | t € R}. Démontrer
que A=B.

Exercice 14 (¥) — Ftudier les inclusions Ac Bet Bc A pour :

1 1
|k€l\|* et et—:{—l,l}} et Bz{——— | m,nel\l*}
n m

A-{ d
T\ k(k+1)

Exercice 15 (&%) — Ecrire a 'aide des symboles N, U, et d’ensembles les ensembles suivants :
1. A, I'ensemble des entiers naturels multiples de 7 et pairs.
2. B,l'ensemble des entiers naturels multiples de 7 ou de 9.

3. C,I'ensemble des entiers naturels multiples de 7 ou de 9, et pairs.

Exercice 16 (&) —

1. Ecrire sous la forme d’une réunion infinie d’ensembles la partie
A=R\{n/2+ kn|keZ}.

2. Déterminer B tel que I'on ait U In,n+1[=R\B.
nez
Exercice 17 (#) — Montrer les égalités suivantes :

+00 1
L N|1-=;n|={1}
n=1 n

+00 1
2. J|1-=1+n
n

n=1

=R’

Exercice 18 (#) — Soient A et B deux parties d'un ensemble E.
Montrer que si AUB = AN B, alors A= B.

Exercice 19 (&) — On se place sur le territoire des gibbons du Parc de Sainte-Croix. On note
G I'ensemble des gibbons et B1’ensemble des bananes. Pour tous g et  des gibbons et b une
banane, on définit I’assertion

T(g, b, h) : «Le gibbon g lance la banane b au gibbon h.»

Chaque assertion mathématique de gauche (repérée par les nombres de 1 a 12) correspond
aune description a droite (repérées par les lettres de a a l).
Retrouvez les associations entre les assertions et les descriptions.

1.VbeB,3geG,3heqG, T(g,bh) a. Folie gibbonienne totale!

2.dge€G,3heG, VbeBB, T(g b h) b. Rugby gibbon.

3.3geG,IbeB,IheqG, T(g b h) c. Que toutes les bananes soient lancées!

4.3geG,3beB, Vhed, T(g, b h) d. Un gibbon en aime vraiment un autre.

5.3g€G,VbeB, 3heg, T(g,bh) e. Un gibbon distribue le déjeuner.

6.3ge G, VbeB,VYheG, T(g,bh) f. Il montre sa banane a tout le monde.

7.¥geG,3IbeB, Iheg, T(g, b h) g. Au moins un jet de banane.

8.Vged,IbeB,VYheqG, T(g,bh) h. Chaque gibbon lance chaque banane.

9.Vgeq,VbeBB,3heG, T(g,bh) i. Le quarterback gibbon s’entraine
avec toutes les bananes :

Tous les autres les rattrapent.
10.VgeG,Vbe B, Vhey, T(g, b h) j. Service de livraison : Un des gibbons
livre toutes les bananes.

11.3ge G, Vhe G, Abe B, T(g,b, h) k. Que tout le monde lance une banane!

12.3be B, VgeG,Vheg, T(g, b h) 1. Exposé gibbon : Chaque gibbon
montre sa banane préférée
a tout le monde.
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Quelques exercices sur le raisonnement par récurrence

. s 1s . s uyp=0
Exercice 20 (&%) — On considere la suite (1) ,en définie par { VneN, tp. =6-2u,.
Montrer, pour tout entier n, 'égalité : u,, = (2" 42,

—u,+18
3up+2
(un) nen est correctement définie. Prouver que tous les termes de cette suite sont dans I'in-

tervalle [0, 9].

Exercice 21 (¥)- Onpose ug =1let:VneN, uy = - On admet que la suite

Exercice 22 (&) - Démontrer que pour tout entier n € N*, 3 x 5211 4 2372 ot divisible par
17.

Exercice 23 (#) - Démontrer:VneN, 2" +1 > n?.
Exercice 24 (%) - Pour n € N*, démontrer que :

2 nn+1)2n+1)
- 6

12422 4+.-4n

Exercice 25 (¥) — On considere la suite (1) ,en définie par

Up=Uy = -1
VneN, uyio =5uy1 —6Uy.

Démontrer: VneN, u, = 3" 2"+,
Exercice 26 (¥) — On considere la suite (uy,) ,en définie par
up=u; =1
2
VneN, Upi2 =Upy1 + ——Up.
n+2
Démontrer : Yn e N*, 1 < u,, < n’.

Exercice 27 (¥) — On considere la suite définie par

u():l
VneN, ups1=ug+uy+---+uy

Démontrer: VneN*, u, =2""1,

Exercice 28 (#) - Montrer que pour tout n € N*, il existe p, g € N tels que n =27 (2q + 1).

Quelques exercices sur le raisonnement par Analyse-Syntheése

Exercice 29 (¥) — Montrer par analyse-synthese que toute fonction réelle définie sur R se
décompose de maniere unique en la somme d’une fonction paire et d'une fonction impaire.

Exercice 30 (¥)- Montrer par un raisonnement par analyse-synthése que toute fonction
réelle dérivable se décompose de maniére unique comme la somme d’'une fonction dont la
dérivée s’annule en 0 et d'une fonction linéaire (c’est-a-dire une fonction de la forme x — ax
avec a€R.)

Exercice 31 (#) — Déterminer toutes les fonctions réelles f telles que :
Vx,yeR, ffy=fxy+x+y.
Quelques vidéos pour se cultiver:
Pourquoi on ne peut pas tout démontrer :
® Le théoreme de Godel - - Arte (1

Deux exemples d’équation fonctionnelle résolues par Analyse-Synthese :

- Oljent}
- Oljen il

® Une initiation aux équations fonctionnelles -
® Une équation fonctionnelle plus difficile -

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!


https://www.arte.tv/fr/videos/097454-007-A/voyages-au-pays-des-maths/
https://youtu.be/QW2DIXNcwG8?si=LyX1bSX46IMr1fUy
https://youtu.be/DrIMdLPsmsM?si=77MpWo22gPQdxXe7

