Maths 2025/26 TD 1- Rudiments de logique et vocabulaire ensembliste MPSI
Solution4 -
EXERCICES — CHAPITRE 1 I 1. VneN, u, <4,
2. AMeR,VneN,u, < M.
3. dmeR,AIMeR,VneN,m < u, < M.
4. On écritla négation de la question 2 :
Solution1 - VMeR,IneN, u, > M.

1. Faux. En effet, 5 est multiple de 5 mais n’est pas un multiple de 3.
Lanégation est : «Il existe un multiple de 5 qui n’est pas un multiple de 3. »
2. Faux. En effet, 8 est pair, mais son successeur 9 n’est pas premier.
La négation est : « Il existe un nombre pair dont le successeur n’est pas un nombre pre-

mier. »

3. Faux. Soient les suites (1) nen+ €t (V) nen+ définies par

. 1 1
VneN", u,=-—, Up=—.
n n
Alors (uy) nen* €t (Vn)nen+ sont deux suites de termes strictement positifs et de limite
nulle. De plus,

Upn .
—=n et lim n=+oc0
Un n—+oo

VneN*,

Donc le quotient u/v n’est pas de limite nulle.
La négation est : « Il existe deux suites de termes strictement positifs et de limite nulle

dont le quotient n’est pas de limite nulle. »
Solution2 -
1. Vrai. Enprenantx=0ety=1,onabienxeZ, yeN,etx < y.
2. Vrai. En prenant x =0, on a x € Z, et pour tout entier x € N, on a bien x < y.
3. Vrai. Soit x in Z. On pose alors y = |x|. Alors x < y2.

4. Faux.Pourx:1ety:0,onabienxeNetyel\lrnaisonapasxgyz.

Solution3 -
1. f nes’annule pas sur I.

2. La négation de l'assertion est Vx € I,Vy € y, f(x) = f(y). Ce qui décrit une fonction
constante.
Donc I'assertion originale se traduit par f n’est pas constante sur 1.

3. f ne peut s’annuler qu’en 0 (mais elle ne s’y annule pas forcément).

5. VneN,VpeN, u, = up.
6. VneN, Uy = uUy.
7. ANgeN,VneN,VpeN,((n> Npetp = No) = uy = up).

Solution5 - On procéde par contraposée. Soit n € N*. On va donc montrer que
n #2 et n pair = n n’est pas premier.

Si n # 2 et n est pair, alors n est pair, donc divisible par 2. Or n # 2, donc n admet au moins
trois diviseurs distincts : 1, 2 et n, donc n n’est pas premier.
On a montré que n # 2 et n pair = n n’est pas premier. D’ou1 le résultat par contraposée.

Solution 6 - Procédons par contraposée.
Supposons qu’il existe k € N tel que ay. # 0. Alors a > 0 car ai > 0.
Or, pour tout i € [1;n], a; >0, donc aj + -+ + ag_1 + g1 +...an, 2 0. Dot ay + -+ + a1 +
ai+ Qg1+ -+ an, = ap>0.
D’ot le résultat par contraposée.
Solution7 -
1. AnB=1{2}; AUB=1{1,2,4}, AnB=1{3}, AUB=1{1,2,3}, A\B={1}, B\ A= {4}.
2. ANB=123]; AUB =] —o0;+0o[=R, ANB = @, AUB =] —00;3] = A, A\ B =] —o0;2],
B\ A=]3;+o0l.
3. ANB=N*; AUB=N, AnB=Z\N, AUB =NU] —00;0], A\ B = {0}, B\ A=]0; +0o[\N*.

Solution8 -
1. (AnB)u(CnD)=1{3,4,5}
2. (AuC)n(BuD)=1{2,3,4,5,7}
3. AnD)Nn(BUC)=¢

Solution9 - Ona
P(E) = {QS, {a}, {b},{c},{d}, {a, b}, {a, c}, {a,d}, {b, c},{b, d}, {c, d},
{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d} {a,b,c, d}}
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Solution 10 -
1. Ona AnBc A,donc AU (An B) = A d’apres la proposition 2.61 du cours.
2. Ona Ac AuUB,donc An (AU B) = A d’apres la proposition 2.61 du cours.

Solution11 -

1. Les éléments de AAB correspond a I’ensemble des éléments qui sont soit dans A, soit
dans B, mais pas dans les deux. Sur un diagramme de Venn, cela donne :

AAB

2. On procede par double inclusion.

e AABc (ANB)U(BNA):soit x € AAB. Alors, x€ AUB et x¢ AnB.Donc, x€ A
ouxeBetx¢ AnB. Si x € A, alors x ¢ B car sinon on aurait x € An B ce qui
est exclus. Donc, x € An B. De méme, si x € B, alors x ¢ A donc, x € Bn A. Bref,
xe(ANB)U (BN A).Ce qui montre la premiére inclusion.

« (ANB)U(BNA)c AAB:soitx€ (ANB)U(BN A). Alors xe AnBoux€ BNA.Si
x€ AnB, alors x € AU B (puisque x € A) mais x ¢ AN B (puisque x ¢ B). Dong, x €
AAB. De méme, si x € Bn A alors x € AAB. Ce qui montre la deuxiéme inclusion.

3. Ona:

e ANA=(ANAUANA)=pUp=0
e AAG = (ANAU(@NA=AUP=A
e ANE=(AN@)U(ENA)=pUA=A
e ANA=(ANA)U(ANA)=AUA=E

4. D’'une part,ona:

(AAB)NC = ((AmE)u(B mZ)) NC=(ANBNC)UBNANC)

D’autre part,

(ANC)ABNC)=(AnCNBNC)u(BNCNANC)

AnCn( BuC))u(BmCm(ZuE))

(

-

( (AnCnB)uU AnCnE))u((BmCmZ)u(BmCmE))
=((AmBnC)u¢)u((BnZnC)u¢)
=(ANBNC)U(BNANC) = (AAB)NC

Ce qui démontre bien I'égalité demandée.

Solution 12 -

1. On procede par équivalence. Soit x€ E.On a:

x€(ANB)\C < x€e AnBetx¢C
< xe€eAetxeBetx¢C
< (xeAetx¢(C) et (xeBetx¢C)
< xeA\CetxeB\C
— x€(A\C)Nn(B\C)

Ainsi,onabien (ANB)\C=(A\C)n(B\C).

2. On procede de nouveau par équivalence. Soit x€ E.On a:

xX€(AUB)\C < x€ AuBetx¢C
< x€AouxeBetx¢C
<~ (xeAetx¢C)ou (xeBetx¢C)
<~ x€A\CouxeB\C
< xe€(A\C)u(B\C)

Ainsi, onabien (AUB)\C=(A\C)uU(B\C).

Solution 13 - On procede par double inclusion.
e AcB:soit(x,y) € A.Alorsona4x—y=1.Posons t = x—1€R, de sorte que x = £+ 1.
Puisque4x—y=1,onay=4x—-1=4(t+1)—1=4¢+3. Ainsi,ona (x,y) = (t+1,4t+3)
avec r € R. Dongc, (x,y) € C.

e Bc A:soit(x,y) € B. Alors, il existe teRtelque x=t+1et y=4tr+3. Déslors, 4x—y =
4(t+1)—(4t+3)=4t+4—-4t—-3 = 1. Ainsi, on a bien (x, y) € A.
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Solution 14 - Montrons que A< B. Soite € {-1,1} et keN*.Ona:

£ _E £ 1 1 .
K+ D)k kvl | ko k] ste=1
w1 sie=-1
Dans les deux cas (¢ =1 et € = —1), on a bien ﬁ € B. Ceci montre bien que A c B.
Cependant, A # B. En effet, on a % - 4_11 € B mais % - 4_11 = _Tl ¢ B puisque 4 ne peut s’écrire

comme un produit de la forme k(k + 1) avec k € N*.

Solution 15 -
1. A={7TklkeN}n{2k| keN}.
2. B={7Tk|keN}U{9k | keN}.
3. C=({7k | keN}U{9k | ke N}) n{2k| ke N}.

Solution 16 -

1 A=U |5 +kmZ +k+1r].
kez 2 2

2. Enprenant B=7Z,onabienR\B=R\Z = U]n,n+1[.

neN

Solution 17 -
1. On procede par double inclusion.

+00 1 1
e {1} c ﬂ [l—z;n] : 1l est clair que pour tout 7 € N*, ona 1 - — < 1 < n. Autrement
n=1 n

1 1o 1
dit, 1€ [1 - —; n] pour tout n € N*. C’est-a-dire 1 € ﬂ 1-—; n]
n n=1 n

1 1
1——;n].Alors X € [l——;n] pour tout neN*.
n n

+00
* N
n=1

1
Autrement dit, pour tout n € N*, on a 1 — — < x < n. En prenant n = 1 dans l'in-
n

1 +00
1-—;n|c{1}:Soitxe
n n=1

égalité de droite, on obtient x < 1. Par ailleurs, en faisant tendre n vers +oo dans
I'inégalité de gauche, on obtient x > 1. Ainsi, x =1, i.e x € {1}.

2. On procéde également par double inclusion.

+o0o

e R, c U
n=1

1
X € [1 - E;n+ 1]. Sinon, posons n = [x] € N*. On a alors x < n+ 1. Par ailleurs,

1
1-—;1+ n] : Soit x € R,. Si x € [0;1], alors en prenant n = 1, on a bien
n

L .. 1 |
x 2 n donc par décroissance de la fonction inverse sur [R{fr, on a — < —. Ainsi,
) ) X n
X+ — > x+ — > 1 (la preuve de la derniere égalité est élémentaire et laissée au
n X

1
lecteur). Ainsi, on a bien x € [1 - —1+ n] . Ainsi, pour tout x € R, il existe n € N*
n

+00 1
tel que x € U [1— —;1+n]. Donc, on a bien
n=1 n

+00 1
R.c U 1——;1+n]
n=1 n
+00 1 +00 1
- U 1——;1+n]C[R+:soitx€ U 1——;1+n].Alors,ilexistenel\l* tel que
n=1 n n=1 n

1 1
XE [1 -—1+ n] En particulier, x > 1 — — > 0. Donc, x € R;. Donc, on a bien
n n

+00

U

1
1——;1+n]cR+
n=1 n

Solution 18 - Supposons que AU B = An B. Montrons que A = B par double inclusion.
Soit x € A. Alors x€ AU B. Comme AU B = AN B, on en déduit que x € AN B.

Or AnBc B, donc x € B.

Finalement, pour tout x€ A,ona x € B, donc Ac B.

On obtient I'autre inclusion en échangeant les roles de A et B dans ce raisonnement, et 'on
en déduit que A = B.

Solution 19 - Les appariements corrects sont

1. ¢ 3. g 5. 7. k 9. h 11. e

2. 4. f 6. i 10. a 12. b
Quelques exercices sur le raisonnement par récurrence
Solution 20 - Procédons par récurrence. Pour tout n € N, on définit la proposition Py, :

«Up = (_2)n+1 +2».

Initialisation : 1o =0 et (-2)°"1+2=—2+2=0.

Donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé tel que P, soit vraie. Montrons que P, est vraie.



Maths 2025/26

TD 1- Rudiments de logique et vocabulaire ensembliste MPSI

Par hypothese de récurrence, on a u, = (=2)"1 +2. Donc:

Up+1 = 62Uy
=6-2((-2)""1+2)
=6-2(-2)"" -4
— (_2)n+2+2

Donc Py, est vraie.
Conclusion : On en déduit par récurrence que P,, est vraie pour tout n entier naturel, donc

que| pour tout n €N, u, = (=2)"*! +2 ‘

Solution 21 - Procédons par récurrence. Pour tout n € N, on définit la proposition Py, :

«Up€[0,9]».

Initialisation : 1y = 1 € [0,9]. Donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé tel que P, soit vraie. Montrons que P41 est vraie.

Par hypothese de récurrence, on a 9 < —u, + 18 < 18 et 2 < 3u, + 2 < 29. Comme tous les

termes sont positifs, on obtient que % < YY) - < % puis que
9 -u,+18 18
— < — < —
29 3u,+2 2

D’ol1 u,+1 €[0,9]. Donc Py est vraie.

Conclusion : On en déduit par récurrence que P,, est vraie pour tout n entier naturel, donc

que| pour tout n €N, uy, €[0,9] ‘

Solution 22 - Procédons par récurrence. Pour tout n € N*, on définit la proposition P, :
«3x 5271 4 23772 est divisible par 17 ».

Initialisation: Pour n=1, 3 x 5271 42372 = 17, donc P; est vraie.

Hérédité : Soit n € N* fixé tel que Py, soit vraie. Montrons que P11 est vraie.

3 x 52(n+1)—1 +23(n+1)—2 =3 x 52n+1 +23n+1

=3x25x 52171 1 g x 2372
=3x (17 +8) x 5271 + 8 x 23772
=17x (3x57" ) +8x (3x 5771+ x23"7%)
Par hypothese de récurrence, 3 x 5271 + x23"72 est divisible par 17, donc 3 x 52"*V=1 4

230+ 1D)=2 o6t divisible par 17. Donc P, est vraie.
Conclusion : On en déduit par récurrence que P,, est vraie pour tout n entier naturel, donc

que| pour tout n € N, 3 x 5271 4 x 23772 est divisible par 17 |.

Solution 23 - Procédons par récurrence. Pour tout n € N, on définit la proposition Py, :
«2"+1> n? ». La récurrence commencera a partirde n =3.

Pourn=0,ona 2041=2 > 02, donc Py est vraie.

Pourn=1,0ona2'+1=3>12 donc P; est vraie.

Pourn=2,0ona 224+1=5 > 22, donc P, est vraie.

Initialisation : Pour n =3, 2241=9 >8= 28 , donc P3 est vraie.

Hérédité : Soit n > 3 fixé tel que P, soit vraie. Montrons que P, est vraie.

2y 1=2x2"+1) -1

2"l 1>2n2 -1
On cherche a montrer que 2n% -1 > (n+ 1)2, c’est a dire que n?-2n-2 >0.
Les racines de n? —2n—2 sont 1 + v/3 et 1 — V3 (le discriminant est 12), donc pour n > 3, on
abien n>-2n-2 > 0etdonc 2n% -1 >n+ 1)%. D’ou

2L 1> n+ 1D

Donc Py, est vraie.
Conclusion : On en déduit par récurrence que P, est vraie pour tout n > 3, donc

pour tout €N, 2" +1> n? |

Solution 24 - Procédons par récurrence. Pour tout n € N*, on définit la proposition P, :

+1)2n+1
«12+22+...+n2:M».

6
1A+D@+D _ o

6
Hérédité : Soit n > 2 fixé tel que Pj, soit vraie. Montrons que P, est vraie.

Par hypothese de récurrence,

Initialisation : Pour n=1,

nn+1)(2n+1
12+22+---+nz+(n+1)2=#+(n+1)2

6
(n(2n+1)
6

=(n+1)x +(n+l))

2n’+n+6n+6
B
2n’+7n+6
)

:(n+1)><(

=(n+1)><(



Maths 2025/26

TD 1- Rudiments de logique et vocabulaire ensembliste MPSI

n+2)2n+1D+1)=n+2)(2n+3)=2n>+7n+6. Donc,

(n+2)(2n+3))
6

_(r+D(+2)2(n+1)+1)
= 5 .

12+22+-~+n2+(n+1)2=(n+1)><(

Donc P;,; est vraie.

Conclusion : On en déduit par récurrence que P,, est vraie pour tout n entier naturel, donc

, nn+)@2n+1)
= 5 )

que| pour tout n €N, 1’+2%+...4+n

Solution 25 - Procédons par récurrence double. Pour tout n € N, on définit la proposition
Py:«u,=3" D LARES

Initialisation: uy = —1et3° -2 =1-2=—1.

Donc Py est vraie.

up=-let3' —2"1=3_4=-1.

Donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé tel que P, et P,,4; soient vraies. Montrons que P, est vraie.

Up+2 =SUp+1 —6Upt2
— 5(3n+1 _2n+2) —6(3” _2n+1)
:5><3”+1—5><2”+2)—6><3”+6><2”+1
=5x3"M1 _5x272) 2 x 31 1 3 x21*2
=(5-2)3""1 4 (-5 +3)2""*2

— 3n+2 _ 2n+3

Donc P, » est vraie.
Conclusion : On en déduit par récurrence double que P;, est vraie pour tout n entier naturel,

donc que | pour tout 7 € N, u,, =3" —2"*1,

Solution 26 - Procédons par récurrence double. Pour tout n € N*, on définit la proposition
Pn:«lgungnz».
Initialisation: u; =1, donc 1 < u; < 1, donc P; est vraie.
2 5
up=1+-1= 3’ donc1 < us < 22 donc P, est vraie.

3
Hérédité : Soit n € N* fixé tel que Py, et P,,. soient vraies. Montrons que Py, est vraie.
2 2u 2n?

On adonc <—=<
n+2 n+2 n+2

etl<up <(n+ 1)2. En sommant,

AT 2n?
— <
n+2 n+2

I+ ——<upt1 + +(n+1)?
n+2

2n%+ (n+1)2%n+2)
1< Ups2 < :
n+2

On s'intéresse  ce dernier terme. On cherche 2 montrer qu'il est inférieur a (n + 2)2.

2n° +(n+1)*(n+2) _2nf+(n*+2n+1)(n+2) - (n+2)°

(n+2)?
n+2 n+2
_2n*+nd+4n*+5n+2—(n® +6n*+12n+8)
- n+2
_—7n-6 <0
Con+2

2n% + (n+1)2%(n+2)
n+2

On en déduit que < (n+2)? et donc que

1< tpsp < (n+2)%

Donc Py, est vraie.
Conclusion : On en déduit par récurrence double que P, est vraie pour tout z entier naturel

non-nul, donc que| pour tout n € N*, 1 < u, < n?.

Solution 27 - Procédons par récurrence forte.

Pour tout 72 € N*, on définit la proposition P, : « u, = 2" 1 ».

Initialisation : Pour =1, ona u; = up = 1 =2'"!, donc la proposition P; est vraie.
Hérédité : Soit n € N* fixé. On suppose que pour tout entier k tel que 1 < k < n, Py soit vraie.
Montrons que P est vraie.

Par définition de la suite ©, on a

Upr1 = Ut U1+ U+ U3+ UL+ -+ U1+ Uy

=14+142+4+8+---+2" 24271

On reconnait la somme des termes d’'une suite géométrique de raison différente de 1. Donc

P
u =
n+1 1-2
1-2"
=1+
-1
=1-(1-2"
Upsr =2"

Donc Py, est vraie.
Conclusion : On en déduit par récurrence forte que P, est vraie pour tout n entier naturel

non-nul, donc que | pour tout entier n € N*, u,, =2"71,
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Solution 28 - Procédons par récurrence forte.

Pour tout 7 € N*, on définit la proposition P,, : «il existe p, q € N tels que n =2 (2g + 1) ».
Initialisation: Pour n=1,0ona1=22x0+1), doncla proposition P; est vraie.

Hérédité : Soit n € N* fixé. On suppose que pour tout entier k tel que 1 < k < n, Py soit vraie.
Montrons que P, est vraie.

Si k = n+ 1. Procédons par disjonction de cas :

e Si n+1 est pair. Alors il existe m € N tel que n+1 = 2m. Comme m < n+ 1, d’apres
I'’hypothése de récurrence, il existe p, g entiers positifs tels que m = 2”(2¢ +1). On a
alors:
n+1=2*"12qg+1).

¢ Sin+1estimpair, alors il existe me Ntelquen+1=2m+1= 20(2m +1).

Dans les deux cas, on a bien réussi a écrire n + 1 sous la forme recherchée.
Donc P, est vraie.
Conclusion : On en déduit par récurrence forte que P, est vraie pour tout n entier naturel,

donc que | pour tout entier n € N*, il existe p, g € N tels que n =2”(2¢g + 1).

Quelques exercices sur le raisonnement par Analyse-Synthese

Solution 29 - Soit f une fonction réelle dérivable.
Analyse : Supposons que f = g+ h avec g paire et h impaire. Alors, pour tout x € R, on a

f(x)=gx)+h(x)

f(=x)=g(x)—h(-x)

Dol g(x) = M et h(x) = w Si elles vérifient bien les conditions, g et h
sont donc définies de maniére unique.
R — R R — R
Synthese : On pose g: x f)+f(=x) eth: . f) - f(=x)
2 2
Pour tout x € R, g(—x) = w =g(x) et h(—x) = w = —h(x), donc g est

paire et h est impaire. De plus, pour tout x € R, on a

f+f(=x . fx) = f(=x)

g(x)+ h(x) = 5 5

= f(x).

Solution 30 - Soit f une fonction réelle dérivable.

Analyse : Supposons qu’il existe g et & des fonctions réelles telles que f = g + h, que g soit
dérivable et sa dérivée s’annule en 0 et que & soit de la forme x — ax avec a € R.

Alors,ona: f'=g'+a.

En évaluant cette relation en 0, on obtient f'(0) = g'(0) + a = a (car g’(0) =0). Donc h: x —
flO)xetg=f-h.
Ainsi, g et h, si elles existent, sont .
Synthése : On pose k: x — f'(0)x définie sur Ret g = f — h. Alors :
1. h+g=h+f-h=f.
2. hest bien une fonction linéaire d’apres sa définition.

3. f est dérivable par hypothese et h est dérivable en tant que fonction linéaire. Comme
g=f—h, gestdonc dérivablesur R. En0,ona:

g0 =f'0)-k© = f©0)-f(0)=0.

On a donc montré I'existence d'une décomposition de f comme somme d’une fonction dont
la dérivée s’annule en 0 et d'une fonction linéaire.

Solution31 -

Nous allons raisonner par analyse-synthése. Soit f une fonction réelle.

Analyse : Supposons que f vérifie Vx,yeR, f(x)f(y)=f(xy)+x+y.

En x =0 et y =0, on obtient £(0)> = £(0). Donc f(0) =0 ou f(0) = 1.
Enx=0ety=1,onobtient f(0)f(1) = f(0)+1.Si f(0) =0, onaalors 0 = 1, ce qui est absurde.
Donc f(0) =1.

Enx=0et yeRquelconque,ona: f(0)f(y) = f(0)+y,dot f(y)=y+1.

Donc f estla fonction affine f: x— x+ 1.

Synthése : On pose f: x— x+1. Montrons que Vx,yeR, f(x)f(y)=fxy)+x+7y.

Soient x et y quelconques dans R. Alors :
fROfW=x+Dy+D=xy+x+y+1=fxy)+x+y.

Donc f vérifiebien Vx,yeR, fx)f(y)=fxy)+x+y.

Conclusion : La seule fonction réelle vérifiant Vx,y e R, f(x)f(y) = f(xy)+x+yestx —
x+1.

Quelques vidéos pour se cultiver:
Pourquoi on ne peut pas tout démontrer :

® Le théoreme de Godel - -Arte @l
Deux exemples d’équation fonctionnelle résolues par Analyse-Synthese :
® Une initiation aux équations fonctionnelles -

® Une équation fonctionnelle plus difficile -
& Du trefle a brouter...

- Oljentd
- Oljen il
& Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!
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