Maths 2025/26 TD 19- Polynomes a coefficients dans R ou C MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 19 I

Solution1 - Si P est un polyndme constant, alors P(X + 1) = P(X) et
deg(P(X + 1) — P(X)) = —o0. \
d

Sideg(P) > 1, on pose P = Z al-Xi avecd =deg(P) > 1, a; e Ketay #0. Alors
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en posant, pour tout k € [0, d], by = (Z a; (;)Xk) —a.
i=k

d .
Pourk=d,onab, = (Z ai(l)Xk)—ak:ad—adzo.

i=d k
Pourk=d -1,
S ok d-1 d
b -1= [ X - = _ _ ~ :d 0
d-1 (izg_lal(k ac=|, | |aa1+|, | |ea—as1=dag#

Donc ] deg(P(X+1)—P(X))=d -1 \

2im/(n+1)

Solution2 - Soitw=¢€ une racine (n + 1)-ieme de I'unité. On a

P(1)+P(w)+---+P(w")=(n+Dag

car
L k¢ n+1 SIEEO[n'Fl]
w =
=0 0 sinon.

On en déduit (n+ 1) |ag| < (n+ 1) M puis |ag| < M. De facon plus générale, on a
P+ P+ +0 " P(0") = (n+ Dayg
et on en déduit |ay| < M.

Solution3 -

1. Le polyndme nul est solution de (E).
Soit P un polynéme de R[X] de degré d.

d d
Onnote P= Y a;X¥ avecas #0.Alors P' = Y ka; X! et
k=0 k=0

d
P"=Y k(k—-1)apx*?
k=0
Si P est solution de (E), comme (E) est une égalité entre deux polynémes, tous les coef-
ficients sont égaux. Entre autre, au degré d+2,ona:

dd—-1)ayz—-2dag+2a;=0
aqg(dd-1)-2d+2)=0
(d-1)(d-2)=0 carag #0

Doncd=1oud=2.

(a) Sid=2.
Ainsi, il existe a, b, c réels, a # 0, tels que P = aX?>+bX+c.Onadonc P =2aX+B
et P = 2. On procede par équivalence :
P est solution de (E) ©(1+X?%)?x2-2X(1+ X% (2aX +B)
+2(X?>-1)(aX?+bX+¢)=0
o2a+4aX?+2aX* —4aX? -2bX - 4aX* - 2bX3
+2aX* +2bX3 +2¢X* -2aX*-2bX-2c=0
o@2c-2a)X*—4bX +(2a—-2¢)=0

2c—-2a=0
o —-4b=0

2a—2c=0
{ b=0
&
a=c

oJaeR*, P=a(X?*+1)
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(b) Sid=1,alorsP=aX+baveca#0et beR.Alors P’ = a.Onaalors:
P estsolution de (E) & —2aX(1+X%) +2(X*-1)(aX+b)=0

En regardant le coefficient de degré 2 de cette égalité, on obtient —4a = 0 et donc
a =0, ce qui est Faux. Donc (E) n’admet aucune solution de degré 1.

Finalement, les solutions de (E) sont les polyndmes
dela forme a(X? + 1) avec a € R.

(On retrouve bien le polynéme nul lorsque a = 0)

2. Ainsi, la fonction polyndmiale associée a un de ces polyndmes est solution particuliére

de 1+ 22y —2t(1+t2)y' +2(t> = 1)y = 0. On peut par exemple choisir

Solution4 - Effectuons la division euclidienne de X3 +7X% -2 et X2+ X + 1.

x3 +7x? 2| X>+X+1

-x3 -x* -X X+6
6X> -X -2
-6X? -6X -6

-7X -8
Donc X2 +7X%2-2=(-7X-8)+ (X +6)(X?> + X + 1).
xX3+7x%2-2 7x+8
Pourtout xeR, f(x) = —5———=x+6—- 5——.
x2+x+1 xX2+x+1

7
Donc f(x)—-x+6 ~ — — 0.

X—+00 X X—+00

R 7
Deméme,ona f(x)—x+6 ~ — — 0.
X——00 X X——00

Ainsi, la courbe représentative de f a pour asymptote oblique en +oo et —oco la droite d’équa-
tion y =x+6.

Solution5 - X*+aX?+ bX + c est divisible par X? + X + 1 si et seulement si le reste de la
division euclidienne de X* + aX? + bX + ¢ par X + X + 1 est nul. Effectuons cette division
euclidienne

x4 +aXx? +bX +c | X2+ X+1
-x* -x8 -X? X’-X+a
-X° (a-DX? +bX +c
x3 +X? +X
aX? 1+b)X +c
—aXx? —aX —-a
1-a+b)X +(c—a)

Donc X*+aX?+bX+c=X?+X+DX?-X+a)+ (b+1-a)X + (c— a).

Ainsi, X* + aX? + bX + c est divisible par X* + X + 1 si et seulement { b Jcri ; 6_13 0 ,c'esta
dire si et seulement si
Solution6 -
1. On pose, pour n€ N*, P,(X) = X?" + X" — 1

Le reste de la division euclidienne de P, par X — 2 est P,(2)=2%"+2"—1.Donc

Py X)=0Q,(X)(X-2)+ (22” +2"—1) avec Q,(X) e K[X].

Le reste de la division euclidienne de Q,, par X + 2 est @(—2). On sait que

Qn(=2)(=2-2)+(2*" +2" -1) = P,,(-2), donc

~4Q,(-2) = (-2 + (-2)" = 1- (2% +2" - 1)
=2"((-D"-1)
Qn(-2)=2"21- (-1
Si n est pair, alors @71 (-2) = 0, donc il existe un polynéme R, tel que

Qn = Ry x(X+2) et ona P, = Ry x(X+2)(X-2) + (@2 +2" - 1). Ainsi,
si n est pair, le reste de la division de P, par X? —4 est 2" +2" — 1.

Si n est impair, alors Q,(-2) = 2"~ donc il existe un polynéme R, tel que Q, = R, x
(X+2)+2" 1etona

Pp=[(X+2)R,+2" ] (X -2)+ (2*" +2" - 1)
P,=(X?—4)R,+2" X +2%"-1

Comme deg(2" 1 X +22" —1) < deg(X? —4), 2" ! X +2%" —1 est bien le reste de la division
euclidienne de P, par X? — 4. Ainsi,

si n est impair, le reste de la division de P, par X? —4 est 2" 1 X + 22" — 1

2. Pour n>2,onpose T, = X" + nX" 1+ X% +1. D’apres la formule de Tayloren 1, on a

k)
1
T, = Z nk'( )(X—l)k
k=0 :

1) (k)

" ’f () 1)

—O(Xl) (XI)Z ‘(Xl)
n ~(k)

=T, + T, WX -1 +(X-1) Z ”(x k-2
=2~(k+2>(1) .

=T, () +T, DX -1 +(X~-1) kz_o T (X-1)
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Comme deg(ﬁ(l) + Tvn’(l)(X— 1)) <1 < deg(X - 1% ona par unicité du reste de la
division euclidienne que T, (1) + ’T;/(l)(X —1) est le reste de la division euclidienne de
T, par (X - 1)°.

T,(1)=n+3.

T/ =n+nn-1)+2=n’+2.

Donc le reste de la division euclidienne de T, par (X — 1)2 est
[R?+2] X -n®+n+1.

Solution7 -

2 (-5 —6) .o (0 0
1.A_(9 o] etAZ=3Ar2I=( ).

2. Remarquons que X2 -3X +2=(X-1)(X -2).
Le reste de X" divisé par X — 1 est 1" = 1. Donc il existe un polynome Q tel que X" =
(X-1)Q+]1.
Le res~te de Q divisé par X; —2 est 6(2). En évaluant la relation précédente en 2, on a
2" =Q(2)(2-1)+1, donc Q(2) = 2" — 1. Ainsi, il existe un polynome R tel que

X'"=[(X-2)R+2"-1](X-1)+1

X'=(X-1DX-2R+(2"-1X-2"+2.

Donc,

’ le reste de la division euclidienne de X" par X2 —3X +2est 2" - 1) X +2" - 2. ‘

3. A" =R(A)(A*-3A+2D)+ (2" -1)A-(2*-2)1= (2" -1)A- (2* - 2)L. Donc
Al = (_(2’1 -1) - (2" -2) _2(2” -1 ) _ (_2n+1 +3 _2n+1 +2)

32" -1) 42" -1)-(2"-2) 3.2"-3 3.2"-2
Solution8 - 1. SoitneN.Onpose P,=(X+1)"-nX-1.
Py=0et P; =0, donc X? divise Py et P;.
Sin>2:
P,(0)=0.

P =nX+1)"'=netP, 0 =0.
Donc 0 est une racine de P;, de multiplicité au moins 2,

C’est a dire X? divise P,,.

2. Remarquons tout d’abord que 1+ X + X* = (X — j)(X — j) avec j € C. On rappelle que

(1+X+X%)(X—-1)=X3—1et que j est donc une racine 3-ieme de I'unité. On a donc
. 2im/3
j=e .

Soient p, n, q entiers naturels tels que P(X) = X3" + X3P*1 4 X39%2_Alors

P()=B()=0

Dong, j et j sont racines de X3" + X3P*! 4 X39*2 [ es racines de 1+ X + X? sont aussi
racines de X3 + X3P*1 1 x39*2 gvec au moins la méme multiplicité (c’est a dire 1), donc

X3 4 X3P+ 4 x30%2 est divisible par 1+ X + X°.

Solution9 - 13(0)2 + }3(1)2 + P’S(4)2 + 13(7)2 est une somme de réels positifs, donc est nulle si
et seulement chaque terme est nul.

Ainsi, 0, 1, 4 et 7 sont des racines de P, qui a donc au moins 4 racines.

Or P est de degré inférieur ou égal a 3 et tout polynéme non-nul admet au plus autant de
racines que son degré, donc| P est le polynéme nul.

Solution 10 - Soit P € R3[X]. Alors P = aX®+bX%+cX +daveca, b,c,deR.
OnaP =3aX?>+2bX +c¢, P" =6aX +2bet P" =6a.
P0)=d, P'(0)=c, P"(0)=2b, P"(0) =6a.

1 1
Donc P(0)=P'(0)=P"(0)=P"(0)=1ssid=c=1,b= A=z
1 3 1 2 A Lo !
Dong, seul P = EX + EX + X + 1 est le seul polynome de R3[X] vérifiant P(0) = P'(0) =

P"0)=P"0)=1.

Solution 11 -

1. Soit N une racine de P. Alors

I’lde+”'+l’l1N+I’l0=0

no=N(=ny—naN—---—ngN%

Donc| N divise ng.

2. D’apres la premiere question, si X3 — X?-109X — 11 a une racine entiere, elle divise 11,
donc appartienta {1,-1,11,-11}.
113-112-109.11-11=11(121-11-109—-1) = 0.
(—11)3 —1124109.11-11= 11(-121-114+109—-1) =-11.24 #0.
13 -12-109-11=-120#0.
(1% - (-1)2+109-11 =96 #0.

Donc| 11 est la seule racine entiere de X3 — X2 — 109X —11.
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D’apres la question 2, si X' 4+ X% +1 a une racine entiere, elle divise 1, donc ne
peut étre que 1 ou —1. 141541 =3#0et (-D°+(-1)°+1 =1 # 0, donc

X'+ X5 +1 n'a pas de racine entiére.

Solution 12 -

2xt +x3 -X? 42X -1 ]4X3+4X%*-X-1
1 1 T 1
—2x*  +2x3 --Xx? --X) —X--
2 2 27 4
T 5
-x3 —EXZ X -l
1
-(-x>  -X? +2X +9)
4 4
I, 9 5
-X> +-x -=
2 4 4

1 1 9 5
Onadonc A= (EX_ Z) B+ EXZ + ZX -1 Ainsi, une racine commune de A et B est aussi

une racine du reste de cette division euclidi%nne.
On cherche donc les racines de EXZ + ZX T ou plutdt de 2X%+9X - 5, qui sont les mémes.

1
Le discriminant de ce polynome est A = 121, donc les racines de 2X? +9X — 5 sont —5 et >

1
Si on pense a l'exercice précédent, —5 ne peut pas étre racine de A ou B. On teste donc 3
(1 I\ (1) (1 (1 1 1 1
Al=|=2|=] +[=| -|=] +2|z]|-1==+--=+1-1=0
2 2 2 2 2 8 8 4
(1 1 (1) (1 1 1
B(=|=4|=]| +4|=] -[3|-1=2+1-Z+1=0
2 2 2 2 2 2

1
Ainsi A et B admettent 5 comme racine commune.

Solution 13 - Une racine double de P est aussi une racine de P'. Or P' = 6X? —34X + 40.
On va déterminer les racines de EP’ =3X>-17X +20.

1 5
Le discriminant de EP’ est 49 et ses racines sont donc 3 et4.

On remarque queﬁ(4) =2x64-17x16+40x4-16=16(8—-17+10-1)=0
Donc 4 est une racine au moins double de P. En considérant P comme un polynéme com-
plexe, on sait que P a trois racines comptées avec multiplicité. En notant a la derniere racine,

on a d’apres les relations coefficients-racines que

17
4+d+a=—
2

1 1
etdonc a = > Finalement, P admet comme racines 4 (double) et 3 (simple).

Solution 14 -

6X* —49X3 +123X% -98X +24 | X?-7X+12
—6x* -—42x3 +72Xx?) 6XZ—7X+2
—-7X°  4+51X% -98X +24
—(-7X3  +49X% -84X)
2X%  —14X +24
—(2X% -14X +24)
0

Donc P = (X>-7X ir 12)2(6X2 —7X +2). Les racines de X? —7X + 12 sont 3 et 4 et les racines
de 6X% - 7X+ sont 3 et 3

1 2
Ainsi, les racines de P sont 3, 4, 3 et 3

Solution 15 -
1.

PA+D)=0+D)3-@+DA+D?>+6+20)1+i)— 4+20)
=(1+3i—-3-i)—-2i(4+i)+6+6i+2i—-2—-4-2i
=0

Donc (1 + i) est racine de P. On factorise P en effectuant la division euclidienne de P

par X — (1+1).
X3 —@+0X? +6+2)X —(4+20) | X=Q+1)
-xX3 +a+nx? X?-3X+@B-10)
-3X% +(6+20)X —(4+2i0)
3X? -31+0)X
B-)X —(4+20)
-B-DX +1+DB-1)
0
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On obtient P = (X — (1 +))(X* —3X + (3 —1)).

X? -3X + (3-1) a pour discriminant A = -3 + 4i, dont une racine est § = 1+
. . 3-1-2i . +3+1+2i .
2i. Ses racines sont donc x; = — =1-ietxy= — = 2+ i. Donc

| P=(X-(1+)X-1-)X-2+0).]

2. Qi) =1+5i—7-5i+6=0.Donc i est racine de Q.
Q est un polynéme réel, donc i=—iest également racine de Q. On en déduit que Q est
divisible par (X — i)(X + i) = X*> + 1.

x* —5x%® +7x%? -5X +6| X%*+1
-x* -Xx? X’°-5X+6
—5X° +6X° -5X +6
5X3 +5X
6X° +6
-6X2 -6
0

X? —5X +6 est un polynome de degré 2. La somme de ses racines est 5 et leur produit
est 6. Donc X* —5X +6= (X —2)(X - 3).
Comme X + 1 est irréductible dans R[X],

’ la décomposition de Q dans R[X] est Q = (X —2)(X — 3)(X2 +1).

]Dans ClX],Q0=(X-2)(X-3)(X-D)(X+10). \

Solution 16 -

1. Pi(1)=1-2+1-4+4=0donc 1 est racine de P;.
E(Z) =24_-223422_42+4=0donc2 est racine de p,.

P; est donc divisible par (X —1)(X —2) = X? —3X + 2. Cherchons le quotient de cette
division euclidienne.

x4 —2x®  4+X? -4X +4 | X*-3X+2
-x* +3x3 -2x? X+ X+2
X3 X7 -4X +4

-x® +3x% -2x
2X? —6X +4
—2X?> +6X -4

Donc P; = (X2 + X +2)(X -1 (X - 2).

X?’+X+2a pour discriminant A = -7, donc est irréductible dans R[X].
’ La Décomposition de P; dans R[X] est P} = (X —1)(X —2) (X2 + X +2). ‘

-1-iV7
2

& = V/7i est une racine de A et les racines de X + X + 2 sont X] =

—1+iv7
2

et xp =

. On en déduit la décomposition de Py dans C[X] :

1+i\/7)(X+1—i\/7)

2 2

P1=(X—1)(X—2)(X+

. Lesracines de P, sont les racines 4-iemes de 1'unité :

’ P =(X+1D(X-D(X-1)(X+1) estla décomposition de P, dans C[X]. ‘

(X —)(X + i) = X> +1 est irréductible dans R puisqu'il n’a pas de racines réelles. Donc

’ P,=(X+DX-1)(X?+1Destla décomposition de P, dans R[X]. ‘

in/5 L—inml/5 e3l]‘[/5

. Les racines de P5 sont les racines 5-iemes de —1, c’est a dire —1, e'"'°, e R ,

e 35 Dotila décomposition dans C[X] :

(X - ei”/5)(X - e_i”’S) = (X2 —2cos (%) X+ 1) est irréductible dans R[X] car de degré 2
sans racine réelle.

. . 3n
De méme pour (X — 35y (x — e 7315y = (Xz —2cos (?

X+1).

5 b4 2 3n
Dans[R%[X],sz(XJrl)(X —2cos(g)x+1) X*~2cos| 7| X +1}.

. Les racines de X+ X + 1 sont €273 et 21"/3 donc

XZ +X+1=(X- e2in/3)(X_e—2in/3)'
En composant X par cette égalité
X2+ X2 +1 = (X2 — e2Im/3)(x2 = 2073y

Décomposons ces deux facteurs :

XZ _eZtn/3 2im/3

a pour racines les racines carrées de e , Cest a dire e''? et €*™/3. D’out
X2 _ e217[/3 =(X- em/3)(X_ 64””3).
De méme, X2 _ e*ZlT[/E} — (X_ e*lﬂ/B)(x_ e*4lﬂ/3).

D’olla décomposition dans C[X] :

Py = (X — 3 (X — ¥713) (X — e~ 713 (X — 4713,
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Donc a + 1 est racine de P de multiplicité au moins 2 donc P est divisible par (X — (1 + N)? =
, , ; . X?-2(1+ D)X +2i.

4 2 _ _ ,in/3 _ L 4in/3 _ a—in/3 _ o—4in/3
X+ Xi+l=(X-e" )X -e JX—e J(X-e ) Effectuons la division euclidienne de P par X? —2(1 + i) X +2i :

_ [(X —el™By(X - e—in/B)] [(X— A3y (X — e~ 4im/3)

x* +8(1-)X -12| X?2-20+)X+2i
T 4].[ _ 4 . 3 _ . 2 Z . .
_ (X2—2cos(—)x+1) (X2—2cos(—)X+1) X° 201+ DX 20X ' X°+2(1+ )X +61
3 3 20+ )X —2iX +8(1-)X -12
= (XP-X+D(X2+X+1) 20+0X3 40 +)%X%>  +4iQ+ DX

6iX° 120-)X -12

X? - X+1et X2+ X +1 sont des polynomes réels de degré 2 sans racine réelles donc —6iX2 +12i(1+)X —2i6i

sont irréductibles. Ainsi,

dansRIX], X* + X2 +1= (X - X+ D(X®+ X +1).

Donc
Solution17 - Xt481-DX-12= (X2 =20+ DX +2)(X*>+2(1 + ) X +6i).

1. P(p/q) =0donne Le discriminant de X2 +2(1 + i) X — +6i est A = —16i, dont une racine est

_ _ 0 =2\/§(i— 1). Ses racines sont donc
anp" +an 1 p" lg+-+aipq"t +apq" =0

Puisque p | app"+---+a1pq" ', onap|ayg"” or pAq=1donc p|ay. De méme q | a. X1 = —2+21) +22\/§(l —D =—(V2+D+i(vV2-1)
5
2. Si P admet un racine rationnelle r = g alors pe {-5,-1,1,5} et g € {1,2}. =3 est racine _@+2i- 23— 1) v . s
de P. X = 2 =(V2-1D-i(1+Vv2).
3+v5 3-v5 On a donc
P:2X3—X2—13X+5:(2X+5)(X2—3X+1):(2X+5)(X— ‘/_)(X— \/_) 5
2 2 |P=(X -0+’ X—x)(X—x2) |
Solution 18 - Soit a une racine multiple de P. Alors P(a) =0 et P'(a) = 0. Solution19 -
1. Si f:[a; b] — R (avec a < b) est continue, dérivable sur la; b[ et si f(a) = f(b) alors il
{ Pla = 0 - { a*+8(1-ia-12 = 0 existe c €]a; b| tel que f'(c) =
Pla = 0 4a*+81-i) = 0 2. Si xo est racine de multiplicité m de P alors xg est racine de multiplicité m2—1 de P’ (en

ad+81-ia = 12 convenant qu'une racine de multiplicité 0 n’est en fait pas racine).

& sat+80-ia = 0 car 0 n’est pas racine de P donc a # 0.

3. Notons x; < ... < Xxp les racines de P et my,...,m, leurs multiplicités respectives.
Pui 1 lynéme P ¢ scindé, on
d+8l-ia = 12 uisque le polynéme P est supposé scindé, on a

-24(1-i)a = -48

*
{ a'+8(1-da = 12 Les éléments xi,..., Xp sont racines de multiplicités m; —1,...,mp — 1 de P'. En appli-
a=

my +---+my, =degP

¢

= - =1+i quant le théoreme de Rolle a P entre xj. et xj.1, on détermine yj €] xx; Xx+1 [ racine de

P’. Ces yy sont distincts entre eux et distincts des x1,..., Xp. On a ainsi obtenu au moins
1+4i—-6—4i+1+8+8i

a

12
1+ (p-D+(my—1)+---+(mp—1)=degP -1

¢
I

¢

racines de P’. Or deg P’ = deg P — 1 donc P’ est scindé.
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Solution 20 - On proceéde par récurrence. On pose, pour tout z € N,

Pp(x
Dn:||EIPn€R[X],Vx€R+* (I’l)( ) n( ) —l/JCu'

Initialisation : D est vraie avec Py = 1.
Hérédité : Soit n € N fixé, on suppose que D, est vraie. Donc il existe P, € R[X] tel que
VxeR*™,

En dérivant cette relation,

[ﬁ;/(x)e—llx_i_ﬁ;(x)%e—l/x X2~ P (x)2nx2nle~1/x

xin

(p(n+1) (x) =

e—l/x (

P, (x)+ Pn(x) —

Zn _ﬁ;l(x)anZn—l)

efllx
= W Pn(x)Zn

2n x2n 1
2n 2

([E’(x) + P —
X

x2n

-1/x

(D), _ €
P (x) = x2n+2

-1/x
2n+2 Pn+1(x)

(le”vn'(x) +Pp(x) - P;(x)an)
@ () =
en posant P41 = XZP; + P, (1 -2nX), qui est bien un polynéme.

Donc D4 est vraie.
Par récurrence,

pour tout n € N, il existe un polynf)me P, telle que

P () —1/x

\7’x€[R2+* (p(n)(x)_

Solution 21 - Notons X1, X, X3, X4 les racines du polynéme considéré avec x; + xp = 2.

O1=X1+X2+X3+x4=0
02 =X1 X2+ X1 X3+ X1 Xg+XoX3+XoX4+X3X4=0
03 =X1X2X3 + X1 X2X4 + X1 X3X4 + X2X3X4 =—12
O4=X1X2X3X4 =-—5
o1 donne x3 + x4 = —2,0, donne x3x, + x3x4 = 4 et 03 donne xjx — x3x4 = 6. On obtient

X1X2 =5 et x3x4 = —1. x1 et x, sont les racines de X?-2X+5ie 1+2i. X3 et x4 sont les
racines de X*> +2X —lie. —1+V2.

Solution 22 - Soient P et Q dans C[X].

Si Q est nul, alors P?> = 0 et P = 0. IIs vérifient bien P? = XQ?.

Si Q est non nul, on note d € N son degré. P? est alors non-nul et donc P est non nul. On note
d' € N* son degré.

Si P? = X(Q?, alors en regardant les degrés des polynomes, on a :

2d=2d +1

Ce qui est absurde, car ils sont de parité différente. P? # XQ?
Donc | le seul couple (P, Q) satisfaisant P? = XQ? est (0,0).

Solution 23 - Le polyndme nul est solution.
On procede par analyse-synthese :
Analyse : Soit P € C[X] non-nul tel que 18P = P'P".
Si P est de degré 1 ou 2, alors P'P” est nul, ce qui est absurde. Si P est de degré d > 3, alors
on a, en prenant le degré de I'équation, d = (d — 1) + (d — 2) etdonc d = 3.
On remarque ensuite que si P’ admet une racine a, alors 182 (a) = P/(a) P"(a) = 0, donc «
est aussi une racine de P avec multiplicité 1 de plus que sa multiplicité en temps que racine
de P
P’ est de degré 2. S’il admet deux racines distinctes, cela signifie que P admet deux racines
au moins doubles, ce qui est absurde car P admet au maximum trois racines comptées avec
leur multiplicité.
Donc P’ admet une unique racine double « et alors « est racine triple de P. Comme P est de
degré 3, on en déduit que P s’écrit P = A(X — a)?’ avec A € C*. En injectant dans la relation,
on trouve

18A(X - a)® = A3(X — )*A6(X - q)

En simplifiant par A(X — )3, on en déduit 1 = A
Finalement, P est de la forme (X — @)% avec a € C.
Synthese : Soit @ € C et P = (X — a)>. Alors P’ = 3(X — a)? et P” = 6(X — a), donc P'P" =
18(X — a)® = 18P.
Conclusion : Les solutions sont donc le polynéme nul et ceux de la forme (X — a)® aveca € C.
Solution 24 - Soient P dans C[X].
Si P est constant, alors PoP = P
Si P est non-constant, on note d € N* son degré. P o P est alors non-nul et de degré d?.
SiPoP=P,onad?=d, doncd=1.Donc P est de la forme aX + b avec a, b€ C.
PoP=(a(aX+b)+b)=a’X+(ab+b)=aX+b

PoP=Poa*=aBtab+b=Db

<~ a=1Etb=0 P=X

Les polyndmes vérifiant P o P = P sont donc les polyndmes constants et X.
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Solution 25 -
1. Soient i et j dans [1, n].

C. . —~ noaj—ag —~
Sii=j,alors Qj(a;) =[] =1.|Qj(aj) =1
k=1 Aj — dg
K]
— " ai—a a: —a;
Sii# j,alors Qj(a;) =[] STk 1 En particulier, pour k = i, ——~ =0, donc un
k=1 Aj — ag aj—ai
K]

terme du produit est nul et (AQ; (a;j)=01

2. Soit k € [1, n]. Alors,

n

L(ay) = )_ bjQj(ax).
j=1

D’apres la question précédente, le seul terme non-nul de cette somme est by Qy (ay) =

by.. Donc .

3. Soit P de degré inférieur ou égal a n — 1 tel que pour tout k € [1, 7], on a ﬁ(ak) = by.
Pour tout j € [1, 1], Q; estle produit de n—1 polynomes de degré 1, donc est degré n—1.
L est une somme de polynome de degré n — 1, donc est degré inférieur ou égala n— 1.
Donc P— L est de degré au plus n—1 et pour tout k € [1, 1], ona (P — L) (ay) = by — by = 0.
Donc P—-L aaumoins nracines, c’est a dire plus que son degré. Donc P—L =0 et .
4. Soit P € R[X] tel que Yk € [1; 1], on a P(ay) = by.
Donc ay. est racine de P — L pour tout k € [1; n]). Ainsi,

[Tx-apiP-L.
k=1

n
Donc, il existe Q e R[X] telque P=L+Q H (X —ay).
k=1

Solution 26 -
1.| P,=X, P3=X>—1, P4=X3—2X.\

2. Laproposition est vraie pour n = 0.

On procede ensuite par récurrence double sur 7 € N.

Pour tout n € N*, on pose A, : "P,, est de degré n—1 a coefficients dans Z de coefficient
dominant 1".

Initialisation : A; et A, sont vraies par la premiére question.

Hérédité : Soit n > 2 fixé. On suppose que A, et A,_; sont vraies. Alors P, et P,,_; sont
non-nuls donc on peut écrire :

n-2 n-3
Pp=X""1+Y apx*t Puo1=X"2+ Y bixt
k=0 k=0

ou ay,...,an—z et by, ... b,_3 sont des entiers. Alors,

Ppy1=XPy— Py

n-2 n-3
=X"+ ) apxF-x"2 -y ppx*
k=0 k=0

n-1 n-3
=X"+ Y ap XF-X"2- ) b x*
k=1

k=0
n-3
= X"+ ap2 X"+ 0+ an-3)X"?+ Y (a1 — bp) X - by
k=1

Donc P4 est de degré n et de coefficient dominant 1. De plus a,_», (1 + a,—3) et —bg
sont entiers et pour tout k € [1,n— 3], ax_1 — by est entier. Donc les coefficients de P41
est entier.

Donc A, estvraie.

Par récurrence, pour tout n € N,

P, estde degré n—1 a coefficients dans Z de coefficient dominant 1.

. On procede par récurrence sur n € N. Pour tout n € N, on pose B, :" P»,, est impaire et

Py 41 est paire.”

Initialisation : x — 0 est impaire et x — 1 est paire donc By est vraie.

Hérédité : Soit n € N, on suppose que B, est vraie, c'est a dire que P,, est impaire et
P34 est paire. Alors, pour tout x € R,

Popr2(=X) = =XPaps1(—X) = Pap(—X)
= —xPyp+1(X) + Pap(x) par hypothése de rec.
= —(XP2p11(x) — P2 (x))

= —Paps2(%)

Donc| Py, 42 estimpaire. | Pour tout x € R,

Papy3(=X) = —xPaps2(=X) = Paps1 (—X)
= XPsp42(x) — P2y+1(x) par hypothese de rec.

= Pp+3(x)
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Donc| Py, 43 est paire | et B,,1; est vraie.

Par récurrence, pour tout n € N, @ estimpaire et }3;,1 est paire. Donc pour tout n € N,
P,, ala méme parité que n— 1.

. Procédons par récurrence. Pour tout n € N, on pose Cy, : "Pi+1 =14+ P,Pyi0."
Initialisation : Pf =1letl+ PyPy =1, donc C est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose C,, vraie. Alors

1+ Pyp+1Ppi3 =1+ Py1(XPpi2— Ppyi)
=1+ XPps1Pusz = Ppyy
=1+ XPy41Ppy2— (1 + P, Py40) par hypothese de rec.
=14+ XPp+1Pni2—1+PyPpy2
=Ppi2(XPpi1+ Pp)
= p?

n+2

Donc Cj,; 1 est vraie.

Par récurrence, pour tout n € N, ‘ (Pn+1)2 =1+ P, Pyio.

Soit a une racine de P;,. Alors f’;:lzm) =1+ 13;1(61)13;;:2(61) = 1. Donc f’;:lz(a) #0. Au-
cune racine de P, n’est une racine de P,,.1, donc

ils n’ont aucune racine commune. ‘

Solution 27 -

1. Oncalcule P, = 16X°-20X3+5X, P3 = —64X’ +.... On conjecture alors le résultat qu’on
démontre par récurrence double.

Pour tout n € N, posons Hj, : «le degré de P, est 2n + 1 et son coefficient dominant est
(=4)" ».

Hj et H; sont vraies.

Soit n € Ntel que H, et H,; soient vraies. Alors deg(2(1 — 2X)%P,i) =2+42(n+1)+1=
2n+5=2(n+2)+1. Comme deg(P,) =2n+1 <2(n+2)+1, on en déduit que deg(P2) =
2(n+2)+1. Onremarque ensuite que le coefficient dominant est celui de P, multiplié
par —4, d’olt, d’aprés Hy,1, (—4) x (—4)"! = (-4)"*2,

Le principe de récurrence permet de conclure.

. Pour tout n € N, notons a, le terme constant de P,, et posons H, : « &, =0».

Hy et Hy sont vraies.

Soit n € N tel que H; et H; 1 sont vraies. Le terme constant de 2(1 —2X2)Pn+1 est2a,+1,
tandis que celui de P, est a,,. On en déduit an+2 =2a,+1 — @y, puis a,+2 en utilisant
Hy1 et Hyqo.

Le principe de récurrence permet de conclure que le terme constant de P, est nul pour
tout n € N, autrement dit que X | P, pour tout n € N.

. Soitf € R. sin(30) = 3(e%%) = I((cos(@) +isin(@))*) = 3 cos(0)? sin(0) —sin(0)° = 3sin (@) —

4sin(9)3.
. Récurrence double. Pour I'initialisation on utilise la question précédente, et pour 'hé-
rédité :
sin((2n+5)0) = sin((2n+3)0+20)
= sin((2n +3)0) cos(20) + cos((2n + 3)0) sin(20)
= sin((2n+ 1)0) cos(20)? + cos((2n + 1)0) sin(20) cos(20) +
cos((2n +1)0) cos(20) sin(20) — sin((2n + 1)0) sin(26)?

= sin((2n+1)0) cos(40) + cos((2n + 1)) sin(40).

et

2(1- Zsin(H)z) sin((2n +3)0) —sin((2n + 1)0)

=2c0s(20)sin((2n + 1)0) cos(20) + 2 cos(20) cos((2n + 1)0) sin(20) —sin((2n + 1)0)
= (2cos(20)? — 1) sin((2n + 1)0) + sin(40) cos((2n + 1)0)

= cos(40) sin((2n + 1)0) + sin(460) cos((2n + 1)6).

Donc Hj,+» est vraie.

(a) Larelation définit P, sur [—1; 1], qui est infini, donc définit P,, de maniére unique
(si Q est un autre polyndme vérifiant cette relation, alors pour tout x € [—-1; 1],
P(x) = Q(x), puis (P — Q)(x) possede une infinité de racines, puis P = Q).

(b) Soitf e R.

km
2n+1°

sin(2n+1)0)=0 < 0=0 [ﬁ] — JkeZ, 0=

(c) On déduit de la question précédente que l'ensemble des racines de P est

km T
{sin( ) | ke Z}. Or sin est strictement croissante sur [——; —] et, pour k €
2n+1 2°2

T ni
[[—n,n]],—zé—

S on+1

< < >’ donc

2n+1

Card({sin( kn )IkEZ}) =2n+1.
2n+1

Or P, est un polynéme de degré 2n + 1, donc I'ensemble précédent contient exac-
tement les 27 + 1 racines distinctes de P,. De plus, le coefficient dominant de P,
est (—-4)", d’olt

n T . kn
P=(-9" [] (X—51n(2n+1)).

k=-n
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Solution 28 -

1.
2.

forx—1,fiix—x,fo:x—2x*—1et fz: x— 4x> —3x

Soit x € [-1,1]. fr+1 (%) + fr—1(x) = cos((n+1)0) + cos((n—1)8) = 2cosBOcosnb = 2x f,(x)
en posant 6 = arccos x.

. Existence : Par récurrence double sur 7 € N.

Pourn=0etn=1:Ty=1et T} = X conviennent.

Supposons le résultat établi auxrangs n—1etn > 1.

Soit T;,41 le polynéme défini par 7,41 =2XT), — Tj—1.

On a Tye1 (%) = 2x Ty (%) — Tp-1 (%) = 2X [, (X) = fr—1(%) = fr+1(X).

Le polynome T, convient. Récurrence établie.

Unicité : Si T, et R, conviennent, alors ceux-ci prennent mémes valeurs en un infinité
de points, ils sont donc égaux.

Comme Ty41 = 2X T, — Tp—1, on montre par récurrence double sur n € N que Vn €
N,deg T, = n.

Il est alors aisé de montrer, par récurrence simple, que le coefficient dominant de T}, est
2""1 pour n e N*.

Notons que le coefficient dominant de Ty est 1.

. Résolvons I'équation T, (x) =0sur [-1;1] :

b4 T[T
cos(narccos x) =0 <= narccosx = —[] < arccosx = — [—]

2nln
P 2k+1n
Posons xg, X1, ..., X1 définis par x; = cos —————

—
Xo, X1, ..., Xp—1 forment n racines distinctes appartenant a ] —1; 1[du polynéme T7,.

Or deg T,, = n donc il ne peut y avoir d’autres racines et celles-ci sont nécessairement
simples.

Solution 29 - Par la formule de dérivation de Leibniz, pour tout x € R,

dn e x") < (n NG PR 1) n ey
= -t - —
aen | kz—o( ) S Tl

donc

(I’l) k
Z( ¥ 2 )X

est un polynome de degré n et de coefficient dominant (—1)".

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!
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