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EXERCICES — CHAPITRE 18 I

Solution1 -

1. 45 possede 12 diviseurs.
Faux. En effet, 45 = 3% x 5. Le nombre de diviseurs vaut (2 +1)(1 + 1) = 6.
Les diviseurs sont 1,3,5,9,15,45.
2. Sin=1[35], alors n est impair.
Faux. 36 = 1[35] et pourtant 36 est pair.
3. Si a et b divisent d, alors ab aussi.
Faux. Prenons a =4, b =6, d =12. 4|12, 6/12, mais ab = 24112.
4. Sid divise ab, alors d divise a ou d divise b.
Faux. Contre-exemple: d =6, a=2, b=3.6/2x3 =6, mais 612 et 613.

5. Lintervalle d’entiers [1,1000] contient 140 entiers divisibles par 7.

Vrai. Les entiers multiples de 7 inférieurs ou égaux a 1000 sont : 7,14,...,994.llyen a

1000 .
— | = 142. Donc faux : il y en a 142, pas 140.

6. Pourtous p,geP,sig—p=11,alors p=2etq=13.

Vrai. Si p est impair alors g = 11 + p est pair et strictement plus grand que p. C’est im-

possible car g est premier. Par conséquent, p =2 et donc g = 13.

7. Sid divise nz, alors d divise n.

Faux. Contre-exemple:d =4, n=2.0na 4|22 =4, mais412.
8. Sia’=1 (mod n),alors a=+1 (mod n).

Faux. Exemple: a=3, n=8. 32 =9=1[8], mais 3 # +1[8].
9. Si4da=4b (mod 13),alors a=b (mod 13).

Vrai, car 4 A 13 = 1, donc on peut simplifier par 4 modulo 13.

10. Si4a=4b (mod 6),alors a=b (mod 6).

Faux.Ici4 A6 =2 # 1. Exemple: a=1, b=4. Alors 4a =4, 4b = 16 =4 (mod 6), donc

4a=4b, mais aZ b (mod 6).
11. Sia=b (mod n), alors a=p? (mod n).

Vrai, car la congruence se conserve par multiplication: a= b = a? = b? pour tout d € N.

12. Sia=b (mod 6), alors 2% = 2” (mod 9).

Vrai. Si a = b[6] alors a — b = 6k pour un certain k € N. Donc, 2% — 20 = 2%k _1). or,

26 =64 =1[9] donc 2°F = 1(9] donc 2%% — 1 est un multiple de 9. Donc, 2%equiv2?[9].

13. Sitout diviseur premier de 7 est congru a +1 mod 8, alors n = +1 (mod 8). Et récipro-
quement?
Vrai dans le sens direct, car le produit de nombres = +1 (mod 8) est encore = *1
(mod 8).
La réciproque est fausse : par exemple n =9 = 1 (mod 8), mais son diviseur premier
3=3 (mod 8) # +1.
Solution2 -
1. Soit n € N. On procede par disjonction de cas, selon la congruence de n modulo 6.
> Sin=0[6] alors n= 0[6] donc n-n= 0[6] donc n® — n est divisible par 6.
> Sin=1[6] alors n® = 1[6] donc n® — n = 0[6] donc n® — n est divisible par 6.
> Sin=2[6] alors n° = 8 = 2[6] donc n® — n = 0[6] donc n° — n est divisible par 6.
> Si n=3[6] alors n® =27 = 3[6] donc n° — n = 0[6] donc n® — n est divisible par 6.
> Sin=4[6] alors n*=64= 4[6] donc n-n= 0[6] donc n® — n est divisible par 6.
> Sin=5[6] alors n® = 125 = 5[6] donc 1 — n = 0[6] donc 1° — n est divisible par 6.
Donc, pour tout n €N, n® — n est divisible par 6.

2. Soit n €N, alors

n-13+r+m+1°=n-3n%+3n-1n2+n® +3n%+3n+1
=3n’+6n
:3(n3+2n)

= 3(n3 —n+3n)
D’apres I'exercice précédent, il existe k € N tel que n° — n = 6k. D’ol1 :
(n—-1°*+n®+(n+1)° =3(6k+3n) =92k + n).

Donc la somme de trois cubes consécutifs est bien divisible par 9.

Solution3 - Soit n € N, alors

(n+1)"-1= Z(Z)nk)—l
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on effectue un décalage d’'indice dans la somme :

—o\k+2

(Bl

n_q_ ,2 211—2 n k
n+1)"-1=n"+n")_ n

n-2

k=0
est divisible par n?.
Solution4 -

1. Soient a, b, p € N.
Si a = b[p], alors a — b est divisible par p.

Comme a” — b" se factorise par a— b, on en déduit que a” — b" est divisible par p, donc

que a” = b"[pl.
2. Onaque 3% =9=2[7], donc d’apres la question 1,

32n = 2n [7]
On en déduit que 32" =3 x 2"(7], donc
32n+1 +2n+2 =3x2"+ 2n+2 (7]
3214 212 = (34 4) x 2" = 0[7]
Donc 32""*! 4 2"*2 est divisible par 7.

Solution5 -

1. Soient x,y € Z. Alors

xy=2x+3y < x(y-2)-3y=0
— x(y-2)-3(y-2)-6=0
— (x-3)(y—-2)=6

Les seules facons d’écrire 6 comme produit de deux entiers sont :
1x6, 2x3, 3x2, 6x1 —1x—-6, —2x-3, =3x-2, —6x—1.
Lensemble des couples (x, y) solutions est donc

{(4) 8)) (5) 5)! (6}4)) (9) 3)) (27 _4)) (17 _1)) (0) 0)7 (_3) 1)}

n k . . . . . . n
> Y L est entier car les coefficients binomiaux sont toujours entiers, donc (n+1)" -1

2. (E») est bien définie lorsque x # 0 et y # 0. Soient x, y € Z*.

Analyse: Si x et y vérifient (E»), alors, 5(x + y) = xy. Donc x ou y est divisible par 5.

¢ Si5| x, alors x =5k, avec ke Z*.
5k

k-1
pour tout k € Z*, |k| et |k— 1| sont premiers entre eux, donc k — 1 divise 5. D’ou1 k €
{—4;0;2;6}. Par hypothese, k # 0, donc k € {—4;2;6}.
Sik=2,x=10et y=10.
Sik=6,x=30ety=6.
Sik=-4,x=-20ety=4.
* Si5| y, on obtient en suivant le méme raisonnement les couples candidats suivant :
x=10et y =10.
y=30etx=6.
y=-20etx=4.
Syntheése : On vérifie facilement que ces couples sont bien solutions de (E») :

y

1 1 1 5 6

1 1 2 ~ 1
30 6 30 30 30 5

10 10 10
1 1 -1 5 4 1

1
5’

20 4 20 20 20 5
Donc I’ensemble des solutions est
{(10,10), (30,6), (6,30), (—20,4), (4, —20)}

Autre méthode :

1 1 1
—4+ —=— << 5x+5y= <~ x(5—-y)+5y=0
x*57s X+5y=xy x(5-y)+5y

x(5=y)+5(y-5)+25=0 < (x-56-y)=-25

Les seules facons d’écrire 25 comme produit de deux entiers sont
—-1x25 1 x (=25) 25 % (=1) (-25)x1 5x (=5) (=5) x5

En étudiant les valeurs prises alors par x et y et en se rappelant que ni x ni y ne peuvent
étre nuls, on retrouve bien les méme solutions.

3. Soientx,y€Z.

(Bs) &= (x-22-(y+1)*=8 <= (x-2+y+1)(x-2-y—1)=8
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— (x+y-1Dx-y-3)=8.
Or, les seules facons d’écrire 8 comme produit de deux entiers sont :
1x8, 2x4, 4x2, 8x1 —1x-8, —2x—-4, —4x-2, —8x—1.
Cela nous fournit 8 systémes a résoudre. Pour a, b des réels quelconques, on a
a+b+4
{x+y—1 - a (:){x+y = a+l X

xX-y b+3 = y = a—%—z
2

En remplacant a et b par les 8 couples trouvés ci-dessus, on s’apercoit que seules les
décompositions 2 x4, 4x2, —2x —4, —4 x —2 donnent des solutions entiéres et on
obtient que I'ensemble des solutions est

{(5,0),(5,-2)(-1,-2),(-1,0)}.

Solution 6 - Soient a, b € N avec a < 4000.
On effectue la division euclidienne de a par B. Alors

a=bq+r, 0<r<b

q=82Etr=47 < a=5b82+r Et0<47<b

Si b =48, alors a =82 x 48 + 47 = 3983.
Sib>49, alors a > 82 x 49+ 47 = 4018 > 4000. Donc b < 49.
Finalement, on a donc b = 48 et a = 3983.

Solution 7 - n divise 2003 — 8 et 3002 — 27, c’est-a-dire 1995 et 2975. Donc n divise 1995 A
2975.

On voit que ces deux nombres sont divisibles par 5.

On cherche alors 399 A 595.

595=1x399+196
399=2x196+7
196 =28x7+0

Donc 399 A 595 =7 et 1995 A 2975 = 35.

35 n'a que 1,5,7 et 35 comme diviseurs. Or, n doit étre supérieur ou égal a 28, car un des
restes en divisant par n est 27. Donc n = 35.

Réciproquement, 2003 =57 x 35+ 8 et 3002 = 85 x 35 + 27.

Solution 8 - Les divisions euclidiennes fournissent ¢, q', r,r' €N tels que

a=(a-bq+r, o<r<a-»b

b=(a-bq +r, 0<r'<a-b

En soustrayant ces deux lignes, on obtient

a-b=(a-b)(g-q)+-r), o<|r-r|<la-bl.

Or |r - r'| estun multiple de a— b, donc r = r' = 0. D’ou

!/

r=r, g=q +1.

Solution9 -

1. anb=3et3a—4b=3.

2. anb=1letllb-8a=1

3. anb=15et2a-5b=15
Solution 10 - (=) Supposons d = au + bv avec u,v € Z. pged(a,b) | aetan b | b donc
anb|lau+bv=d.

(<) Supposons aAb | d.On peut écrire d = kanb avec k € Z. Par'égalité de Bézout, il existe
U, Vg € Z tels que

aug+bvg=anb

eton a alors
d=au+bv

avecu=kupgetv=kvgezZ
Solution 11 - Sin =0, alors 5" —3" =0, qui n’est pas premier.

Si n est un entier supérieur ou égal a 2, alors

n-1 n-1
5" 3" = (5-3) Z 5k3n—1—k =2 Z 5k3n—l—k
k=0 k=0

n-1

Comme n > 2, la somme Z 5%37-1-k contient au moins deux termes, qui sont tous supé-
k=0

rieurs ou égaux a 1, donc la somme est supérieure ou égale a 2.

On a donc trouvé deux facteurs non-triviaux de 5" — 3", qui n’est donc pas premier.
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Solution 12 - Onnote r tel que a—1 = bg+r et 0 < r < b. En multipliant par b", on obtient
ab"-b"=b""q+rp"
ab" -1=b""g+b"(r+1)-1.
De plus, comme 0 < r<b,onal0<r+1<bdou
0< (r+1)b" < p™!

0< (r+ )b =1 < ™1,

Par unicité des restes et quotients de la division euclidienne, la division euclidienne de (ab" —
1) par b"*! a pour quotient g et pour reste b" (r +1) — 1.

Solution 13 -

1. Unicité : Si (ap, by) et (ay, Br) sont solutions alors
an+byV2=an+pnV2

donc

(bn - ,Bn) V2= (an—an)
Si b, # By, alors

V2= ;"__ﬁa €Q

ce qui est absurde.
On en déduit b, = B, puis a,, = a,
Existence : Par la formule du bin6me

k=0 k

1+V2)"= i (n)\/ik

En séparant les termes d’'indices pairs de ceux d’indices impairs, on a

A+vV2)*=a,+b,V?2

2l [ l=Di2l [
an= Y. 2p 2Peth,= ) 2P

p=0 p=0 2p+1

avec

2. Ona
@ - 202 = (ay+ b2 (an—buV2)

Or en reprenant les calculs qui précédent
1-V2)"=a,-b,V2

donc
a2 -2b%=(1+v2)"(1-Vv2)" = (-1)"

3. Larelation qui précede permet d’écrire
a,u+by,v=1avecu,ve”Z
On en déduit que a,, et b, sont premiers entre eux.

Solution 14 - Sil'un des deux est nul, alors I'autre s’écrit 2k avec k € N. On a alors

S+b3 8k
a = — =4k°
2 2

3+lﬁ
Donc

est un entier non premier.
3+b3

Sia=b=1, alors =1, qui est un entier non-premier.

Supposons qu’on ne se trouve pas dans les cas précédents. Alors

a+b®  (a+b)

5 (@*-ab+ b

) . "y . , .. a+b
a et b étant de méme parité, a+ b est pair. De plus, ce n’est pas 2 car (a, b) # (1, 1). Ainsi,
est un entier supérieur a 2.
2 2 2 . a+ b
De plus, a“ —ab+ b” = (a—b)" + ab > ab > 2. Ainsi,

supérieurs ou égaux a 2, donc est un entier non-premier.

est le produit de deux entiers

Solution 15 - Soit n € N et k € [2, n]. Alors k est diviseur de n! et de k donc k divise n! + k.
Comme k n'estni 1, ni n! + k, on en déduit que n! + k n’est pas premier.

On en déduit qu'il existe des séquences de nombres entiers aussi grandes que souhaitées
telles qu’aucun d’entre eux ne soit premier.
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Solution 16 - 15 M = 2%xxp - 1
1. D’apres la formule de factorisation de x" — y"*, on a 1? est_premier (M):
P
18 0

p-1
aP—lz(a—l)(Z ak).

k=0

p-1
Sia#Z,alorsa—l}Zet(Z ak)22(carp>2).
k=0

Donc a” — 1 n’est pas premier, ce qui est absurde. D’ol1 a = 2.
2. (@ Ona

-1
2P9_1=(2P)91-19=(2P - 1) qz opkpa-1-k
k=0
Donc 2P -1 divise 277 - 1.
(b) On procede par contraposée.
Soit 7 € N non-premier. Si n =0, alors 2" — 1 = 0, qui n’est pas premier.
Sin=1,alors 2" —1 =1, qui n’est pas premier.
Sin > 4, alors il existe p et g entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que n = pq. Alors,
d’apres la question 1, 2" — 1 est divisible par 2” — 1, qui n’est ni égal a 1, ni égal a
2" —1.Donc 2" — 1 n’est pas premier.
Par contraposée, si 2" — 1 est premier, alors 7 est premier.

=
¢
N

On propose un programme python (certes peu efficace) pour tester la primalité
des premiers nombres 2" — 1.

1 math sqrt

2 est_premier(n:int)->bool:

3 """ Détermine si un entier naturel est premier"""

4 n== n==1:

5

6 i range (2,1+int (sqrt(mn))):

7 n%i == 0:

8

9

10

11 mersenne (borne:int)->int:

12 e Cherche un nombre non-premier de la forme
— 2x*p-1 avec p premier e

13 P range (borne) :

14 est_premier (p):

On en déduit que si n = 11, alors 2" — 1 = 2047, qui n’est pas premier car 2047 =
23 x 89.

La réciproque est donc fausse.

3. Onpose N =2° M. Comme M est premier, 27 1M estune décomposition en facteurs
premiers de N. On peut alors lister les diviseurs de N :

1,2,22,...,2P71,
M,2M,2*M,...,2P" 1 M.

Reste a calculer la somme :

p-1  p-1
Y od=) 2"+ M2
deN,d|n i=0 i=0
p-1
=(1+M) ) 2
i=0

—(1+M)2p_1
- 2-1

=2P(2P —1)
=22 1M =2N

Donc N est parfait.

Pour s'instruire sur les nombres parfaits :
® The Oldest Unsolved Problem in Math - - Veritasium &

Solution 17 -

x
1. Analyse. Soit (x, y) € N? vérifiant le systéme. En posant x’ = 3t y = %/, ona:

XAy
X+y =

1

Puisque x' +y' =7, 0na
(x',¥) €{0,7),(1,6),(2,5),(3,4), 4,3),(5,2), (6,1), (7,0)},

(x,y) €{(0,21),(3,18), (6,15),(9,12),(12,9), (15,6), (18, 3), (21, 0)}.
Synthese.


https://youtu.be/Zrv1EDIqHkY?si=lSVmsER9F7loTPTx
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(a) Ona0A21=21donc (0,21) n'est pas solution.
(b) Ona3A18=3,donc (3,18) est solution.
(c) Ona6A15=3,donc (6,15) est solution.
(d) Ona9A12=3,donc (9,12) est solution.
(e) Les autres cas s'obtiennent a partir de ceux déja traités, par symétrie du probléme.
Finalement, I’ensemble des solutions est
{(3,18),(6,15),(9,12),(12,9),(15,6), (18, 3)}.
2. Soit (x,y) € N2,

x = 6x

XAy Dol 2 y = 6y
{xvy = o2 T AEYIEEN Ay 2
vy = 12

Intéressons-nous au probléeme

XAy =1
(S) {xlvyl — 12 ’

d’inconnue (x', y') € N?.
Analyse. Soit (x', y') € N? vérifiant le systeme (S). On a:

XAy
Xy = 12

|
—

Puisque x'y’ = 12, on en déduit que
(x',y’) €1{(1,12),(2,6),(3,4),(4,3),(6,2),(12,1)}.
Synthese.
(@ 1A12=1,donc (1,12) est une solution.
(b) 2A6=2,donc (2,6) n'est pas une solution.
(c) 3A4=1,donc (3,4) est une solution.
(d) Les autres cas s'obtiennent a partir de ceux déja traités, par symétrie du probléme.

Finalement, les solutions de (S) sont (1,12), (3,4), (4,3) et (12,1). On en déduit que I'en-
semble des solutions du probléme initial est :

{(6,72),(12,36), (18,24), (24,18), (36,12), (72, 6)}.

Solution 18 -
a+1

prTt—1

1. Div(p®)nN={1,p,p%...,p*} donc o (p*) = )

2. Soit d € Div(ab) NN. Posons d; = pgcd(d, a) et d» = pged(d, b).
Onad; € Div(a)nN et dy € Div(b)NN. Puisque anb=1onadjAdy =1.0rd; |detds | d
doncdidy | d.dy =du; +avy etd, =du, + bv, donc didy = dk + abviv, Aot d | dids.
Finalement d = d; d». Supposons d = 5,6, avec §; € Div(a) NN et §, € Div(h) NN. On a
dy16162etdy Aé2=1doncd; |6; etde méme 01 | dy puis d; =;. De méme dp = 6.

3. 0(ab)=) d=) ) didr= (Z dl) (Z db) =o(a)o(b).

dlab d]\ﬂdﬂb d1|a d2|b
N p{1i+1—1
4. Sin=pi* ... palorso(n) =[] ;._1 )
i=1 Pi

Solution 19 -
1.

2“—1=2bq+r—1

=2"x (2P 1) +2" -1
q-1
=2’x(2b—1)(22b")+2’—1
k=0

De plus, 0 <2" -1 < 2P —1, donc par unicité du reste et du quotient de la division eu-
2bd -1

et pour
b1 P

clidienne, la division euclidienne de 2% — 1 par 2P_1a pour quotient 2"

reste 2" —1.

2. D’aprés un résultat du cours,
24-1)A (2P -1)= (2P -1)A (2" - 1).

Ainsi, en notant 1y = b, r1 = r, puis r»,13,...,Tp+1 OU pour tout i, r; est le reste de la
division euclidienne de r;_, par r;_;. D’apres I'algorithme d’Euclide, il existe ¢ tel que
res1=0etrp=anb

D’apres la question 1 et le résultat du cours, pour tout i € [0, ¢ — 1],

(2" -1 A (2" —1) =272 -1,

D’apres 'algorithme d’Euclide, le dernier reste non-nul est 20Ab_q (le suivantest 2° — 1,
qui est bien nul), donc
(29-1)A (2P -1) =290 —1.
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Solution 20 -
1. v2(1000!) =500 + v»(500!) car 1000! = 2°°° x 500! x k avec k produit de nombres impairs.

v2(1000!) =500+250+125+62+31+15+7+3+1=994

2. Enisolant les multiples de p dans le produit décrivant p!, on obtient

o [2]on 2]

o[22 [ 21

p
p

iR
vp(nl) = EJ " {%J s {%J

Inp

Solution 21 - Par hypothese, on peut écrire n = pyp»...p, avec py,..., pr nombres pre-
miers deux a deux distincts. Soit a € Z. Considérons i € {1,...,r}. Si p; ne divise pas a, le
petit théoreme de Fermat assure a”’~' = 1[p;]. Puisque p; — 1 divise n— 1, on a encore
a" ' =1[p;] etdonc a" = a[p;] Si p; divise a alors p; divise aussi a” et donc a” =0 = a|[p;].
Enfin, chaque p; divisant a” —a etles p; étant deux a deux premiers entre eux, 7 = p; ... p; di-
vise a” — a et finalement a” = a[n]. La réciproque de ce résultat est vraie. Ce résultat montre
que le petit théoreme de Fermat ne caractérise pas les nombres premiers. Les nombres non
premiers satisfaisant le petit théoreme de Fermat, sont les nombres de Carmichael. Le plus
petit d’entre eux est 561 , le suivant 1105 .

puis

or

avec x = n/p® donne

puis finalement

avec

Quelques vidéos pour se cultiver:
Un peu d’histoire sur les conjectures des nombres premiers :
® Les nombres premiers - - Science Etonnante 81

Un détour par la cryptographie :

® L'Algorithme qui Sécurise Internet (entre autres...) - - Science Etonnante 88
& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



https://youtu.be/R37JHiA-HOg?si=BbzwD33FwjaR5L1A
https://youtu.be/1Yv8m398Fv0?si=lTncXE9h69P0Zk5j

