Maths 2025/26 TD 17— Matrices MPSI
Donc,
EXERCICES — CHAPITRE 17 2 2_[24 48 20 44) (18 36)_(82 172
. 4 8) (3 9\ (7 17
Par ailleurs, A+ B = (1 2) + (1 1) = (2 3 ) et donc
7 17\(7 17\ (83 170
Solution1 - (A+B)2:(2 3)(2 3):(20 43)
1 2 3 4 01 2 3
12 2 3 4 |t o1 2 Ona A*+2AB+ B* # (A+ B)* donc AB # BA.
a) A= b) A=
3 3 3 4 21 0 1 Solution 4
4 4 4 4 3210 olution® =
00 1 1 111 1 205\ L, o5 (24 40 2 5 0) (1 -1 12 -2
1 1 1 1 1 1 - -
oa=|° oa=|° . 136x(46)—3051 4.13 6 3|x|2 0|=|24 12
1 11 1 0 0 1 1 4 7 36 62 4 1 2) 38 5 12 6
111 2 0 0 0 1 0 -1 6
Solution2 - Ona: 2. (-1 4 5) x (; ;1 _32) = 1 0 5 2 7 8
12 41 2 =
1 0 -1 1 00 1 0 -1\ (2 0 0\ (-1 0 -1 (23 42 1) > 6 > |© >
3 4 7 4 5 6
X-2I3=(-1 2 3|-2[0o 1 o|=|-1 2 3|-|l0o 2 o|=[-1 0 3 N 12 by 30 38
1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 2 1 1 -1 <
3. (2 0 3 6 28 42 49
10 -1 Lo 1 35 34 64 78
-(X-2L)=-|-1 0 3|=|1 0 -3 Solution5 -
11 -l -bo-bd 1. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :
1 00 1 0 -1\ (1 00 2 0 -2y (-1 0 2 2 3 1]1 0 0 23 1]10 0
Ii-2X=[0 1 o|-2[-1 2 3 01 0|]-|-2 4 6|=[2 -3 -6 3 6 200 1 ol2=23L o o -1]0 1 -3
0 0 1 1 1 1 0 0 1 2 2 2 -2 -2 -1 1 2 1|0 0 1 1 2 1/0 0 1
1 00 1 0 -1 0 0 1 0 0 4 -2 3 1|10 o0 -2 3 1|1 0 0
4-X)=4|]0 1 o|-[-1 2 3 ||=4]1 -2 -2|=|4 -8 -8 L2t b g o —1]0 1 3|22 010 7 3|1 0 2
0 0 1 1 1 1 -1 -1 0 -4 -4 0 0 7 3|1 0 2 0 0 -1{0 1 -3
Solution3 - Ona: Ly—Lp+3Ls _02 1 i g 0 Ly—Li+Ls _02 3 g i ; -3
L[t )[4 B)_(24 48 ' - / -7 ’ ! 7
=11 2l 27l 12 0 0 -1/0 1 -3 0 0 -1/0 1 -3
2 1
Li—- L -
.ABz(‘ll g)(? ?):(250 ﬁ) “14 0 04 2 oy —— (1007 7 0
DSk g 7 0 |13 7| R |, ol L3 )
L2 (3 93 9)_(18 36 0 0 -1 1 -3) Lo, 77
1 oylr 1) l4e 10 — 00 1] 0 -1 3
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2 1
- 2 0
7 7
Dong, la matrice A est inversibleet A™'=| 1 3 -1
7 7
0 -1 3
2. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :
2 2 -1]1 0 s 2 -1 1
2 -1 2|0 1 of|2—="2(0 -3 3 |-1
-1 2 2|0 0 1 -1 2 2|0
Ly—2Lg+L 100 Ly—Lg+2L 2 2 -l
3‘_—3+1, -1 1 0 Lo—lstels 0 -3 3
1 0 2 0 O 9
Loal 2 - 1 0 O Lo AL 18 18 O
Le8h-ls o 0 2 1 -—o|Z2u*s g _9 o
0 9 | -1 2 2 0 0 9
Li—%L 1 0 0
Li—Ly+2L 0) 4 4 -2 1
e bR 9 0|-2 1 —2| == |0 1 0
9| -1 2 2)
— ({0 0 1| -
2 2 -1
9 9 9
. . . 3 l2 1 2
Donc, la matrice B est inversibleet B~ = 5 9 9
1 2 2
9 9 9
3. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :
1 -3 -1|1 O L Losol 1 -3 -1]1
2 7 2]o0 1 of=2=="Llo 1 0|2
3 2 310 0 1 3 2 310
Ly—Ls—3L 1 -3 -111.00 Ly—L3—11L 1 -3 -l
i et N I 0N | 0 2 1 o= 2 (o 1 0
0 11 6 | -3 0 1 0 0 6
6Ll 6 -18 0| -19 -11 1 L L 18l 6 0 O
SEs e 1 0] 20 1 o] 2200 10
0 0 6| -25 -11 1 0 0 6

0 0
1 0
0 1
1 0 0
-1 1 0
-1 2 2
8 2 2
-2 1 =2
-1 2 2
2 2 -1
9 9 9
2 -1 2
9 9 9
1 2 2
9 9 9
0 0
1 0
0 1
1 0o o0
2 1 0
=25 -11
17 7
2 1
=25 -11

17 7 1
ool = L 2
L—in 6 6 6
— o100l 2 1 o0
L3—1Ls

_— 25 11 1
00 1]|-2 = =
6 6 6

17 7 1

6 6 6

Donc, la matrice C est inversible et C™' =| 2 1 0

25 11 1

6 6 6

4. Lamatrice est de taille 2, on peut donc directement utiliser la formule du cours pour les
matrices de taille 2. Ona ad —bc=2x1-3x(-1) =2+3 =5#0. Donc, D est inversible

et
1
Dl 1 d—bzll—szg
ad—-bc\-¢ a 511 2 1
5

5. Lamatrice E est diagonale, avec ses coefficients diagonaux non nuls. Donc E est inver-
sible et :

|
ol w

[S20 ]

! 0 0
a -1 0 0
1 1
El=|0 — 0|=|o ==
_3 1 3
0o o < 0 0
6
6. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan
-1 1 11 0 Lo oil -1 1 111 0 O
0 -2 2|0 1 o=t -2 2 1 0
1 1 10 0 1 0 2 2|11 0 1
T b 1 111 O Lol -1 1 1 1 0
Le—lstle -2 210 1 27ems 0 -4 -1 1 -1
0 0 4|1 1 0 0 4 1 1 1
L4LL—403—1—LLL—0020—2
ATl -4 0] -1 1 2= 2 g 4 o0l -1 1 -1
1
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B =N

—

wlinwliNdw]| =~

1 -1
Li——L 1 0 0|— O
_ 2
L (T
4 4
L3<—%L3 1 1
— ({0 0 1| - -
4 4
-1 1
_ 0 —_
2 2
. . . Sl -1
Donc, la matrice F est inversible et F~~ = 1 1 1
1 1 1
4 4 4
7. On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :
2 =2 1]1 0 O Lol -2
2 -3 2|0 1 of /= -1
-1 2 00 0 1 -1 2
Ly—2L3+L -2 1100 Ly—L3+2L 2
STl -1 1] -1 1 of === o
0o 2 1|1 0 2 0
Ly—3Ly-L -2 1 Ly 3L -L 6
2028010 -3 0 -2 1 2| 2/ 0
0 0 3|-1 2 0
Li—3L 1
o 0|8 -4 2 )
Lihimele, 3 0/-2 1 -2| kol |
0 0 3|-1 2 2) 1
—_— 0
4 -2 1
3 3 3
. . . 4 l2 -1 2
Donc, la matrice G est inversible et G~ = 3 3 3
-1 2 2
3 3 3
8. Lamatrice H est diagonale, avec ses coefficients diagonaux non nuls, donc H est inver-
sible et
1 1
O 2 0 2 0
H = 1 |= -1
0 — 0 —
-5 5

Solution6 -

1. (a) Ona:
1 1 -2 1 1 -2 4 4 0
A%=]-1 -1 2 |x|-1 =1 2]|=[-4 -4 o
-2 -2 0 -2 -2 0 0 0 0
4 4 0 1 1 -2 0 0 0
AB=AxA=|-4 -4 0|x|-1 -1 2|=[0 0 0|=04
0 0 0 -2 -2 0 0 0 0

(b) Supposons, par 'absurde, que A est inversible. Il existe alors une matrice B telle
que Ax B=Bx A= I3.0Onaalors;

ABP =B =1
Or, puisque A et B commutent, on a
(AB)} = A3B3 =03 x B3 =03

Ainsi,
03=1I3

ce qui est bien stir absurde.
Conclusion : La matrice A n’est pas inversible.

2. (a) Endéveloppant le produit, on obtient :
I-AU+A+A) =T+ A+ A>—A-A*-A3=]

(b) I- Aestdonc inversible d’inverse (I— A)~! = I+ A+ A2

3. Ona:
T+AI-A+A)=T-A+A*+A-A*+ A% =T

donc I+ A est inversible d’inverse (1 + A) ™' = T — A+ AZ.

Solution7 -

1. Ona:
1 -3 2 1 -3 2 -6 9 -4
A2=]-1 2 o|x|-1 2 0): -3 7 =2
-5 9 -3 -5 9 -3 1 6 -1
-6 9 -4 1 -3 2 5 0 0
AB=A2xA=|-3 7 =2|x|-1 2 o]|=|0 5 0|=5L
1 6 -1 -5 9 -3 0 5 0
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On a donc Ax A% = 5I5. Et donc, A x gAZ = I3 donc A est inversible et Al = EAZ. Plus
précisément,

56 9 _4

6 9 -4
Al—l(—?) 7 —2): _g ? _?
\lre 1) [ 3 1
5 5 5

. Ona:

1 1 0 1 1 0
B*=[-1 -2 1|x|-1 -2 1|=
-1 -2 1) -1 -2 1

0 -1 1 1 1 0 00
B =B?xB=[0 1 -1|x|-1 -2 =lo o o
0 1 -1 -1 -2 1 0 00

Supposons, par I'absurde, que B est inversible. Il existe alors une matrice A telle que
Bx A= AxB=1I3.0naalors;

—_— O

(BAP =B =1
Or, puisque B et A commutent, on a
(BA®=B3A3=03x A3 =03
Ainsi,
03=1I3

ce qui est bien stir absurde.
Conclusion : La matrice B n'est pas inversible.

Solution8 -
(@) Ona:
2 -1 2 2 -1 2 -3 1 -3
A2=]5 -3 3|x|5 -3 3]|=[-8 -5
-1 0 -2 -1 0 -2 0o 1 2
-3 1 -3 2 -1 2 2 0 3
AB=aA%xA=|-8 4 -5|x[5 -3 3|=|9 -4 6
0 1 2 -1 0 -2 3 -3 -1
Enfin,

-2 0 -3 -9 3 -9 6 -3 6
-A3-34%>-3A=|-9 4 -6|-|-24 12 -15|-|15 -9 9 |=
-3 3 1 0 3 6 -3 0 -6

S = O
- O O

(’F

(b) Onvient de voir que —A®—3A?—3A = I3. En factorisant par A a gauche de I'égalité,

cela donne :
Ax(-A*-3A-3L) =13

Donc, A estinversibleet A~ = —A>—3A - 313.

(@ Ona:
1 0 2\(1 0 2 3 -4 2
A2=[o -1 1]lo -1 1]=|1 -1 -1
1 -2 oJl1 -2 o 1 2 0
3 -4 2 1 0 2 5 0
AB=aA%xA=|1 -1 -1]|x|o -1 1]=[0 3 1
1 2 0 1 -2 0 1 -2 4
Et donc,

S =N

5 0 2\ (1 0 4 0 0
A —A=l0 3 1|- -1 =0 4 0|=45
1 -2 4 1 -2 0 0 4

(b) On vient de voir que AB-A= 4]3. En factorisanr par A a gauche, on obtient :
A(A? - A) =4I,

Donc,

1 5
Ax—(A"-A)=1I
4
. . a1
Donc, A estinversibleet A~ = Z(A —A).

Solution9 -

1. Commencons par calculer C? et C3,ona:

0 «a ay a ay Ba + ay?
c’=|o0 B a+ Py etC3= B a+py ﬁ2+ay+ﬁy2
1y p+y° Yy B+y?  a+2fy+y’

On effectue alors le calcul C> —yC? — BC — al; et on obtient bien la matrice nulle.
2. Supposons a # 0, on a alors :
C3—yC*-BC=al;
soit
C(C*-yC-Bl3) =al3
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soit .
Cx —(C*-yC-ph) = I.
a
Ainsi la matrice est inversible et son inverse vaut :
41, 1 (7P
C =—(C°-yC-pI3)=—| -7
a al 4

o o K

0
a
0

3. Supposons que a = 0. Raisonnons par I"absurde et supposons que C est inversible. On
aalors:
C(C*-yC - BI3) = 03.

Or comme C est inversible, cela implique que : C? — yC — B13 =03 soit

B 0 ay
C*=yC+pL=|y B 7P
0 v y +p

En identifiant avec les coefficients de C?, on obtient notamment 1 = 0, ce qui est ab-
surde donc C n’est pas inversible.

Solution 10 -

1. Pour démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse, on peut soit
utiliser | méthode de résolution d'un systéme linéaire, soit utiliser la méthode de Gauss-
Jordan.

On utilise ici la méthode de Gauss-Jordan :

3 1 2[1L00 (3 1 2[100
1 -1 2|0 1 of=2"10 -2 8|1 3 0
3 4 -8]0 0 1 3 4 -8|0 0 1
(31 2100 (3 1 2[100
STl -2 8 |1 3 o =2EBPR g 2 8|1 3 0
0 3 -10|-1 0 1 0 0 4|1 9 2
3 1 2|1 o0 6 2 0] 1 -9 -2
fe—fe2h 2 0|-1 -15 4|20 2 0|-1 -15 -4
0 0 4|1 9 2 0 0 4|1 9 2
L—%L (1 0 0
6 0 0|0 -24 -6y ——
Li—Li+L, 2 0l -1 —15 —4| le==L [0 1 0

Li—;Ls |0 0 1

| 5o
N—= DN =

Donc, la matrice P est inversible et P~ =

Bl = O
—

IR =S

N = DN =

X 4
2. SoitX=|y|leMs1(R)etB=|-2|.Ona:
z 4

-3x + y + 2z 4
x -y + 2z -2 < AX=B <= X=A"!'B
-3x + 4y - 8z = 4

Pour trouver la solution du systeme (S;), il nous suffit donc de calculer X = A7'B:

0 4 1 _4

X 1 15 4
= = 2[5 _|[-5
1 s )]
z __14 —
4 4 2 2

3
Lunique solution du systeme (S;) est donc (x; y; z) = (=4; -5, —=).
De méme, pour calculer la solution du systeme (S,), il nous suffit de faire le calcul sui-

vant :
0 4 1 3
1 15 1 13
- = 2 ol=|=
T8 ol |7
4 4 2 4

13 7
Lunique solution du systeme (S») est donc (x; y; z) = (3; ?; 4_1)'

Solution 11 - Soit n € N*, rappelons que toute matrice symétrique B € M, (R) vérifie ‘B =
B.
1. SoitAe M,(R),ona:
LA ="AN (A ="AA
Ainsi la matrice ’ AA est bien symétrique.

2. Soit X une matrice symétrique alorsona:
TEAX+XA) =""AX) + ' (XA) ="X""A)+ A" X = XA+ " AX car X est symétrique.

Ainsi la matrice ' AX + X A est bien symétrique
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3. Soit X un matrice antisymétrique, on a:
TCAX+XA) ="(AX) +' (XA ="X"(A+'A'X=-XA-"AX = -("AX + X A)
Ainsi la matrice ' AX + X A est bien antisymétrique

Solution 12 -
1.

R(@)R(B) =(

cosa -—sina)(cosf -—sinf
sina cosa |\sinf8 cosp
_ [cos(a) cos(B) —sin(a)sin(f) —cos(a)sin(B) —sin(a) cos(f)
" |sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f) - sin(a)sin(B) + cos(a) cos(f)
cos(a+B) —sin(a+p)
—sin(a+p) cos(a+p)
R(a+p)

2. Soit 8 € R. D’apres la question précédente,
R@)R(-0)=RO-6)=R(0) =1,

Donc R(0) est d'inversible d’inverse R(—6).
3. Soitf € R. On pose, pour tout n €N, P, : « R()" = R(nO) »
Initialisation : R(0)° = I,
R(0-60) = R(0) =I,. Donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n € N, on suppose P, vraie. D’apres la question 1,

R((n+1)0) = R(no +0)
=R(nO)R(O)
=R(6)"R(O)
— R(Q)’Hl

Donc Py, est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, R(0)" = R(n)
Soit n un entier négatif. Alors

R(n0) =R(-nd) ' = RO ™ ' =RO)".

Donc pour tout n € Z, R(nf) = R(0)".

Solution 13 - On proceéde par analyse-synthese. Soit B € M, (R).
¢ Analyse : Si B = A+ S avec S symétrique et A antisymétrique.
Alors ‘B= YA+ 'S=—-A+S. On en déduit (en sommant et soustrayant ces deux lignes) que

B+ 'B B-'B
S= A

)

2 2
Donc S et A sont uniques.
. B+ 'B B-'B
» Synthese : On pose S = 5 A= . Alors
B-'B B+ 'B
A+S= + =B
2 2
te_ 'B+Y'B) B+ 'B
S = = = S
2 2
Donc S est symétrique.
. tB _ t( tB) tB —-B
A= = =—A

2 2
Donc A est antisymétrique.
Finalement B s’écrit bien sous la forme A + S avec A antisymétrique et S symétrique de ma-
niere unique.
Solution 14 -

1. On commence par rappeler que par définition, A’ = B® = 1.

o o O

2k 0 o0 0

Lamatrice A étant diagonale, on a pour tout k € N, Ak=[o 2F ol.B%=|0
k

0o 0 2 0

S O W
————

0 0 O
et B3 = (0 0 0). Ensuite, pour tout k > 3, B* est la matrice nulle.
0 0 O

AB =2I3B=2B=B(2I3) =BA

Donc on peut appliquer la formule du binéme pour les matrices : Pour tout n € N,

n = (7 n—kpk
(A+B)"=) | |A" "B

k=0

k=0

n
k
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car B¥ est nulle pour k > 3. Donc, pour n > 2, 0n a

(A+B)" = Z A"BO + '11 A" 1By Z A2 B2

nn-1)

=2", +n2" 'B + 2n-2p2

2" p2" ! p2"+3n(n-1)2"73

=lo 2" 3p2"1

0 0 2"
2 1 2
Deplus, (A+B)°=Izet(A+B)!=|0 2 3
0 0 2

Solution 15 -

1. On abien sar A® = L.

On montre par récurrence que pour tout 7 € N*, A" =2"71 A,
C’est évidement vrai au rang n = 1.
Soit neN*. Si A" =2"71 A, alors

AT = A A =2 A2 =0l oa =004

Par récurrence, pour tout n€ N*, A" =271 A,

3 3 3
2. Onabienstr A =13. A>=|3 3 3|=3ADela méme facon que précédemment, on
3 3 3

montre que pour tout n€ N*, A" =3"71 A,

3. Onabiensar A’ = L,.
 Cas a = b. On remarque que

On pose, pour tout n € N*, P, : « A" = (

0

a' la'7'c
a

a c .
Initialisation : ( 0 1 = ( a) = A, donc P; est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que Py, est vraie. Alors

An+1 :An
_(a" na*'c\(a c
1o a" 0 a
a™! a'c+na'c
= 0 an+1
a"' m+1a’c
= 0 at!

Donc Py, est vraie.
a” na"‘lc)

Par récurrence, pour tout n € N*, A" = ( 0 a"

Autre méthode: Onremarque A= al,+CavecC = (O C). Les matrices C et al, com-

0 0
mutent (car la matrice identité commute avec toutes les matrices), donc d’apres le bi-
ndéme de Newton, pour tout n €N,

" n
A" =Y || (a1 "k ek
=0 \k
Or, C>=0, et les puissances suivantes de C sont également nulles. On en déduit que
A" = (alp)"C° + n(aly " C!

(a” na”_lc)

1o a”
eCasa#b.
22 a’> (a+b)c B a® (d®+ab+b?c
“lo v ) “lo b’
a"-b"
n
On pose, pour tout n € N*, P, : « A" = | ¢ a—b ‘|»
0 b"
. a'-b! a ¢
Initialisation : | ¢ a— ¢l= = A, donc P; est vraie.
0 oL 0 b
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Hérédité : Soit n € N*. On suppose que Py, est vraie. Alors 2"t o 2!
1l semblerait que pourtout n > 1,onait A= 0 0 0 [.Démontrons cette pro-
An+1 —A"A 2n—1 0 2n—1
a— b" position par récurrence.
b" 0 b Notons P, la proposition: « A= 0 0 0 |»
. o — b" 2nt g 2n!
n+ n
=4 acte——, b Initialisation (n=1):
0 't 1-1 1-1
el " " el 1 0 1 2 0 2 1 0 1
gl G —a'b+a’b-b Al=4=0 0 0 Et 0 0 o0 |={0o o0 0
= a-b 1 01 2'71 0 2 1 0 1
0 an+
ol atl — pntl donc P; est vraie.
=4 ¢ a— Ib Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P,, vraie et montrons que
0 a™* P71 estvraie. Ona:
" An+l =A"x A
Donc Py 41 est vraie. N . .
a — b par hypothése de récurrence, on sait que
n
Par récurrence, pour tout n € N*, A" = a a E”b ¢ on=1 o on-l
A= 0 0 o0
-1 -1
Solution 16 - 2" 0 2"
. 0 -1
1. SmtAz(1 O).Ona: Donc,
210 2™y (1 0 1
n+l _
A2 = -1 0 A3 = 0 1 A4=1 0 A = 0_1 0 0_1 x[0 0 O
0 -1 -1 0 0 1 2" 0o 2" 1 0 1
L. 2n—14_2n—1 0 2n—14_2n—1
Ainsi,
= 0 0 0

e sin=4kavec keN, alors A" = L.

e sin=4k+1, avec keN, alors A"
e sin=4k+2, avec keN, alors A”
e sin=4k+3, avec keN, alors A"

1 0 1
2. SoitA=|0 0 O0f.Ona:
1 01
2 0 2
A>=(0 o of A°
2 0 2

= A.
2—12.
=—A.
4 0 4
=lo 0o o| A*
4 0 4

o O

oS O O

o O

2n—1+2n—1 0 2n—1+2n—1

2x2"1 o 2x2m! 2" 0 2n
= 0 0 0 =[o o o
2x2" 1 g 2x2"! 2n g 2"

donc P4 est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n
dans N*, a savoir :

zn—l 0 2n—1
Yn>1, A= 0 0 0
2n—1 0 2n—1
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1 0 O 1 0 O
3. SoitA=|0 1 1|.Ona vn>1, A"=(0 1 n
0 0 1 0 0 1
1 00 1 00 1 0 0 4. Ona:
A2=]0 1 2| A=|0 1 3| A'=|0 1 14 2 _ (2 ny (2 1y_[(4 3 3 o . (4 3\ (2 1) (8 7
00 1 00 1 00 1 C—C><C—01><01_01 et C'—C><C—01><01_01
1 0 0 On conjecture alors la formule suivante :
1l semblerait que pour tout 2 > 1, on ait A = |0 1 n|. Démontrons cette proposi- a2 2"-1
0 0 1 VneN, Cc"= 0 1

tion par récurrence.

o = O

1
Notons Py, la proposition: « A" = [ 0
0

Initialisation (n=1):
1 0 O
Al=a=|0 1 1
0 0 1

donc P, est vraie.
Hérédité: Soit n un entier quelconque dans N*. Supposons P, vraie et montrons que
P41 estvraie.Ona:
An+1 =A"x A

par hypothése de récurrence, on sait que

1 0 0

A"=]0 1 n

00 1

Donc,

1 0 0 1 00
A"l=|o 1 nfx|o 1 1
0 0 1 0 0 1

1 0 0

={o 1 n+1

00 1

donc P41 est vraie.

Conclusion: D’apres le principe de récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n
dans N*, a savoir :

Démontrons cette formule par récurrence.

. 2n 2" -1
Pour tout 7 € N, notons P, la propriété : « C" = ( 0 1 ) »

Initialisation: (n =0)

0 0
0_ 25 2°-1}_(1 0)_
C —Iget(o 1 )—(0 1 =1I.

Ainsi, Py est vraie.

Hérédité: Soit n € N. On suppose que P, est vraie et on veut montrer que P, est
vraie aussi. On a:

n n
Cn+1=Cn><C=(2 2 —I)X(Z 1)

0 1 0 1
B 2 x 2N 2n+2n_1 B 2n+1 2n+1_1
Lo 1 Lo 1

Ainsi, P41 estvraie et la propriété est donc héréditaire.

Conclusion: La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc elle est vraie
pour tout n € N, a savoir :

n n_
vnen, o= 2]

0 1
Solution 17 - Montrons ce résultat par récurrence. Posons pour n € N*, P(n) : « J" = 6" 1],
Initialisation (7 =1) On a d'une part ]1 = J et d’autre part 61_1] = J. Ainsi P(1) est vraie et
la propriété est initialisée.
Hérédité Soit n € N*, supposons P (n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a :
]n+1 — ]n x ]
=6""17xJ parhypothése de récurrence
— 6n—1]2
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Calculons J2. On obtient J = 6. Ainsi :
]n+1 — 6”]

P(n+1) est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion Pour tout n € N*, P(n) est vraie a savoir : J* =6" 1 J.

Solution 18 -

1. Calculons A%, ona:

1 3 -6
A>=|-6 10 -12
-3 3 =2

On cherche alors deux réels A et u tels que :
ANA+uls = A?
soit
A+p =31 61 1 3 -6
61 —-8l+pup 121 |=|-6 10 -12
31 -30  4A+p) \-3 3 -2
Par identification, on obtient : 1 + =1 et 64 = —6. On en déduit que :

A=-1 et u=2.
En conclusion, A% = —A+2I3.

1 2
2. Posons pour n €N, P(n) : «il existe a, € R tel que A" = (5 - an) A+ (§ + an) I3 ».

Initialisation (n = 0), on a d’une part A’ = I3 par convention. D’autre part, on pose

1
ap=—etona:
3

(1 )A+(2+ )I I
——a —+a = I3.
3 0 3 0|13 =13

Ainsi P(0) est vraie et la propriété est initialisée.

10

Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie, montrons que P(n + 1) est vraie. On a:

An+1 =An><A

2
3 + an) 13) x A par hypothese de récurrence

2, (2
A+3+anA

2
(§ - an) (—A+2L)+ (§ + an) A d’apresla question 1

1+ +2+
——+ap+-+a
3 "3 "

2
A+ (5 —2an) I3
= (l - (—Zun)) A+ (E + (—Zan)) I
3 3

On pose a,+1 = —2ay, eton a alors :
1 2
A" = (§ - (ﬂn+1)) A+ (§ + (an+1)) I

La propriété est alors héréditaire.
Conclusion La propriété est vraie pour tout zn € N, a savoir : il existe une suite (a,),

1
définie par ag = 3 et pour tout n € N, a,41 = —2a,, telle que A" = (5 —an) A+

(2 . )1
—+a .
3 n|i3
. . 1
3. La suite (a,), est définie par ay = 3 et pour tout n € N, a,4+; = —2a,. Elle est donc

géométrique de raison —2.

1
4. On en déduit alors que pourtout neN, a, = g(—Z)". Ainsi :

— (=2 _9\h
An:(l_l(_z)n)A-f- g+l(_2)n)13:1 ( 2) A+2+( 2) 13
3 3 3 3 3 3
soit
1 —1+(=2" 2+ (-2)""!
A=|2+(=2" —243(-2)" 4-4(-2)"
1-(=2"  —14+(=2" 2-(-2)"
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Solution19 -

1. Ona:
4 4 0
B=|-4 -4 0| et B*=04
0 0 0

2. Montrons le résultat par récurrence, on pose pour 7€ N, P(n) : « A" =2" I3 + n2" 1B ».

Initialisation (7 = 0) On a, d’une part, A° = I3 par convention et d’autre part 2°I5 + 0 x
20-1p— I5. Ainsi P(0) est vraie et la propriété est initialisée.

Hérédité Soit n € N, on suppose P(n) vraie, montrons que P(n + 1) est vraie. On a:

A= A" x A

="+ n2" 'Byx A par hypothese de récurrence
="+ n2"'B)x (B+2[3) carB=A-2I;
=2"B+n2" 1B? + 2" [; + n2"B

=2"1L 4+ (n+1)2"B carB>=0

Ainsi la propriété est héréditaire.

Conclusion La propriété est vraie pour tout n € N, a savoir : A" = 2" I3 + n2"" ' B.

Solution 20 -

1. Pour n =4,

2 0 0 O 1 2 3 4 2 4 6 8

3 4 0 O 2 4 6 8 11 22 33 44
= 4 5 6 0 p= 36 9 12f SP= 32 64 96 128]°

5 6 7 8 4 8 12 16 70 140 210 280

2. Onnote A = SP. Les coefficients de A sont notés (a; ;). Pour tout (i, k) € [1, n]]z, aix=

n
Z Si,jPjk-

j=1

11

Or, s;,;=0sii< j,donc

1
k=) SijPjk
i

i
=> (i+)jk
j=1
i i
=ik) j+k) j?
j=1 j=1
Ziki(i+1) +ki(i+1)(2i+1)
2 6
ik(i+1) . .
=———@i+2i+1)
6
ik(Bi+1)(i+1
Et donc ai k= %
Solution 21 - Soient A = (a;,;) et B = (b;,j) deux matrices carrées de taille n x n.
n
A+B)=) (ai;i+bi)
i=1
n n
=2 @i+ ) bi
f(A)+ f(B)

n
Les coefficients de (AB) sont les Z ai, bj,k, donc

j=1
n n
“ABy=3}_ ) aibji
i=1j=1
De méme,
n n
BA) = Z Z i,jaj,i
l: =
n n
= Z Z i,jaji redécoupage
n n
= Z Z ai,jbj; changement d’indice i < j

(B)
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Solution22 - 1. On commence par remarquer que si D = P"'MP, alors en multipliant
a gauche par P et a droite par P!, ona M = PDP™1.
Pour tout k € N, on pose Hy : « MK = pDFp1,,
Initialisation: M° =1,,.
pPD°P-1=PI,P ' = PP~! =1,. Donc Hjy est vraie.
Hérédité : Soit k € N tel que Hy soit vraie. Alors

Mk+1 — MkM
=pD*p~lppp!
= PD*1,DP!
=pD*pp~!
— PDk+1P—1

Donc Hy, est vraie.
1(2 1
-1 _ :
2. (@ P l= 3 (_1 1)
1 0
_ p-1 _
D=P'MP= (0 _2)
(b) D’apres la question 1,
M* = ppkp!

(36 S Y

(1 -1 0 \1(2 1
12 flo 2f3(-1 1
1 2+(=2F  1-(-2F )

1
- g (2+ (_2)k+1 1— (_2)k+1

Solution 23 -

1. On procede par récurrence. Pour tout n € N, pose Py, : «il existe deux nombres réels a,
et b, tels que A" = a, A+ byl ».
Initialisation : En prenant @y =0 et by =0,0n a

agA+bol, =1, = AO

Donc Py est vraie.

12

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose P,, vraie.

A" = ay A+ byly
A"A=(anA+bylp) A
A"™ = a, A* + b, A

or Az_(zs 36

0 1 ) =6A-5I,, donc

A" = q,(6A—51y) + by A= (6ay, +b,) A-5anl,

Donc Py, est vraie.
Par récurrence, P, est vraie pour tout n € N.
2. D’apres la preuve précédente, on a que a et b vérifient

VneN, au+1=6a,+by,, byi1=-b5ay

Ainsi, pour tout n €N,
an+2 =6ap41 + byl =6ap41 —5ay
bpy2 =-5ap+1 =—-30a, —5b, = 6by41 —5by

a et b sont donc bien récurrentes d’ordre 2.
Léquation caractéristique associée est r>—6r+5= 0, dont les racines sont 1 et 5. Ainsi,
il existe a et 8 réels tels que

vneN, a,=a+p5"

1 -1
On saitde plusque ap =0eta; =1,donca+pf=0eta+56=1,donc = 1 eta= e
D’ou
1 n
VnenN, an=z(5 -1)

5
VneN*, b,=-5a,_1= Z(l -5l

5
(On remarque que I'expression b,, = 1 (1-5""1) est également valide en 7 = 0.

3. D’apres les questions précédentes, pour tout n € N, on a

1 5
A'= (" DA+ =-(1-5"1I
4( ) 4( )

A,,_1(5(5”—1)+5(1—5”‘1) 6(5"-1) )
T4 0 5" —1+5(1-5""1
n 1(4x5” 6(5”—1)) 5" 2571
A=-— = 2

4l 0 4 0 1
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1. (a) On procede par récurrence.
Initialisation : En posant ay =0, on a

1+ay ap 0
ap 1+ay O 213=A0
ap ap 1

1+a, an 0
Hérédité : Soit n € N fixé tel que A" =| ay, 1+a, O0].Alors
ay an 1

1+a, an 0 2 1 0 2+3a, 1+3a, O
A"A=| ay, l1+a, O|x|1 2 0|=|1+3a, 2+3a, O
an ay 1 1 1 1 1+3a, 1+3a, 1

En posant a,+; = 1+ 3a,, on obtient bien la forme demandée.
(b) a estune suite arithmético-géométrique.

-1 1
PourceR,c=1+3c < c= 7,donconposezn=an+£.Alors

Zp+1 = Gp+1t+ >

1
:l+3an+§
1
=3(an+5)=3zn

Donc w est géométrique de raison 3.

3l’l+1
2

vneN, z,=3"z=

1
vneN, a,= z(3"“ -1

Un
2. Pour tout n € N, on pose X,, = | v, |. Alors,
Wn
2uy + vy, 2 1 0\{[u,
Xp+1= Up+2v, =1 2 0]||v,|=AX,
Uy +Uvy+wy, 1 1 1/\w,

13

Alors, on montre par récurrence que pour tout n €N, X, = A" X :
I: A°Xo =1,Xo = Xo.
H:SipourneN, X, = A" Xy, alors

Xpi1 = AX, = AA" Xy = AV X,

Dong, pour tout n €N,

u, = l(3”“+1)
Un 1 1+ ay 2
vy, |=A"|0|=| a, |, donc v, = —-(3"'-1
wy 1 a,+1 %
w, = =-@"1+1)
2
1 -1
Solution25 - OnposeA=[-3 1 2
2 -1 -1
1 1 5
Aestinversible d'inverse A7 ==[1 1 1].Alors
2 1 7
X a X a
Alyl=|p| = |y|=4a"|Db].
z c z c

Donc (S) a une unique solution :

a+3b+5c at+b+c a+5b+7c

) )

2 2 2

Solution 26 -

1. On applique la méthode de Gauss-Jordan pour prouver que P est inversible et pour

déterminer son inverse. On obtient :

-3 3 6
1
P=—-|1 -3 2
6 2 0o -2
2. Ona:

1 0 0
D=0 -1 o0].

0o 0 2



Maths 2025/26

TD 17— Matrices

MPSI

Comme D est une matrice diagonale, on en déduit que, pour tout n € N :

1 0 0
D"=|0 (D" o].
0 0 2"

3. On montre la relation par récurrence (identique a celle de la question 3) de I'exercice 25
(cf corrigé).
Comme la matrice P est inversible, la relation D" = P~' A" P peut s'écrire A” = PD" P!,
On effectue alors le produit matriciel PD"P™!. On obtient :

—3+(=1)" 42"
A= _3+(_1)n+1+2n+2
—3+(=1)" 42"

6+2(-1)"—2"*3
6+2(-1)"—2"+2
6+2(-1)"—2"H!

3+3(-1"*!
3+3(-1)""2
3+3(-1)"*!

4. (a) Soit n €N, calculons AX;, on obtient, en utilisant la définition de la suite (1) e :

2Up+2 + Upt1 — 2Up Un+3
AXp = Up+2 =| Unt2 | = Xnn1
Up+1 Up+1

(b) On montre le résultat par récurrence. Posons pour n€N, P(n) : « X;, = A" Xg ».
Initialisation (7 =0) On a, par convention, A° Xo = I3 Xy = Xp. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité Soit n € N, supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On

a:
Xn+1 = AX;, d’apres la question précédente
=Ax A"X, parhypothese de récurrence
— An+1X0

La propriété est donc héréditaire.
Conclusion La propriété est vraie pour tout n € N, a savoir :

X, =A"X

(c) Pour déterminer I'expression de u,, on a seulement besoin de calculer le dernier
coefficient de X,,.

-1
OnaXy=| 1 |,onaalors:
2
“3+(=D"+2"3  343-1D™ g4+2(-1"—2"+3 -1
Xp==|-3+=D"1 422 34312 6+2(-1)"-2""2|x[1
“3+(=D"+2™1 343" 6+2(-1)"-2"H 2

14

Cela ne sert a rien de faire tout le calcul car seul la ligne 3 de X, nous intéresse, on
obtient alors pour tout n € N,

1
Up = g(3+ (D" =2 43431 412 4+4(-1)" -2
1
— 6(18+4(_1)n+1 _4(_1)n+1 _2n+1 —2x 2n+1)

1
=-(18-3x2"*
6
=3-2"
En conclusion, pour tout n €N, u, =3 -2".

Solution 27 -
1. Un rapide calcul montre que J* = nJ.
On montre par récurrence que pour tout p € N*, J? = nP~17.
C’est évidement vrai aurang p = 1.
Soit p e N*. Si JP = nP~1J, alors
]P+1 =JPJ= nP—1]2 — np_l-nfz n”J

Par récurrence, pour tout p € N*, J¥ = nP1y.

2. (a) Soient a, B €R. Alors, en utilisant que ]2=n],
(In+a])(1n+ﬁ])=I,,+a]+ﬁ]+a/3]2=In+(a+ﬁ+aﬁn)]

Donc (I, +a)I,+ B €.
Ainsi, I, + aJ admet un inverse dans £ si et seulement si il existe § € R tel que (I, +
a])d,+B)) =1,, cest-a-dire si et seulement s’il existe f € Rtel que a+pB+afn =0.
Pour tout S € R,

a+f+afn=0 <= B(l+na)=-a

S . , . . -1 .
Cette derniére équation n’a des solutions que si @ # —. C’est donc la condition
n
pour que I, + @ ait un inverse dans £.

1 1
(b) Ici A=41,,+] =40, + Z]). Avecn=4eta= 7 d’apres la question précédente,

1 1 1
I,+~J estinversible et (I, + =) ' =1, — =I,—--].
n 4] (In 4]) n 1+na] n 8]

Donc A est inversible et

7 -1 -1 -1

1 1 1 1 1j-1 7 -1 -1
-1 - = = - - = —

-1 -1 -1 7
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(c) Puisque 14 et J commutent, on a pour tout n €N

=@l + D"

Z( )(41 )n k
:4"I4+Z( )(414)"‘ka
=1\
"k
=4, + Z . 4n—k4k—l]

=1

=4”14+E§1 ];))4”1]
_4”14+(—1+Z( ))4"‘1]

=4+ (2" -1)4""1)
Solution 28 -
1. (a) Pourlidentité I, on a trivialement AI,, = A= I, A, donc I,, € C(A).

(b) Soit peN.Ona AP x A= AP*!1 = Ax AP donc AP € C(A).
(c) Ona:
o A(AM) = A(AM) = A(MA) = (AM)A, donc AM € C(A).
e AM+N)=AM+AN=MA+NA=(M+ N)A,donc M+ NeC(A).

e comme M et N commutent avec A, on a

A(MN) =(AM)N = (MA)N = M(AN)=M(NA)=(MN)A,

donc MN € C(A).

(d Ona M~ (AM) = M~'(MA) donc (M'AM = (M'M)A=A=(AM )M, eten
multipliant a droite par M~! on obtient M ' A= AM~!. Donc M~ € C(A).
2. Par la question 1, I, € C(A) et A € C(A) (point (b) appliqué a p = 1). Comme C(A) est
stable par combinaisons linéaires (point (c)), tout élément de la forme A1, + pA appar-
tient a C(A). Donc £ € C(A).

3. Calculons directement :

-3 1 a b -3a+c -3b+d
AM:(—4 1)(0 d):(—4a+c —4b+d)
a b -3 1 -3a-4b a+b
MA_(C d)(—4 1)_(—36—4d c+d)

15

Imposer AM = M A donne le systeme d’équations obtenu en égalisant les quatre coeffi-
cients:

-3a+c=-3a-4b, -3b+d =a+b, -4a+c=-3c—-4d, -4b+d =c+d. (1)

La premiere équation donne ¢ = —4b. La deuxieéme équation donne —3b+d = a+b, donc
d = a+4b. Les autres équations sont automatiquement satisfaites (on peut vérifier en
remplagant c, d par ces expressions). Ainsi

MeC(A) < «c¢=-4b etd=a+4b

4. A partir des relations de (c) on peut écrire une matrice M € C(A) sous la forme

a b 1 0 0 1
M‘( —4b a+4b )_“( 0 1 )+b( 4 4)
1
Ilresteéremarquerque( 4 4 =3I+ A. Ainsi, En posant A = a+3b et u = b on voit

que M = A1, + pA € £. Donc toute matrice du commutant appartient a £, ce qui montre
C(A) c&. Avec (b) on a I'égalité

CA=E={AL+uA| A ueR}
Ceci acheve la démonstration.
Solution29 -
1. Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de M, (C). Onnote AB=C = (cij),oucij=
n
Y aikby;.
k=1
On a alors:
n
IAB| = CI =Z|Cij| =Z Z aixby;j|.
i,j i,j k=1

Par I'inégalité triangulaire, on sait que :

n
< ) lajby;l
k=1

n

Y. aiiby;

n

=2 laikllbg;l.
k=1

En sommant sur i et j, on obtient :

n
IABI <Y laikllb;l
0 k=1

=) lagl ) |bg;l.
ik 7

Or, ) |bkjl < |IBllet)_|axl = Al, donc:
I ik

IAB| < Al < I BIl.
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2. 0 ed ¢ k. i kel , A
@ n [.)r(fce .e partecurrence sut Lasomme Z lA]* IIBIIk 1= 65t une somme géométrique de raison u #1,donc:
Initialisation : Pour k=1,0na: pur IBIl
1_ gl i ; 0-i 1k
Al-B'=A-B=Y Ai(A-B)B". k-1 1A (k) -1
i —1-i - —1 \IBIl
i=0 Y IAITIBIF T =B * 12(—) = IBI* !
i=0 i=0 1Bl T8I~ 1
Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour un certain k > 1, c’est-a-dire :
1 En simplifiant, on obtient :
AF-BF =Y Al(A-B)BF ko1 ! !
fr ivonk-1-i _ IAIT =Bl
Y IAIMIBI =
i=0 Al =1IBIl

Alors, pour k+1:
Ak+1 _Bk+1 — Ak+1 —ABk+ABk—Bk+1 — A(Ak—Bk) + (A—B)Bk.

En utilisant I'hypothése de récurrence :

k=1 )
AR B = ALY AlA-B)BM T+ (A-B)BE.
i=0
En faisant un changement d’indice j = i + 1 puis en reconnaissant le terme pour
j =0, on obtient :

k-1 . . k . .
AR B = N AL (A-B)BM 1 4 (A-B)BF = Y AJ(A-B)B*.
i=0 j=0

La formule est donc vraie pour tout k € N*.
Remarquons tout d’abord que si ||B]| = 0 alors B = 0 et I'inégalité demandée est
une conséquence directe de I'inégalité de la question 1. On se place donc dans le

casou ||BL#0.
D’apres la question précédente, on a:

(b)

k-1 _
AF-BF =Y Al(A-B)BF1L
i=0

En utilisant I'inégalité de la question 1, on obtient :

k=1 .
A% - BRI < Y 1A A= BIIBE .
i=0

Or, A" < 1Al et |BX 11 < IBI*'~7, donc:

k—1 . .
A% - BRI <1a-BI Y nAlfiBI<t
i=0

16

En divisant par || A— B|| > 0, on a donc finalement :

IAI®—11BII
IAI-1IBIl

| AK — B
IA- B

~X

Solution 30

- Je vais utiliser la méthode du pivot de Gauss. Mais avant tout, je remarque

que les deux premiéres lignes se ressemblent. A I'aide des opérations élémentaires, je vais

me ramener a une équation plus simple pour L, en lui retirant L; :

2x + 3y - 2z =5 2x + 3y - 2z = 5
2x + 3y + 8z = 4 — 10z = -1
4 - y + 4z = 0 4 - 'y + 4z = 0

A ce moment, j’ai déja fait disparaitre deux coefficients de mon systéme. En passant

Ly —L,— Ly

cette

ligne en derniére position, il ne me restera plus qu'un terme a faire disparaitre pour obtenir

un systeéme triangulaire.

2x + 3y - 2z = 5 2x + 3y - 2z = 5
10z = -1 — 4x - y + 4z = 0 Ly — L3
4 - y + 4z = 0 10z = -1
Pour faire disparaitre le terme en x de la deuxieme ligne, il me suffit de retirer 2L; a L.
2x + 3y — 2z = 5 2x + 3y - 2z = 5
4x - y + 4z = 0 — -7y + 8z = -10 Ly —L,-21,
10z -1 10z -1

Je me retrouve avec un systeme triangulaire, que je sais désormais résoudre.

La troisieme équation me donne
1

10°
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En remplacant z dans la deuxieme équation, j obtiens

7 8 _ 10 «— 7y = 10+4— 46 = _ 46
Y7107 y= 5 5 V=35
Et en remplacant y et z dans la premiere équation, j'obtiens
3x46 2 138+7 29 6
2x+ +—=5 < 2x+ =5 < 2x=5-—=- X==
35 10 35 77
e . R 346 1
Ainsi l'unique solution de ce systeme est | =, —, ——|.
7 35 10
Solution 31 - J’applique la méthode du pivot de Gauss.

J’ai mon pivot en x sur la premieére ligne, je m’attache donc a faire disparaitre les termes en x
des lignes suivantes. Pour L,, il me suffit de retirer L; a L;.

x + y - z =0 x + y - z 0
x - y = 0 — -2y + z =0 Ly —Ly—1,
x + 4y + z =0 x + 4y + z = 0
Pour L3, de la méme manieére, je retire L a L3.
x + y — z =0 X + y — z =0
-2y + z =0 = -2y + z =0
x + 4y + z = 0 3y + 2z = 0 L3 —L3—L;

A ce moment, avant de fixer mon pivot en y a la deuxieéme ligne, je remarque qu’en ajoutant
L3 a Ly, j'obtiens un coefficient égal a 1 pour mon pivot, ce qui est préférable.

x + y — z =0 x + y - z =0
-2y + z =0 — y + 3z = 0 Ly —Ly+1Lg
3y + 2z = 0 3y + 2z = 0

Enfin, pour obtenir un systéme triangulaire, je n’ai plus qu’a faire disparaitre le terme en y
de la troisieme ligne : je retire donc 3L, a Ls.

x + y - z 0 x + y - z =0
y + 3z = 0 — y + 3z = 0
3y + 2z =0 -7z = 0 Ly —L3—-3Ly

Des lors, comme mon systéme est triangulaire, je sais qu’il existe une unique solution.

17

Comme mon systéme de départ est homogene, je savais déja que la solution (0,0,0) était
solution. Maintenant je sais aussi qu'il s’agit de l'unique solution. La résolution habituelle
du systeme triangulaire me donne d’ailleurs z = 0, puis y = 0 et enfin x = 0. Ainsi

§={(0,0,0)}.

Solution 32 - J'applique la méthode du pivot de Gauss.
J’ai mon pivot en x sur la premiére ligne, je m’attache donc a faire disparaitre les termes en x
des lignes suivantes. Pour L,, il me suffit de retirer L; a L;.

X + y + 2z =5 x + y + 2z = 5
X -y - z =1 — -2y - 3z = -4 Ly—1Ly—1;
X + z = 3 X + z = 3
Pour L3, de la méme maniere, je retire L; a Ls.
x + y + 2z = 5 x + y + 2z = 5
-2y - 3z = -4 — -2y - 3z -4
X + z = 3 -y - z = =2 Ly —Ls— L,

Avant de fixer mon pivot en y a la deuxiéme ligne, je remarque que le coefficient en y sur la
troisieme ligne est plus petit. J’échange donc ces deux lignes.

X + y + 2z = 5 x + y + 2z = 5
-2y - 3z = -4 — -y - z = =2 Ly~ L3
-y - z = =2 -2y - 3z = -4
Pour simplifier les calculs, je retire le « — » de mon deuxiéme pivot en remplacant L, par —L,.
x + y + 2z = 5 x + y + 2z = 5
-y - z = =2 — y + z = 2 Ly ——-L»
-2y - 3z = -4 -2y - 3z = -4

Enfin, pour obtenir un systéme triangulaire, je n’ai plus qu’a faire disparaitre le terme en y
de la troisieme ligne : j’ajoute donc 2L, a Ls.

x + y + 2z = 5 x + y + 2z = 5
y + z = 2 — y o+ z = 2
-2y - 3z = -4 -z =0 Ly —L3+2Ly

Je me retrouve avec un systéme triangulaire, que je sais désormais résoudre.
La troisieme équation me donne
z=0.
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En remplacant z dans la deuxieme équation, j obtiens
y+0=2 <— y=2
Et en remplacant y et z dans la premiere équation, j'obtiens
X+2+2x0=5 < x=5-2=3.
Ainsil'unique solution de ce systéme est (3,2,0).

Solution 33 - J'applique la méthode du pivot de Gauss.
J’ai mon pivot en x sur la premiere ligne, je m’attache donc a faire disparaitre les termes en x
des lignes suivantes. Pour Ly, il me suffit de retirer L, a L,.

x + y + 2z = 3 X + y + 2z = 3
x + 2y + z =1 — y - z = =2 Ly—L,—-L
2x + y + z =0 2x + y + z = 0
Pour retirer le terme en x de L3, de maniere similaire, je retire 2L; a Lz.
x + y + 2z = 3 x + y + 2z = 3
y - z = =2 — y - z = =2
2x + y + z = 0 -y - 3z = -6 Ly —L3—-21;

J’ai mon pivot en y sur la deuxiéme ligne, il ne me reste plus qu’a ajouter L, a L3 pour obtenir
un systéme triangulaire.

x + y + 2z = 3 x + y + 2z = 3
y — z = -2 — y - z = =2
-y - 3z = -6 -4z = -8 Ly — L3+ 1y

Je me retrouve avec un systeme triangulaire, que je sais désormais résoudre.
La troisieme équation me donne

-8

z=—=2.

—4

En remplacant z dans la deuxieme équation, j obtiens
y—-2=-2 << y=-2+2=0.
Et en remplacant y et z dans la premiere équation, j'obtiens
xX+0+2x2=3 < x=3-4=-1.

Ainsil'unique solution de ce systéme est (—1,0,2).

Solution34 -
1. Soient x, y, z des réels. Alors

x + 2y - z =1
B Ly—Ly,—L
(S) = -y + 2z =1 Ls—Ls—1L,
- 2y + 2z =0
x + 2y - z = 1
— y + 2z = 1 Ly —L3—-2L3
: = -
X = 0
<~ y 1
z =1
(S1) possede une unique solution : (0;1;1).
2. Soient x, y, z des réels. Alors
N L
2 Y T R T e I4-3L
- 2y - 8z = 0
x - bz = -4
Li—Li+2L,
= y - 42 = 3 -2l
0 = 6
(S2) ne possede pas de solution. ‘
3. Soient x, y, z des réels. Alors
- 8y + 5z = 7
(S3) = - 8y + 5z = Ly—=Li=2L3
L, —Ly,—3L3
x + 3y - 2z = =2
y + 5z = 7
A 0 = 0 L2<—L2—L1
x + 3y - 2z = =2
5 7
S
= JreRs - Za+3
8 8
z = A

1 5 5 7
Lensemble des solutions de (S3) est {(g)t + 3 ; 5/1 “3 ; )L) |Ae [R}.
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4. Soient x, y, z des réels. Alors

[k o+ I 22 - _g Ly — L~ L
(84) = y : Ly —13-1;
2y + 5z = -5
Ly—Ls— 1,
3y + 9z = -3
x - i > Ly—L-L;
— [y + 2z = “'i Ly —Ls—2L,
V4 = —_
Ly —Ls—3L
3, = 3 4 4 2
x - z = 5
— ! [y + 22 = -2 Ly — Ly—3Ls
z = -1
0 = 6
(S4) ne possede pas de solution. ‘
5. Soient x, y des réels. Alors
x -y = 0
~ Ly —2Lp -3,
(85) A B 4y N 2 Lg <—2L3 +L1
- 2y = =2
x - y = 0
— y = 2 Ly —2L3—Ly
0 = -6
(S5) ne possede pas de solution. ‘
6. Soient x, y, z des réels. Alors
X + y - z = 1 B
(86) — { _ 5_)/ + 3z = 2 Lg Lz 2L1
3+21
X = s
<~ JAeR, 2+ 31
y 5
z = A
3+21 2431
Lensemble des solutions de (Sg) est {( 5 ; s ; /1) |Ae [R}.
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Solution 35 -

1. Soient x, y, z des réels.

x + 2y - z a
(§) <= - 3y + 3z = b-a
Ly—Lo—L,
Ly—Ls—L; - 6y + 6z = c—a
x + 3z = a+2b
g - = —
Ly—3L1+2Lp y + SZ b a
Ly—L3-2L, 0 = c-a-2(b-a)
x + 3z = a+2b
— y + 3z = b-a
0 = c+a-2b

’ Sia+c—2b#0,alors (S1) n’a pas de solution.

’ Sia+c—2b=0,alors le systeme a une infinité de solutions | (car sa réduite de Gauss
possede une inconnue auxiliaire).

a+2b
X = . A
Bonus:Sia+c-2b=0,(S;) ©ILeR, _a-b
¥ = 3 +A
z = A
a+2b a-b
L'ensemble des solutions est {( -A; 3 +A; A) |Ae R}
2. Soient x, y, z des réels.
[1x + y o+ z = b
(S2) L5 - 2y + 2z = 2-b
L32<~L32*a£1 - (1 + d)y + (1 - a)Z = 3- ab
x + 4z = 2+b
L3~2L<37:(>1+a)L2 y * ZZ - 2 - b
Ly—2L1+Ly —-4az = -—-ab-2a+b+4
On veut utiliser le —4az de la derniere ligne comme pivot.
e Sia=0:
x + 4z = b+2
(82) = y + z =3
0 = —-4-b
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> Sib#—4:Alors la derniéere ligne du systeme est fausse et

le systeme n’a pas de solutions. ‘
> Sib=-4:

-2
3

(82)(:){ x + 4z

y + ¥4

Le systéme (S,) posséde une infinité de solutions (car il y a une inconnue auxi-
liaire).

e Si a # 0: Le systeme possede autant de pivots que d’inconnues et d’équations.

Le systéme a donc une unique solution

Bonus:
Sia=0etb=-4:

X = =21-1
(Sy) < INLeR, y = A-3
z = A

Lensemble des solutions est {(—2A;1—-3; 1) | L € R}. ‘
Si a # 0, la solution est

) ’

(2b+8'3ab—2a—b—4‘ ab+2a—b—4)
4a 4a 4a ’

Solution 36 -

1. Soient x, y des réels.

1-m? -1
(S1) <= { (1=m7y m Ly —L,-mlL,;
x + my 1

On voudrait utiliser (1 — m?)y comme pivot (ou alors on voudrait diviser par 1 - m?), il
faut donc traiter a part le cas ol 1 — m? s’annule.

> Sim=-1:

(S1) @{ X

Le systeme n'a pas de solution. ‘
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> Sim=1:

0 =0

(:»EI/IE[R{J/
x + y =1 X

(S1) = {

L'ensemble des solutions est {(1—-A;1) | 1 € R}. ‘

> Sim ¢ {-1;1}: En divisant la premiére ligne par 1 — m2,

-1
Ll =

(§1) = 1+m
x + my = 1
-1
y =
1+
= 1+9m
X = Ly —Ly—ml,
1+m
1+2m -1

Le systéme a une unique solution,

1+m’ ' 1+m

2. Soient x, y, z des réels.

x— y + z = 2

(S2) <= 2y - (m+Dz = m-3
Ly—Ly—L; _ 9
Ly—Ls—mL, 1+my - 2mz = m°“-2m-1
x + (1-mz = m+l
— — = —
L3—2L3—-(1+m)Ly y (m+ ng " 32
Ly—2L1+L; m-1)°z = (m-1)

> Sim=1:Alors,

x = 2

(82) = y - 2z = 2
0 = 0
X 1

— JN1eR, y = A-1
z = A

Le systeme a pour ensemble de solutions {(1;4—1;1) | A € R}.
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> Sim#1:Alors,

x + (1-mz = m+l
(Sp) = 2y - m+Dz = m-
z = 1
x = 2m
— [2]y = 2m-2
z = 1
le systéme a une unique solution (m; m —1;1). ‘
3. Soient x, y des réels.
x + y = m+2
Ly—L,-L
B _ 2 o 2 2~ L1
(S3) = (m-1)y = m"-2m-5 Ly — Ly —ml,
- A+my = -=2(m+1)
On veut prendre comme pivot le coefficient de la derniére ligne.
> Sim=-1:
X o+ y = 1
(S3) & -2y = -2
0 = 0
Si m = -1, le systeme (S3) a une unique solution : (0, 1).
> Sim#-1:
X + y = m+2
(S3) = (m-1)y = m?*-2m-5
L3<—m;-&1L3 y = 2
X + y = m+2
= 0 = m*-4m-3
L3—L3—(m—-1)Ly y _ 2

Ce systeme a des solutions si et seulement si m? —4m -3 =0.

o PR . 4+2V7
Le discriminant de cette équation est A = 28 et ses solutions sont
4-2v7
et 2\/_=2—\/7.D0nc:

=2

+V7
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. Sim€{2+ﬁ;2—ﬁ}:

x + y m+2
(S3) & 0 = 0
y = 2

‘ Le systeme possede une unique solution : (m;2).

e Sinon : 0 # m? —4m -3 et la deuxiéme ligne du systeme est fausse donc
‘ le systeme n’a pas de solution.

4. Soient x, y, z des réels.

(S4) <= {x * my. = mz. = mn
Ly—Lp-2L, (4—2m)y - (4—2m)Z = 1-2m
> Sim =2:Alors la dernieére ligne s’écrit 0 = 1.
Donc| (S4) n’'a pas de solution. ‘
> Sim#2:
X = m(l+z-y)
1-2
(S) < 3JNeR y - z = i
Ly— g5 La 4-2m
z = A
3m
o T 1-2
< JAeR, _ 12%m
¥ = +
4-2m
z = A

3 1-2
mn A+ m;)L)M(—:IR}.
4-2m 4-2m

L'ensemble des solutions est {(

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



