Maths 2025/26 TD 12 - Equations différentielles linéaires MPSI
a=1
J— b=0

EXERCICES CHAPITRE 12 Donc, si c+2a=0 , alors f est solution de y' + ty = £>. On en déduit que ¢ — 1> —2
b=0

Solution1 -

1. Léquation différentielle homogene associée est ' —3y = 0. Les solutions de cette équa-

tion homogene sont les fonctions ¢ — Ae3’ pour 1 € R.
-2
On remarque que la fonction constante égale a EY est une solution particuliere de y' —
3y=2.
Lensemble des solutions de y' —3y = 2 est donc

R - R
P g AR
3

. Léquation différentielle homogene associée est y' —3t°y = 0. t — —t° est une primitive
de t — —31? sur R, donc les solutions de cette équation homogene sont les fonctions
3

t— Ae’ pour leR.

-1
On remarque que la fonction constante égale a Y est une solution particuliere de y' —
3ty =1
Lensemble des solutions de y' —3¢%y = t? est donc

R —- R
-1 AER.
r - ?+Aet3 |

1
. Léquation différentielle homogene associée est y' + ty = 0. t — > t? est une primitive
de t — t sur R, donc les solutions de cette équation homogene sont les fonctions ¢ —
1.2
Ae 2" pour LeR.

On va rechercher une solution sous forme polynomiale. Soient a, b, ¢ des réels. On pose
fit— at® + bt + ¢, définie sur R.

fsolutionde y' + ty =2 © VteR,2at+ b+ t(at> + bt+c¢) = 3

oVieR at® +bi*+(c+2a)t+b=1>

est une solution particuliere de y' + ty = 3
Lensemble des solutions de y' + ty = ¢ est donc

D _,ltz |A€[|R .

. Léquation différentielle homogene associée est ' +2y = 0. Les solutions de cette équa-

tion homogene sont les fonctions £ — Ae 2! pour A € R.

On va rechercher une solution sous forme exponentielle. Soit @ un réel. On pose f: t —
ae?!, définie sur R. f est dérivable sur R.

f solutionde y' +2y = e*! © Vte R, 2ae*’ +2ae*’ = *'

oVteR4a=1

1
Donc £~ - e?! est une solution particuliere de y' +2y = e?!

Lensemble des solutions de y' +2y = e? est donc

R - R
1 AeR .
o Ze2t+/1e_2t |

. Léquation différentielle homogene associée est y' —5y = 0. Les solutions de cette équa-

tion homogene sont les fonctions £ — Ae® pour A € R.

On va rechercher une solution sous forme exponentielle. Soit @ un réel. On pose f: ¢t —
ate’, définie sur R. f est dérivable sur R et pour tout f € R,

fl(H=abBt+1)e.

fsolutionde y' —5y=e’’ © VteR,aGt+1) e’ —5ate’ = e’

o VteR, (bat+a)—5(at)=1
oVteRa=1

Donc t — te! est une solution particuliere de y' —5y = e
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Lensemble des solutions de y' —5y = >’ est donc

{R—»[R{

t — A+pe MER}'

6. On note (Fg) : y' — y = sin().
Léquation différentielle homogene associée est y' — y = 0. Les solutions de cette équa-
tion homogene sont les fonctions ¢ — Ae’ pour A € R.

On va rechercher une solution sous forme trigonométrique. Soient a, b des réels. On
pose f: t — acos(¢) + bsin(¢), définie sur R. f est dérivable sur R et pour tout ¢ € R,

f'(0) = —asin(r) + beos(1).

f solution de (Eg) © Vit € R, —asin(¢) + bcos(?)
—acos(t) — bsin(t) = sin(#)
< VteR,(b—a)cos(t)+ (—a— b)sin(t) = sin(z)

-1
Enprenanta=>b= > cette derniere ligne est vérifiée. Donc ¢ — ? (cos(t) +sin(t)) est

une solution particuliere de y' — y = sin(¢)
Lensemble des solutions de y' — y = sin(#) est donc

R —- R
{ t — Aet—%(cos(t)+sin(t)) |A€IR§}.

Solution2 -

1. y(x) = Lol ice2
X —x - =X e
J 2 4
2. y(x) = —cos(x) +sin(x)+Ce
2

3. yx)= (% + x) e*+Ce*

—-X

4. y(x)=x-1 1 e+ L cos(x) + 1 sin(x)+Ce™*
P Y= 2 2 2
Solution3 -
1. Onnote (E1): ¥ + (tan(x))y = sin(x).
Léquation différentielle homogene associée est y’ + (tan(x))y = 0. x — —In(cos(x)) est

o T
une primitive de tan sur ]_E E[ donc les solutions de cette équation homogene

b4
sont les fonctions ]_2 [

x —
|53l

2’2
x — Acos(x)

. pour A € R, c’est a dire les fonction
Ae

pour A € R.

On va rechercher une solution particuliere a I'aide de la méthode de variation de
T
la constante. On note g : ]——;—[ — R une fonction dérivable et on pose f : x —

- T T
g(x)cos(x). Alors f est dérivable sur ] ~3i3 [ et pour tout x € ] 35 [
f'(x) = g'(x) cos(x) — g(x) sin(x).

Alors, on a

f solution de (E;) © Vx e ] z —[ f (x) + tan(x) f (x) = sin(x)

o Vxe ] [,g (x) cos(x) = sin(x)

n
2 2
o Vxe]—g;g[,g/(x) =tan(x)

o T

x — —In(cos(x)) est une primitive de tan sur ] _E; 5 [, donc

] T [ R

Ip: 22 est une solution particuliere de (Ey).
x — —In(cos(x))cos(x)

Lensemble des solutions de (E;) est donc

{]_gg[ - R meR}.

x — (A-In(cos(x)))cos(x)

. Onnote (E,) : y + (tan(x))y = cos®(x).

Léquation différentielle homogene associée est la méme que précédemment. Ses solu-
T

. . -== — R

tions sont les fonction ] 22 [ pour 1€ R.

x — Acos(x)

On va rechercher une solution particuliere a I'aide de la méthode de variation de
T . -

la constante. On note g : ]——;E[ — R une fonction dérivable et on pose f : x —

g(x)cos(x). Alors f est dérivable sur ] —g g [ et pour tout x € ] —g g

f'(x) = g'(x) cos(x) — g(x) sin(x).
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Alors, on a Alors, on a
f solution de (E,) & Vx e ] Z,2z [ ') +tan() f (x) = cos’ (x) f solution de (E3) & Vx€R, f'(x) 1 OE

2°2 3 ’ 2 1+ x2
T

oVxe|-=;=|,8 (x)cos(x) = cos® (x) g’(x)(l + xz) 1

] 72[ 72[[ e VxeR, A+x22 1+

¢>Vx€] 5,5[,g(x)—cos (x) @Vx(—:le'(x):l
T

o Vxe ] E’ 3 ,8' (%) = —(1 +c0s(2x)) X +— x est une primitive de x — 1 sur R, donc

1 1 T T
X— 1 (2x + sin(2x)) est une primitive de x — 3 (1+cos(2x)) sur ] _E; > [, donc
T
22 est une solution particuliere de (Es).
X = Z(ZX +sin(2x)) cos(x)

fi p:
Lensemble des solutions de (E») est donc
T

|-3i3l - ®

1 1 | ALER
x - A+ §x+ 1 sin(2x)) cos(x)

3. Pourtout x€R, 1+ x% #0, donc I'équation de I’énoncé équivaut a

(Es) Y+ y=—

Léquation différentielle homogene associée est y' + y =0. x — In(l + x°) est

1+ x2
une primitive de x — 2 sur R, donc les solutions de cette équation homogene
X
] TR R
sont les fonctions 2’2 ,. pour A € R, c’est a dire les fonction
X - Ae—ln(l+x )
T
551 -
2°2 1 pourleR.
X - —
1+ x?

On va rechercher une solution particuliéere a I'aide de la méthode de variation de la

. - (%)
constante. On note g : R — R une fonction dérivable et on pose f : x — 1g+ 5. Alors
x

f est dérivable sur R et pour tout x € R,

g (x)(1+x?)—2xg(x)
(1+x2)2

o=

R —- R
/i p- X — X
1+ x2
L'ensemble des solutions de (E3) est donc

est une solution particuliére de (E3).

R — R

A+x |A€R
X - —

1+ x2

Solution4 -

1 v C—x
Ly =
Y 1+ x2

2. y(x)=V1+x3(C+x)

C +arctanx
1+ x2

3. y(x) =

Solution5 -

1. (a) Lensemble des solutions de I’équation homogéne associée est

R —- R
{x . Aegx |/1ER}

(b) Recherche d’une solution particuliére. On introduit C : R — R une fonction déri-
vable et y : x — C(x)e>*. La fonction y est dérivable et pour tout x € R, y'(x) =
(C'(x) +3C(x)) >~

y solution de (E;) < VxeR, y'(x)—3y(x)=e**

— VxeR, C'(x)e**=¢**
— VxeR, C'(x)=e*.

—X

Donc si on choisit C : x — —e™ ", on obtient que la fonction définie par y(x) =
-Xx ,3x

—e *e3* = —e?* est solution de (Ey).
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(c) Finalement, '’ensemble des solutions de (E;) est xe]-1;1[ y'(x) = C'(x) /1—x2— X Cx).
V1-—x?
R — R x 1+x—x?
{ ¥ = le3¥_e2x IAER}. ysol.de (Ey) < Vxel, y(x)- xz_ly(x) =1
xC(x)  xC(x)V1-x?
, 2 o 2 = Vxel, C'(x)V1-x2- ) _ ()2
2. Ona (Ey) <= y + —y =0. Une primitive de x — — est 2In, donc 'ensemble des solu- V1-x? x*—=1
X X
tions de I'’équation homogene (E») est : _ 1+ x—x°
x2-1
RY — R — vrel O (1+x-x%
xel,C(x)=———.
x - o IAERE @ -DVI-22
X

3. Ona(E3) < y -

1
y= .
Vi-x2" 1-y2

(@) Une primitive de x —

= est arcsin, donc I’ensemble des solutions de I'équa-
1-x
tion homogene associée est

R — R
x - /leArcsin(x) |/1€[R .

(b) Une solution évidente est x — —1.

(c) Finalement, '’ensemble des solutions de (E3) est

{ =110 -

R
r - /leArcsin(x) -1 [AeR.

2

4. Ona(By) = y - -~ y=11x"%
’ 4 Y YT e
X 1
(@) Une primitive de x — 5 est x — Eln(|x2 —1|), cest-a-dire x — In(V'1 - x2).

Lensemble des solutions de 'équation homogene associée est

-1 —- R LeR
x — /1\/1—x2| R

(b) Recherche d’une solution particuliére. On introduit C : ]-1; 1[ — R une fonc-
tion dérivable et y : x — C(x)V x%—1. La fonction y est dérivable et pour tout

Or, pour tout x € ]-1; 1],

2 2

1+x—x _ 1-x X B 1
2-1DVI-x2 (x2-1DVi-x2 Q-x»%2 142

donc si on choisit C(x) = —Arcsin(x) — V' 1—x2, la fonction définie par y(x) =
—Arcsin(x) V' 1 — x2 — 1 est solution de (Ey).
(c) Finalement, '’ensemble des solutions de (E) est

—x(1—x2)3/2

1-1;1] —- R
ALeERS.
{ x — AV1-x2-Arcsin(x)V1-x2-1 IAe }

(a) Une primitive de x — —tan(x) est x — In(|cos(x)|), c’est-a-dire x — In(cos(x)). Len-
semble des solutions de I'’équation homogene associée est
T T

]___ -

; R
22 1 I1eR

cos(x)

T T
(b) Recherche d’une solution particuliere. On introduit C : ] ) ; 5 [ — R une fonction

C
dérivableet y: x — ) . La fonction y est dérivable et pour tout x € ]_f; T [,
cos(x) 2 2
) = C'(x) cos(x) + C(x) sin(x)
Y= cos(x)?
1. de (E vxel, y'(x)— t =
ysol.de (E5) < Vxel, y(x)— y(x)tan(x) 05003
C'(x) Cxtan(x) C(x)tan(x) 1
<~ Vxel, + - =
cos(x) cos(x) cos(x) cos(x)3

— Vxel, C'(x) = ——.
o (x) cos(x)?2
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tan(x , . . . . . . . s
donc si on choisit C: x — tan(x), la fonction définie par y(x) = (x) est solution (b) Recherche d'une solutlzon particuliere. On introduit C : R — R une fonctlon’ déri-
do (E cos(x) vable et y : x — C(x)e“*. La fonction y est dérivable et pour tout x € R, y'(x) =
e (Es). C'(x)e®* +2C(x) €2*.

(c) Finalement, '’ensemble des solutions de (Es) est

T
|-3i3l - ®
B A+tan(x) [A€ER
cos(x)

6. Ona(Eg) < y' - xln(x)y:

— = w

est x — In(|In(x)]), c’est-a-dire x — In(—In(x)). Len-

(@) Une primitive de x —
xIn(x

semble des solutions de I’équation homogéne associée est

IAER}:{]O;I[ : § I/lE[R}.

X In(x)

10;1] — R
x — =Aln(x)

(b) Recherche d'une solution particuliére. On introduit C : ]0; 1[ — R une fonction

dérivable et y : x — C(x)In(x). La fonction y est dérivable et pour tout x € ]0; 1[,

¥ (x) = C'(x)In(x) + %

=2

xln(x)y T x
— Vxel0;1, C'ne+ C¥ W@ 3
X xIn(x) X

y solution de (Eg) <= Vx€]0;1[, y'(x)—

3

> Vxel0;1], C'(x)= .
xIn(x)

donc si on choisit C : x — 3In(-In(x)), la fonction définie par y(x) =
3In(-In(x)) In(x) est solution de (Eg).
(c) Finalement, '’ensemble des solutions de (Eg) est

{ 10;1] — R

x — Aln(x)-3In(-In(x))In(x) I/leR}.

7. (a) Lensemble des solutions de 'équation homogeéne associée est

R — R
{x »—» Aezx |/1€R}

y solution de (F7) < VxeR, y'(x)-2y(x)=sh(x)
< VxeR, C'(x)e**+2C(x)e* —2C(x)e** =sh(x)

, e ¥ +e3
— VxeR, C(X):T
e ¥ e73x
donc si on choisit C : x — 5 + ——, la fonction définie par y(x) =
e ¥ e—3x eX -X
(—— + —) e’ = —— + —— est solution de (E;).
2 6 6

(c) Finalement, ’ensemble des solutions de (E;) est
R - R
X — Aezx—§+e—_x [AeR ..
2 6

X
x2—1y_x2—1'

X 1
71 est x — Eln(|x2 - 1|), c’est-a-dire x — In(v x2-1).
x —

Lensemble des solutions de I'équation homogeéne associée est

8. Ona (Fg) < y'+

(@) Une primitive de x —

11;+00[ — R
A [LeER .
X —_ [
x2-1

(b) Lafonction x — 1 est solution évidente.
(c) Finalement, 'ensemble des solutions de (Eg) est

11;400[ — R
A |[AER 3.
X - —1

Solution6 -
1. Léquation caractéristique associée est r> —5r +6 = 0, dont les racines réelles sont 2 et 3.
Lensemble des solutions & valeurs réelles de y” — 5y’ + 6y = 0 est donc

{IR—»[RE

2
D e |Gmen]
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2. Léquation caractéristique associée est r> —3r = 0, dont les racines réelles sont 0 et 3.
Lensemble des solutions a valeurs réelles de y” —3y' = 0 est donc

R R
{x — A+ped* |()L,u)€[}'\?2}

3. Léquation caractéristique associée est r* + 4r +4 = 0, qui a une unique racine double
réelle —2.

Lensemble des solutions a valeurs réelles de y” + 4y’ +4y = 0 est donc

{IR—»[R

x — A+px)e |(/1,,u)€[R{2}

4. Léquation caractéristique associée est r> —2r +2 = 0, qui n'a pas de racines réelles, et
qui a deux racines complexes conjuguées: 1+iet1—i.

Lensemble des solutions a valeurs réelles de y” —2y' +2y = 0 est donc

{IR—»[R

2
x — e“(Acos(x)+pusin(x)) (A, eR }

Solution7 -
1. Onnote (Ey): y"+2y -8y = e*'. Léquation homogene associée est (E 1,) : y"+2)' -8y =
0

L'équation caractéristique associée a (Ej ) est r? +2r —8 = 0, dont les racines réelles
sont —4 et 2.

Lensemble des solutions a valeurs réelles de (Ej, ;) est donc

{[R—»IR

2
t — /162t+[,te_4t |(/1;IJ)€|R }

Pour rechercher une solution particuliere, on remarque que 3 n’est pas solution de
R - R

I'équation caractéristique. Soit @ € R. On pose fy : ; Qe

3¢ . Alors f, est deux
fois dérivable sur R et

fo solution de (E;) © VteR, 9a e’ +2-3ae’ —8aed’ = &%

<S> VEieER, 9a+6a—-8a=1

1
oVteR, a=-
7

Ainsi, f1 est une solution particuliére de (E;). Lensemble des solutions de (E;) est
7

R — R 2
t — Ae2t+,ue‘4t+le3t |4, eR
7

2. Onnote (Ez) : y" -3y +4y = 2e*'. Léquation homogene associée est (E, ;) : " — 3y +
4y=0
Léquation caractéristique associée a (Ey,;) est r° —3r + 4 = 0, dont les racines réelles
sont —1 et 4.
L'ensemble des solutions a valeurs réelles de (Es,j;) est donc

{[R—»IR

2
LD etapet 1R

Pour rechercher une solution particuliére, on remarque que 4 est solution simple de
R - R

I'équation caractéristique. Soit @ € R. On pose f; : ; ared

¢ - Alors fy est deux

fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R
fo(®) =a@dt+1)e

(1) = a(161 +8) e’

fa solution de (E;) © VteR, a(16t+8)e* —3a(4t+1)e*’ +4atet’ =2
o VteR, a(l6t+8)—-3a(@drt+1)+4at=2
sa=-
5

Ainsi, f2 est une solution particuliére de (E»). Lensemble des solutions de (E») est
5

IR — R 2
2
{ r — Ae_t+(#+gt)e4t (A, eR }

3. On note (E3) : y” — 10y’ + 41y = sin(#). Léquation homogene associée est (E3 ) : ¥ —
10y’ +41y=0
L'équation caractéristique associée a (E3 j,) est r2—10r +41 =0, qui n’a pas de racines
réelles et a deux racines complexes conjuguées 5+4i et 5 —4i
L'ensemble des solutions a valeurs réelles de (Es3,j) est donc

{[R—»IR

2
t — e’(Acos(41) + pusin(4r) I(/l,y)e[Ra}
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Pour.rechercher une solution particuliere, on va utiliser que pour tout ¢ € R, sin(f) =
Im(e'"). On cherche donc une solution particuliere de

(Bsc):y"—10y +41y=e'’
On remarque que i n’est pas solution de I'équation caractéristique. Soit a € R. On pose

R —- R
fa:

; qell - Alors fy est deux fois dérivable sur R et pour tout £ € R

flt)=aie'

" _ it
o () =—ae

fa solution de (E3) & Ve R, —ae' —10aie'’ +41are’’ = e’
S VieR, —a—10ai+4lat=1

_ 1

~40-10i

A+

T 170

<S> a

1 .
Ainsi, fpc:t— 70 (4 +i)e'! est une solution particuliere de (E3c).

1
Dongc, Im(fyc): t— 70 (4sin(f) + cos(?)) est une solution particuliére de (E3).

Lensemble des solutions a valeurs réelles de (E3) est

R - R
2
{ r - e5t(ﬂlcos(4t)+,usin(4t))+Flo(4sin(t)+cos(t)) L eR }

4. Onnote (E;): y"~2y'+2y = cos(t) e’. Lensemble des solutions a valeurs réelles de (Ej ,)
est (voir exercice 3)

{[R—»[RP

2
r — et(ACOS(tH’,USin(t)) |(7L,u)€|R}

On pose

(Esc):y" -2y +2y=ellel =101

Comme cos est la partie réelle de ¢ — e'’, on va chercher une solution particuliere de
(Esc) et sa partie réelle sera une solution de (E4).

Pour rechercher une solution particuliere, on va utiliser que pour tout € R, sin(?) =
Im(e'").

On remarque que 1+ est racine simple de I'équation caractéristique r> —2r +2 = 0. Soit

R - R

a € R. On pose f, : ; a+ie - Alors fy est deux fois dérivable sur R et pour

— ate
tout reR

0 =all+ie+1)ed+dr

MO =a(@+ D2+ A+ )+ A +0) e =2a(it+1+i)el)!

fa solution de (E3) © Vi€ R, 2a(it+1+ e 2a(1+i)r+1)e1+!
1 oqreltD _ o+t

SVIER, 2a(it+1+i)—2a((1+i)t+1) +2ar=1

o VteR, 2ia=1

oVieR a= -
2

- —i j . C
Ainsi, fpc:t— > e*D! est une solution particuliere de (Ey¢).

1
Dong, Re(fpc): t— 3 te'sin(¢) est une solution particuliere de (Ej).

Lensemble des solutions a valeurs réelles de (E;) est

R —- R
2
{ t — e'(Acos(t) +(u+ é))Sin(t)) |4, W eR }

. On note (Es) : y" —4y' +3y = 2e' =3 cos(21). Léquation homogene associée est (Es,p,) :

y' -4y +3y=0
L'équation caractéristique associée a (Es ) est r? —4r+3 =0, qui a deux racines réelles :
let3.

L'ensemble des solutions a valeurs réelles de (Es ) est donc

{[R—»IR

2
t — Ael+ue’ |(/1,,u)€|R}

Pour rechercher une solution particuliere, on va utiliser le principe de superposition.
On définit

(Es,a):y" -4y +3y=¢e'

(Esp):y" -4y +3y =cos(2t)
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 On cherche une solution particuliére de (Es ;). On remarque que 1 est solution simple
- R

de I’équation caractéristique. Soit @ € R. On pose fy : ; U

¢ . Alors f, est deux

fois dérivable sur R et pour tout ¢ € R
fa®)=a(t+1)e

T =a(t+2)e’

fa solutionde (Es ) © VteR, a(t+2)e’ —4a(t+1)e' +3ate’ =e'
S VIeR, a(t+2)-4a(t+1)+3at=1

o 2a=1

-1
Ainsi, fp,,l Lt > te' est une solution particuliere de (E5 ).
 On cherche une solution particuliere de (E5 ;). On pose
(Es,b,c) : y// —4}/, +3y — ei2t
On remarque que 2i n’est pas solution de I'équation caractéristique. Soit @ € R. On pose

R — R
fa:

2ir - Alors f, est deux fois dérivable sur R et pour tout £ € R
t — ae”

fa(o =2iae®, (1) = —4a e’

fa solution de (Es pc) © Vi €R, —4ae’ —4x2iae?! +3ae?! = &2
<o VteR, —4a-8ia+3a=1
1 1480

S a= - =
—-1-8i 65

—-1+8i ,; . N
o0 e“'" est une solution particuliere de (E5 ;,c).

1
Donc, Re(fp,pc) : £ — g(— cos(2t) — 8sin(2¢)) est une solution particuliere de (Es p).

Ainsi, f, pc:t—

D’apres le principe de superposition,
¢, 3 :
fpit——re +%(cos(2t) +8sin(21))

est une solution particuliere de (Es).
Lensemble des solutions a valeurs réelles de (Es) est

R —- R
2
{ b= (A_t)et"‘#eSt"';—s(COs(Zt)+85in(2t)) M"MR}

Solution 8 -

1. On commence par résoudre I'équation homogene y” —2y'+y = 0. Son équation caracté-
ristique est 72 —2r+1 = 0, dont 1 est racine double. Les solutions générales de I'équation
homogene sont donc les fonctions

x— Ae* + puxe”.

Comme 0 n'est pas racine de I'’équation caractéristique, on va chercher une solution
particuliere sous la forme d'un polynéme de degré 1 . Mais y(x) = ax + b est solution de
I'équation différentielle si et seulement si :

VxeR,-2a+ax+b=x<—=VxeR,(a-1)x+(b-2a)=0.

Un polynome réel étant identiquement nul si et seulement si tous ses coefficients sont
nuls, on en déduit que a =1 et b = 2. Les solutions de I'’équation sont donc les fonctions
de la forme

x—Ae* +puxe* + (x+2).

Si on ajoute les conditions y(0) = y’(O) =0, on obtient les équations
A+2=0etA+pu+1=0,
soit A = —2 et u = 1. La seule solution de I'’équation est donc la fonction

x— (x=2)e* + (x+2).

2. Léquation homogene y" +9y = 0 admet pour équation caractéristique associée 1> +9 =
0, dont les racines sont 3i et —3i. Les solutions réelles de 'équation homogéne sont
donc les fonctions de la forme ¢ — cos(3x) et ¢ — sin(3x). On cherche une solution par-

x+1
ticuliere sous la forme d'un polynéme de degré 1, et on trouve x — 5 Les solutions
de I’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme

) x+1
Xx— Acos(3x) + Bsin(3x) + 3
s . e < 8
La condition y(0) = 0 entraine A = —1/9. Etla condition y'(0) = 1 entraine B = 27

3. Léquation caractéristique est 7> —2r + 1 = 0 dont 1 est racine double. Les solutions de
I’équation homogene sont donc les fonctions de la forme

x— (A+Bx)e*,A,BeR.
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: . . . 1-cos(2x)
Pour résoudre I'équation avec second membre, on linéarise sinfx=——"""" Parle

principe de superposition des solutions, on cherche d’abord une solution particuliere
qui correspond a 1/2. La fonction constante égale a 1/2 convient. On cherche ensuite
une solution particuliere convenant a cos(2x) (il suffira ensuite de multiplier par —1/2
pour trouver une solution convenant a —cos(2x)/2 ). On cherche cette solution particu-
liere sous la forme y(x) = ccos(2x) + dsin(2x). On a alors

¥ (%) =2y (x) + y(x) = (=3¢ — 4d) cos(2x) + (4c — 3d) sin(2x).

On cherche donc c et d solutions du systéme

—-3c—-4d =1
4c-3d=0
On trouve ¢ = —3/25 et d = —4/25. Les solutions de I'équation différentielle sont donc
les fonctions

x— (A+Bx)e* + 1 + 3 cos(2x) + 2 sin(2x), A,BER
2 50 25
4. On commence par résoudre I'équation homogene y" -4y’ +3y = 0. Son équation carac-
téristique est r2 —4r +3 = 0, dont les racines sont 1 et 3 . Les solutions de I'équation ho-
mogene sont donc les fonctions x — Ae*+ue*. Comme -1 n'est pas racine de I'équation
caractéristique, on cherche une solution particuliére sous la forme y(x) = (ax + b)e™ ™.
En dérivant, on trouve

Y (x)=(~ax+(-b+a)e ™,y (x) = (ax+ (b-2a))e” ™

et donc a et b sont solutions du systeme :

8a=2
8b—6a=1

On résout ce systéme, et on trouve qu'une solution particuliére est donnée par yo(x) =

x 5\ _ . . ) 4 :
(Z + E) e~*. Finalement, les solutions de I'équation avec second membre sont les

fonctions de la forme

x 5
x— |2+ =|e*+1e"+ueS A uer
(4 16) pe L1

Solution9 -

1.

2.

2

t— 2 est définie sur R\ {—1,1}. Pour tout t € R\ {—1,1},

1+12 )

>S0=1t"<1,
1- 12
2
donc r— 2 est définie sur]—1, 1[. Elle y est strictement positive donc f est définie
sur]—1,1[.
. e 1+ .

Pour ce qui est de la dérivabilité, comme - > 0 pour tout ¢ €] — 1, 1], les théorémes

2

généraux nous assurent que f — est dérivable sur ] —1,1[ et finalement, f 'est

r2

aussi.
Pourtoutre]—-1,1],

£ = L 1 L2a- t2)— (1 +t2) (=20
1+ 12 1+ £2 (1-)?
\/1—t2 2\/1— 2
1 2t=203 421+ 213
T2 a-er
1-12
1 2t 2t
T+ 0= 1-4
(a) L'équation homogene associée a (E) est
(Bp)  x'- L
-1

1
t— —In(1-1) estune primitive de t — — 1 sur]—1,1[ Les solutions del’équation
homogene sont donc les fonctions

1-1L1 — R
K AeP1-0 =21 -p)

t —

avec 1 € R.

On va rechercher une solution particuliere a 'aide de la méthode de variation de
la constante. On note k : ]-1,1[ — R une fonction dérivable et on pose h: t —
k(t)(1—1). Alors h est dérivable sur ]—1;1[ et pour tout £ € ]—1; 1],

H=K®a-1-k@.
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Alors,onaennotant I =] —1;1]

h solution de (E)

1 2t
veel f'(t) - )=
eVielL f - T 0= e
1 2t
VieLK(®Q-0)-k(it) —-—k()Q-t) = —————
eVieLEOU-0-kt) -3k -0= -="5 73
2t
Vte LKA -t)—k(t)+k(t) = ————
eVieLkMU-0-k+k0 =153
eVte LK ()= 2!
’ TA+t+2+3)1-1)
2t
Vie LK) =f'(t)=
oVte (0= - A

On en déduit que h: t — f(#)(1—¢) estune solution particuliere de (E). Lensemble
des solutions de (E) est donc

{ I-L1[ — R

t A+ F(O)(1-1) MEK}

(b) Soit g une solution de (E) telle que g(0) = 1. Il existe A € R telle que pour tout
tel-1L,1L g =A+f@)A-1).
1=g0)=A+In1)=A.
Donc pour tout £ €] —1;1],

g =0+ f(®)A-10.

— Le circuit décrit est le suivant

Ug

Solution 10

p4
A

R

V(t) C

N

10

On a les relations suivantes pour tout ¢ > 0
Ugr(t) = RI(1)
Q1) =CUc(1)
1. Laloi des mailles nous dit que pour tout t > 0, e(t) = Uc(?) + Ug(?) et donc

Q1)

V) = T+Rl(t). (E1)

Lintensité étant la dérivée de la charge électrique,

_Qw , pd0
V= C +Rdt(t)'

On va I’écrire de sorte a avoir un coefficient 1 devant la dérivée de Q.

V_Q

—=—4+Q.
R RC Q

Léquation homogene associée est 0 = % +Q', doncl’ensemble des solutions de1'équa-

R, — R 1eR
t-—»le‘fT%|€'

Q

\%4
Qp : t — VC estune solution particuliere de R-RC +Q’, doncl’ensemble des solutions

RC
R, — R
y _t [AeR}.
t — Ae RC+VC

La solution vérifiant que la charge du condensateur est nulle a I’état initial est alors

tion homogene est

de I’équation homogene est

Q:t— VC(1-e 7o)

2. Lintensité étant la dérivée de la charge électrique, en dérivant I'équation (Ej), on ob-

!
t
tient V'(#) = % +RI'(1), c’est-a-dire

Ly =19, e

R RC (E2)

Ici, V estla fonction t — Vysin(wt), donc V': t — wVycos(wt)
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L'équation homogene est la méme. On cherche une solution particuliére en passant en
complexe.
wVO iwt I(1) /
—e " = —+1(1) (E2,c)
R RC 2,C

On cherche une solution particuliere de la forme f: t — ae'®’ avec a € R.

wVy t
g solution de (Ez,c) © V>0, 20 it & +

!
t
R RC o
oVy ael®t ;
S V>0, —2 il = +ivae'®’
R RC
< Vt>0,CoVy=a(l+wRCi)
Ca)V()
& ——=qa
1+wRCi
C(UVO

Trazz Lm0t =0

CwVy
enposant T =RC.Donc f: t - ———

(1-wri)e'®?
1+ w272

est une solution particuliére de
(E2,c). Pour tout ¢ > 0,

Cw 0 . L.
f(t) = ——=—= (cos(wt) + Twsin(wt) + i[sin(w?) — Tw cos(w1)])
1+w?72

Ainsi, Re(f) : t —

20 5 (cos(wt) + Twsin(wt)) est une solution particuliere de (E»).
T
Lensemble des solutions de (E>) est donc

R+ e R
oV AeRS.
r — Ae‘Tt(T =20 (cos(wt) + Twsin(wt)) |
1+w?r?
On détermine alors que la solution vérifiant 1(0) = I est

R+ I R
_L 0 . _t
t — Iye r+—(cos wt)+Twsin(wt) —e r)
0 T o7,Z (Cos(@D) (1)
Solution 11 -

1. On se place a un instant £ > d¢. On étudie I'évolution sur un petit instant d¢
Les intéréts ajoutés entre ¢ et ¢ + df sont y(¢)7 dz.

On rembourse p(#) dt. On a donc

y(t+d) —y(0) =ty(r)dt—p(r)dt.

11

MPSI

y(t+de) —y(1)
- @ - = ) — 1).
> Ty(t) —p(¥)
En faisant tendre df vers 0, on obtient

(E) y'(t)=1y()—p(D).

L’équation homogene associée est y' — 7y = 0 dont les solutions sont les fonctions ¢ —
Ae’ pour 1€R.

Soient a et B desréelset f:t— at+ .

fsolutionde (E) ©Vt >0, a—tat—tf=—at—R

oVt20, (a-ta)t+(@—-1f+R) =0

a a+ Rt L a a+ Rt
Enprenant @ = — et f = ——, onendéduit que f, : 1 — —1+
T

. = est une solution
particuliere de (E). Lensemble des solutions de (E) est
[R+ e R
a a+Rt AERG.
fo A AR e ]
T 72

Soit f la solution correspondant a la situation de I'’énoncé et A son parametre. Alors
f(0)=Set f(T)=0.Donc

1 a a+ Rt
/1+—2(TR+a)=S, —T+
T T

5 +1efT=0
T

1 a a+ Rt 1 T
A=S-—=@R+a), —T+——+|S-—=@R+a)|e” =0
T T T T

arT+(a+R1)+ (1S (tR+@)e’’ =0
acT+1-e" ) +Rr(1-e"T)+72Se' T =0
Les remboursements sont constants lorsque a = 0, c’est a dire
Ral-e ) +1Se’T =0

7Se™”

T el
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Solution 12 -

1. D’apres le principe fondamental de la dynamique (nous sommes bien dans un référen-
tiel galiléen), on a my" = —ky, donc

y//+£y:0
m

. -~ k ) .|k .|k
Léquation caractéristique est 7> + — = 0, donc les racines sont iy/ — et —i{/ —, donc
m m m

les solutions de I'équation différentielle forment I’ensemble

IR+ i [R

[ k [ k 2
t — Acos|ty/—|+ucos|ty/ — A wer
m m

Le mouvement est périodique, sinusoidal.
2. Cette fois-ci, le principe fondamental de la dynamique nous donne my” = —ky —cy’ et
donc
y"+£y'+£y=0
m m
c?—4km

On
m2

Léquation caractéristique est % + —r+ — =0. Son discriminant est A =
m m
distingue les cas selon le nombre de racines réelles :

o Sic®—4km> 0, les racines sont

—c—Vc2-4km —c+Vc2-4km
n=—————— Et rp=——"".
2m 2m

donc les solutions de I'équation différentielle forment I’ensemble

{IR+ - R

Aer1t+uer2t | (AYIJ) ERZ}

r —
r1 et rp sont négatifs, donc le mouvement est amorti (régime transitoire puis régime
stationnaire nul). Il y a trop de frottements pour avoir une oscillation.

e Si ¢ —4km =0, il y a une unique racine réelle
—c
o= -
donc les solutions de I'équation différentielle forment I’ensemble

[R+ i R
A+ put)e!

r —

|(A,u)eR2}

12

ro est négatif, donc le mouvement est amorti (régime transitoire puis régime station-
naire nul).

oSic?—4km< 0, les racines sont
—c—ivVct-4km

rn=————=Etr

—c+ivct-4km
)=
2m

2m

donc les solutions de I'équation différentielle forment I'’ensemble

IR+ — [R
=, V2 —akm V2 —4km | (A, p) € R?
r — em Acos(—t)+usm(—t)
2m 2m

1o est négatif et cette fois le mouvement est sinusoidal amorti (sinus dans uns enveloppe
exponentielle décroissante).

Solution 13 -

1. D’apres le principe fondamental de la dynamique, pour tout ¢ > 0,
my" () = F(t) — ky(1)

'O+ 0’y = F sin(at)
m

| k
enposantw =1/ —
m

2. L'équation homogene associée est
V'O +w’y(1) =0

Léquation caractéristique est 7> + w? = 0, donc les racines sont iw et —iw. Lensemble
des solutions de I'équation homogene est donc

t —

{IR+ e R

2
Acos(wt) + psin(wt) [, weR }

Pour la recherche de solution particuliere, on passe en complexe en on pose I’équation
différentielle, car

iat
e

F
Ec): " +wly=—
(Ec) yrwy=—

On suppose que w # a. On cherche alors une solution sous la forme

frt—rye®
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ol y est une constante complexe. f est deux fois dérivable et pour tout ¢ > 0,
f’(l‘) — Yaieiat
f”(t) — _Yaz eiat

F

2 mt+w2)/emt - emt
m

f solutionde (E¢c) @Vt >0, —ya“e

F
< Ve=0, —ya2+w2y=—
m

F

AT

F

e —ad) e'®! est une solution particuliere de (E¢). La partie réelle de f
mw? -«

Donc f:t—
est
i t— ————-cos(at).
I m(w? — a?)
C’est une solution particuliere de (E).
L'ensemble des solutions est donc

cos(at)

IR+ - R 9
t — Acos(wt)+pusin(wt) + A per

F
m(w? — a?)
Lorsque @ se rapproche de w, alors w? — a? est tres petit et les oscillations sont de tres fortes
amplitudes. (Et éventuellement, ca fait boum)

Solution 14 -
1. gestdeux fois dérivable car f I’est et pour tout x € R, on a
f0) =g +eh).

=g x0+e") +e* g(x).
") =0+eMg"(x)+2e* g'(x) +e* g(x)

1+e*2f"(x)-2e 1 +e¥) f'(x) - Be*+1) f(x)
=(1+eY)?[(1+eY)g" (x) +2e" g (x) +e* g(x)]
—2e*(1+eM) (g0 +e")+e*gx) - Be*+1)gx)(1+e")
=(1+e9%g" () + [2e" 1 +e%)? —2e* (1 +e9)?] g’ ()
+[e*(1+e9? -2(eM*(1 +e") - 1-3(e")* - 4e"| g(x)
=(1+e"°g"(x) + [-1-3e* -3(eM)* - (%] g(x)
=(1+e9)3g"(x) -1 +e9)3g)

13

2. Onraisonne par équivalence.

f solution de (E) <= VxeR, (1+e*)?f"(x)-2e"(1+e") f'(x)
—(3e*+1)f(x) =0
= VxeR, (1+e9)°(g"(x)-g(x) =0
— VxeR, g’ (x)-gx)=0
<= g solution de (F)

ol (F) est 'équation différentielle y” —y = 0.
3. L'ensemble des solutions de (F) est

{[RZ—»[R{

2
X — Aet+ue? I(A,u)eﬂ%}.

D’apres les questions précédentes, on en déduit que I'ensemble des solutions de (E) est

{[Ri—»IR

2
x — (Aex+#e—X)(1+eX) |(A!,u)€[R }

Solution 15 -

1. Posons y: x— ax® + bx + c. Cette fonction est deux fois dérivable, avec y/ 1x—2ax+b,
y": x— 2a. Ainsi,

y est solution de

2 2
I'équation différentielle < VXER 2a+ax’+bx+c=3x
a=3
— { b=0
2a+c¢=0
a=3
— { b=0
c=-6

Finalement, x — 3x? — 6 est une solution de I'équation différentielle.
2. Lesracines du polynome caractéristique sont i et —i, donc '’ensemble des solutions de
¥ +y=3x"est:
{ R - R

2
X = /lsin(x)+ycos(x)+3x2_6 |(A,,U)€[R}.

Notons f I'unique solution du probleme de Cauchy proposé. Il existe (A, ) € R? tel que
f: x — Asin(x) + pcos(x) + 3x? — 6. La fonction f est dérivable et [’ : x — —psin(x) +
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Acos(x) +6x. Par ailleurs,

fO) =1
flo = 2
donc f: x — 2sin(x) + 7 cos(x) + 3x> — 6.

Solution 16 -

1. Soient x, t € R.
sh(x) =t < e *(e**-1) =2t
= ™ 2te’+f =1 +1
= (e -*=r+1
= e'-t=Vr2+10ue* ~t=-vVr2+1
= x:t+m0ux:t—m.

Or*+1 > 2, donc par croissance de la racine carrée vV t2+1 > |t|, puis t+ V2 +1 > 0.
De méme, —V 12+1 < —|t]| puis £ — V 2+1 < t - |£| < 0. Ainsi, 'unique solution de
I'équation est In(z + V/ 2 + 1).

2. (a) zestdérivable en tant que composée de fonctions dérivables, et pour tout x € R,

Z'(x) = ch(x) f'(sh(x))

Z' estdérivable en tant que composée et produit de fonctions dérivables. Pour tout
xeR,
2" (%) = ch(x)? £ (sh(x)) + sh(x) f' (sh(x))

(b) On a, en utilisant la question 1,
C+Df" O+t O-fO=t+V2+1
— (sh(x)? +1) f" (sh(x)) + sh(x) f'(sh(x)) — f(sh(x)) = e*
= ch(x)?f"(sh(x)) + sh(x) f'(sh(x)) — f(sh(x)) = e*

—=7'(x)-z(x)=€*

3. Apres calculs (rien de difficile, c’est une équation linéaire du second ordre standard), on
obtient que 'ensemble des solutions de z' — z = e” est :

R - R
x — e+ e_x+x_ex (AR .
K 2

14

4. Analyse. Soit f une solution de (E). Soit x € R, ¢ = In(¢ + V' #2 + 1). D’apres 2.(b), z est

solution de z” — z = e*, donc avec la question précédente on obtient qu'il existe A, u € R
X

xe
tel que z(x) = Ae* +ue ™™ +T' Ainsi,

f() =z(x)

X

xe
=Ae+uer+ 5

u In(t+VE2+D(t+ V2 +1)
=AU+ ViEE+1)+ + .
[+Vi2+1 2

Synthese. On vérifie que ces fonctions sont effectivement solution de (E) (il faut déri-
ver... c’est long mais facile!).
L'ensemble des solutions de (E) est finalement :

R — R
{ = A+n(Ve+V2+1)e+vVee+D+ a

[+Vi2+1

|mmeW}

Solution 17 -

1. Soit y: RY — R une fonction deux fois dérivable. Posons z : t — y(e’). La fonction z est
deux fois dérivable en tant que composée de fonctions deux fois dérivables et pour tout
teR,

Z’(If) — ety/(et) Ft Z"(l‘) — ety/(et) +62ty”(et).

Soit x € RY, £ =In(x). Ona

x*y"(x) +3xy (0) + y(x) = (x + 1)
e2ty//(et) +3ety/(et) +y(et) — (et+1)2

2t 1

= ()" +e'y(eh)+2e y(eh) +yeh) = (e +1)?

— 2" +27 (1) + z(1) = e*T +2e’ +1.

La racine (double) du polynéme caractéristique de X2 +2X+1 = (X +1)? étant égale
a -1, on en déduit que les solution de 'équation homogene de (E') sont définies par
y(x) = Ax+we ™, ot (A, p) € R%.

Apres calculs (en utilisant le principe de superposition des solutions), on trouve que les
2t ot

e
solutions de 2" + 22" + z = e?' +2e’ +1 sont définies par z(f) = (At + e’ gt

oil (A, ) € R?. 1l s’ensuit que I'ensemble des solutions de 'équation de départ est :

RY — R
Aln(x) + 2
X — M+x_+f+1

|wmeW}
X 9
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2. Soit y: R — R une fonction deux fois dérivable. Posons z: t — y(tan t). La fonction z est
T 7
deux fois dérivable sur I = ]_E ; 5 [ et,pourtout e I,

Z'(H) = (1 +tan(r)?)y (tan(z))

Z"(t) = tan(£)*(1 + tan(£)?) y" (tan(#)) + tan(z) (1 + tan(£)%)2y’ (tan(1)).
SoitxeR, tel.
1+x2)y" () +2xA+x2)y' () +4y(x) =0

— (1+tan(n?)y” (tan(n) + 2tan(z) (1 + tan()?)y' (tan(r)) + 4y(tan(1)) = 0
— Z'(t)+4z(1) = 0.

Les racines du polynéme X2 + 4 = 0 étant égales 2 2i et —2i, on obtient que 'ensemble
des solutions de I'équation différentielle z” +4z = 0 est

I —- R ,
{ t — Asin(2f) +pcos(2t) (A, weR }

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation de de départ est :

{R—»IR

2
x — Asin(2arctan(x))+ pcos(2arctan(x)) A eR }

Solution 18 -

1. z est deux fois dérivable et vérifie
Z@)=1+e")y ) +eyx),z2" () =(1+e%)y"(x) +2e*y' (x) + e* y(x).

11 est facile de vérifier que y vérifie I'équation différentielle de départ si et seulement si
z vérifie I'équation différentielle

Z'+z=xe".

Or, on aici une équation différentielle a coefficients constants facile a résoudre, dont les
X—

1
solutions sont les fonctions z(x) = Acosx+ Bsinx + e’ avec A, B € R. Les fonctions

¥ qui sont solutions de I'’équation différentielle initiale sont donc les fonctions

_ x
y) = (1+¢e*)"" | Acosx + Bsinx +

15

2. z = xy est deux fois dérivable, et on a z’ = xy' + y et 2’ = xy" +2y'. Ainsi, z vérifie
I'équation
Z'+27'+2=0

Léquation caractéristique est r> + 2r + 1 = 0 dont -1 est racine double. Ainsi, z vérifie
Axe ¥ + pe™. On en déduit que les solutions de I'équation initiale sur ]0, +oo[ ou sur
] —o00,0[ sont les fonctions de la forme

-X
_ e
x—Ae F+u—.
x

Soit maintenant y une solution sur R. Alors, il existe des constantes Aj, y1, A2, 2 € R

telles que
e*x
e+ —

=X

six>0
y(x) = e

)Lze_x+u27 six<0

Pour que y admette une limite en 0, il est nécessaire que y; = yp =0, puis que 1 = 1,
pour que les limites a droite et a gauche coincident. Ainsi, puisque x— e~ est de classe
C? sur R et solution de I'équation, les solutions sur R de 1'équation sont les fonctions

x— Ae ™

Solution19 -

n
1. SoitneN, ag,...,a, € Raveca, ZO0et P: x — Z akxk une fonction polynomiale de
k=0
degré n. P est dérivable deux fois en tant que fonction polynomiale et pour tout x € R,

n n
Px)=)Y kax*™ Et P'(x0)=) k(k-Dapx*2.
k=1 k=2
Ainsi,
n n
P vérifie (E) < Vx€eR, (x2 +1) Z k(k— l)akxk_2 -2 Z akxk =0
k=2 k=0

n n
= VxeR, Y k(k—-Dapx*+ Y kk(k-1agx*?
k=2 k=2

n
-2 Z akxk =0.
k=0
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n n
En particulier, le monome de degré n de x — Y k(k—Dagx* + Y kk(k - Dagx*2 -
k=2 k=2

n
2 Z akxk doit étre nul, c’est-a-dire que n(n—-1)a, —2a, =0, puis, comme a, # 0, n(n—
k=0
1)-2=0,dou n? - n—-2=0.Comme neN, on en déduit n =2.

2. D’aprés la question précédente, une solution polynomiale est de degré 2, donc on in-
troduit p : x — ax®+bx+c, ot a, b, c € Ravec a # 0. La fonction p est deux fois dérivable
en tant que fonction polynomiale, avec pour tout x € R,

p'(x)=2ax+b Et p'x) =2a.

On adonc

(x> +1)2a-2(ax*+bx+c)=0
—2bx+2a-2c=0

-2b = 0
2a—2c = 0

4:»{"

p vérifie (F) < VxeR,

— VxeR,

a = C

Ainsi, on peut choisir p: x — x + 1 comme solution de I'équation (E).

3. Puisque p ne s’annule pas sur R, on peut poser z = y/p et z est deux fois dérivable
d’apres le théoreme de dérivation d'un quotient.

4. On reprend les notations précédentes avec p: x— x*>+1.0Ona

Y =p'z+pz et y' =p"z+2p'72 +p2’,

pp('+2p'z + pz"y - 2zp
= pRy+2p'Zd+pdH-2zp
= p?Z'+2p'pz
= p(pZ +2p'2).

py" -2y

Ainsi, comme p ne s’annule pas sur R, y est solution de (E) si et seulement si Z = z’ est
solution de I'équation

(BN: A+ 7' +4rZ =0.

L o 4t 2 . 'l .
5. Puisqu’une primitive de ¢ — 1 est t— 2In(1+t“), les solutions de I'équation homo-

+12
géne (E') sont de la forme

k

t*—’m, avec ke R.
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D’apres les questions précédentes, pour en déduire les solutions z de (E), on peut cal-

culer
fx dr
(1+12)2°
2de

fx de —fx de —fx de = arctan(x) — x—
A+13)2 ) 1+ (2+1)2 (2+1)%

Or les fonctions définies par u(#) = t et v(f) = —

Ona

1
—— sont de classe C', donc la for-
2(r2+1)
mule d’intégration par parties donne :

*ofdr
(t2+1)2

-t
2(12+1)

oot dr X 1
+ f =— + —arctan(x).
2(t2+1) 2(x2+1) 2

Donc:

fx i = 1arctan(x) + _*
1+12)2 2 2(x2+1)°

Finalement, I’ensemble des solutions de (E) est

R - R

rP+1
X +— kl(—+
2

ki, kz) € R
arctan(®) | + k(1 + 12 | (ey, kz) €

Solution 20 -

1. Analyse. Soit f une solution de I'équation fonctionnelle. On a, pour tout x € R,
f'(x) = —sin(2x) — f(~x)

avec x — —sin(2x) — f(—x) dérivable, donc f’ est dérivable, c’est-a-dire que f est deux
fois dérivable. On a alors pour tout x € R,

f"(x) = —2cos2x) + f'(~x)

d’oty, pour tout x € R, f'(-x) = f”(x) + 2cos(2x). En utilisant 'équation fonctionnelle,
on obtient :

VxeR, sin(2x)- f(x)=f"(x)+2cos(2x)

c’est-a-dire
VxeR, f"(x)+ f(x)=sin(2x)—2cos(2x)

(a) Apres calculs, on trouve qu'une solution de y” + y = sin(2x) sur R est

sin(2x)
3

X— -
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(b) Apres calculs, on trouve qu’'une solution de y” + y =cos(2x) sur R est

cos(2x)
3

X— —

(c) Avec le principe de superposition des solutions, on obtient que

sin(2x) 2cos(2x)
3 3

— —

estune solutionde: VxeR, f”(x)+ f(x) =sin(2x) —2cos(2x)

Ainsi il existe (A, u) € R? tel que f estla fonction

i 5 cos(2
foxm ASin(x) + preos(x) - SAEX) | 26052N)
3 3
2. Synthese. Soit (1, 1) € R?. Posons
(2 5 cos(2
f:x— Asin(x) + pcos(x) — $in(2%) " cos( x).
3 3
Cette fonction est dérivable et pour tout x € R,
2cos(2 4sin(2
f,(x) = Acos(x) — pusin(x) — cos(2x) B sin(2x) '
3 3
Comime sin est impaire et cos est paire,
2cos(2x) | 4sin(2
f'(=x) = Acos(x) + psin(x) — CO;( x) . su;( x)

Ainsi

(%) &= VxeR, sin(2x) + (A + ) (sin(x) + cos(x)) = sin(2x)

< VxeR, (A+ p)(sin(x) + cos(x)) =0

En évaluant en 0, cela implique que A + p = 0. Réciproquement, si A + p = 0, alors cette
derniere ligne est vraie. D’ol1
(X)) = A=—pu

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation fonctionnelle est :

R —- R
{ . sin(2x) 2cos(2x) IAE[R}.
x — Asin(x)-—

A _
cos(x) 3 3
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Solution 21 -
X2 2
1. Notons A(x) = f e'” dt, une primitive de e* . On ne sait pas expliciter cette primitive.
0

Ae~ AW,

X 2
Six > 1, on a par positivité de I'intégrale A(x) = f e’ dt>0etcomme e’ >1 alors
0

X 2 X
A(x):f e’ dt>f 1dt=x
0 0

—A —
0<e W™

2
Les solutions de y' + ™ y = 0 s’écrivent f(x) =

En conséquence :

Ainsi,

<If@I<IAe™

et f(x) T 0.

2. Supposons que y vérifie sur RI'équation, et posons u(x) = y(x)*+ e y'(x)?. Lafonction

u est a valeurs positives, dérivable, et
u'(x) =

2y (x)y(x) + e‘x22y” Xy (x) - 2xe™ y'(x)?

en utilisant que ef’62 y' "x) = - y(x) (car y est solution de I'équation différentielle) on

obtient :
x2 2

u'(x) =—2xe™ ™ y°.

Ainsila fonction u est croissante sur ] —oo; 0[ et décroissante sur ]0; +ool, donc pour tout
x€R,0< u(x) <u(0).Or y2 (x) < u(x) par construction, donc

VxeR, [y(x)|<vu)=1/y0)2+y(0)?

X X
Solution 22 - Puisque x — f f)sin()dt et x — f f(t)cos(#)dt sont des primitives,
0 w2

b4
ces fonctions sont dérivables donc F I'est aussi et, pour tout x € [0 ; 5 ] R

F'(x)

sm(x)f f (&) sin(#) dt — cos(x) f (x) sin(x)
+cos(x)f f () cos(#) dt +sin(x) f (x) cos(x)

= sm(x)f f(t)sm(t)dt—i—cos(x)f f(®) cos(r)dt.
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i1 . . . .
On obtient de méme que F’ est dérivable et, pour tout x € [0; > ], 2. Synthése :Réciproquement, soit (a, b) € R* et f,, , : x — acos(x) + bsin(x).
¢ En évaluant la relation demandée en 0, on obtient

P
F"(x) =cos(x) f f(£)sin(#) dt + sin®(x) f (x)
0

fap@+0=1
X
. 2
_ sm(x)f0 f () cos(r)dt + cos”(x) f(x) donc f,,(0) = 1, ce qui donne a = 1.
=—F(x)+ f(x) e Posons B
donc 8ab:X— fup(x) +f0 (x—=1) fap(0)de.
F'+F=f La fonction g, j est dérivable d’apres le méme argument que précédemment, et pour
Ainsi F est une solution de 'équation (E) : y” + y = f. Par ailleurs, les solutions de I'équation tout x € R,
homogene sont définies par y(x) = A cos(x) + psin(x), oit (A, ) € R?. Ainsi les solutions de (E) .
sont définies par y(x) = A cos(x) + usin(x) + F(x), olt (A, ) € R?. 8o p(X) = fo () + f fap(®)dt = b—Dbcos(x) + asin(x) + beos(x) — asin(x) =
Soit f une solution du probleme de Cauchy proposé (F est une solution puisque F(0) = 0
F(g), donc il en existe au moins une). Il existe (A, 1) € R® tel que f : x — Acos(x) + psin(x) + Pour f, ; soit solution, il faut donc que b = 0.
F(x). « Finalement, 'unique solution possible du probléeme est la fonction cosinus et on véri-
f) = f(g) — A=u fie rapidement qu’elle convient, puisque pour tout x € R,

Doncl’ ble cherché est : * * *

onctensemble cherche es cos(x)+ | (x—1t)cos(t)dt = cos(x) +xf cos(t) dt—f tcos(f)dt

T 0 0 0
[0 ] [AeR}. . SOURT
x — Acos(x)+Asin(x) + F(x) = cos(x) — xsin(x) — Re fo te''dt|.
Solution 23 - it
e
1. Analyse. Soit f une solution de I’équation. Posons, pour tout x € R, Or les fonctions ¢ — t et t — — sont de classe C', donc via la formule d’intégration par
i
W=+ [ -nfwdr= e [ oa- [ e parties
x)=f(x)+ x=nf)ar=f(x)+x ryar— rf(t)at. x . . x . .
& 0 0 0 f te”dtz[—ite”]z+f ie”dt:—ixe‘x+[e” ;C
0 0

D’apres le théoreme fondamental de 'analyse, puisque ¢ — t f(f) est continue, la fonc-

donc
— — — x . . .
tion x f t f(¢) dr est dérivable sur R de dérivée x — x f(x). De méme, x f f(nde Re (f te”dt) — Re(—ixe™ +e/® _1) = xsin(x) + cos(x) — 1
est dérivable sur R, de dérivée x — f(x). Ainsi g est dérivable et, pour tout x € R, 0
puis
g ) =f(x)+xf(x) +f0 fOde—xf(x) =f'(x) +f0 f(odt. ;
: I et - cos(x) +f (x— 1) cos(t) dt = cos(x) — xsin(x) — (xsin(x) +cos(x) —1) = 1.
La fonction g est a son tour dérivable sur R et, pour tout x € R, 0
g’ =f"0+ fo. Finalement, cos est I'unique solution du probléme.
Si f est solution de I'équation, alors pour tout x € R, f”(x) + f(x) = 0 puisque dans ce
cas la fonction g est constante égale a 1. Il existe alors deux réels a et b tels que & Du tréfle 2 brouter... & Qui s'y frotte sy pique!
VxeR, f(x)=acos(x)+bsin(x). ¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!
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