Maths 2025/26

TD 11 - Techniques élémentaires de calcul intégral MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 11 I

Solution 1 - On note F; une des primitives de f; pour i de 1 a 20, définie sur le méme
intervalle que f;.

2., 3

1. Fi:t— =2+ +r.
3 2
2 2

2. Bit— gt5/2+—t3/2.

3

1+2¢+ 12
3. Pourtout >0, f3(f) = —— = Y2494

Vi

12 4 32 donc une primitive de f; est

Fy:t—212 4 A, 250
3 5

1
4. Fy:t— —exp(cos(r) + 5).

5. F5:t—In(—In(?)) sur]0,1[.

F5: t— In(In(#)) sur]1, +ool.
/

u
On a reconnu une forme — avec u = In.
u

6. Pour tout f € R,

sin4(t) = (—eit_eit)4
- 2i
_ 1 (eit_e—it)4
16
1

_ E(e4it_4ezit+6_4e—2it+e—4it)

= %(005(41‘) —4cos(2t) +3)

On en déduit une primitive :

1(1
F5:t—>§ Zsin(4t)—2sin(2t)+3t.

-1 4
7. F;:t— Tcos(t) .

On a reconnu une forme u'us avec u = cos.

8. Pour tout € R,

e3zt+e—3zt
2

5it

(eZit _e—iZt)
2

Lt_e—SLt)

cos(3¢)sin(2t) = (

1 it
=—@"'"-e''+e

4]
_ %(Sin(St) —sin(2)

On en déduit une primitive :

1 -1
Fg:t— —(— 5t) + t
8 2(5 cos(5¢t) + cos(1))

9. Fg:t——-2V1-¢e’.
l

On a reconnu une forme —-
u

1 2
10. Fyp: Eln(l +t°).

!
u

On a reconnu une forme —-
u

11. Fi;:t+— Arctan(In(?)).

avec u =1In.

u
On a reconnu une forme 5
1+u
12. Pour tout t € R,

fi2() = ERe(egteZ”) = ?Re(e(gﬂi)t),

t— e®+201 3 comme primitive sur R r— ——— e®*2) pour tout réel £, on a
3+2i)
1 QB+20)t _ 3-2i QB+20)¢
(3+21) 3+2i)(3-21)
3-2i .
_ QB+20)1
13
3-2i ,;
— e3t eth
13

3;3— 20 L
=e 13 (cos(2t) +isin(2t))

En prenant la partie réelle de cette expression, on obtient une primitive de fi,

3 2
Fio:t— €3 = cos(2t) + — sin(21) |.
12 13 21) 13 (21)
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13.

14.

15.

16.

17.

Pour tout x € R,

X _1 1x+4 1
2x2+4x+9  42x2+4x+9 2x2+4x+9
1 4x+4 1 1

42x2+4 7 2

N
2

1 4x+4 1 \/;

1922 Av20 /17 22
2 +1

T 42x2+4x+9
Rraes VI,

On en déduit une primitive de fi3 :

Fiz:x 1ln(2x2+4x+9) L Arctan(\/ix+\/§)
BTy V14 7 7"

Pour tout x e R,

X 1+x%-1 1
1+x2  1+x2  1+x2
On en déduit une primitive de fi4 :
Fi4: x— x—Arctan(x).
Pour tout ¢t €]2;3],

2t+3 2043 -7 9
2 5146 (-2)0(-3) -2 1-3
On en déduit une primitive de fi5 :
Fi5:t— —7In(t —2) +9In(3 — 1). (On a bien fait attention au signe des arguments des
logarithmes)
Pour tout x e R\ {-3},

X X

~ _x+3-3 1 3
X2+6x+9 (x+3)2  (x+3)2

T x+3 (x+3)?2

On en déduit une primitive de fi6 sur ]3;+ool :

3
Fig: x—In(x+3)+ ——.
16 ( ) ~13

Pour tout x € R,

2
2 _ 1 8 1 4
+x+1 (x+%)2+(‘/7§)2 3 (Zy\c/gl)z_,_l \/5(21\%1)2+1

On en déduit une primitive de fi7 surR:
2x+1 )

V3

4
Fi7: x— — Arctan (
V3

18.

19.

Pour tout x €] — o0, —2],

xt P+ -4)+16
x2-4 x*-4

=% +4)+

x2—-4

16
(x=2)(x+2)
) 4 4

=x*+4+

On en déduit une primitive de fg sur ] —oo; —2[:
1
Fig:x— gxs +4x+4In(2 - x) —4In(-2 — x). (On a bien fait attention au signe des argu-
ments des logarithmes)
Pour tout x €] —oo, —1],
3% +1  3(x—2)(X¥+2x+1)+9x+7
X2+2x+1 x2+2x+1

9x+7
=3x-2)+ —m
x24+2x+1

9 2x+2-3%
=3(x-2)4ox —— 9
2 (x+1)?

9 2
=3(x-2)+=-x -—
2 x+1 (x+1)2

On en déduit une primitive de fjg sur]—oo;—1[:

3
Fig:x— Exz —6x+9In(-1-x)+ - (On a bien fait attention au signe de 'argument

(1+x)
du logarithme)

20. Pour tout x € R,

B-3x+1  (F+2x+2)(x-2)-x+5

X2+2x+2 x24+2x+2

12x+2-12

=X _——
2x24+2x+2
1 2x+2 6

=X— —_—— —
2x242x+2 x2+42x42

o, L 2x+2 6

T2x2+2x+2 (x+1)2+1

On en déduit une primitive de foo surR:
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1 1
Fop:x— —x>—2x— - ln(x2 +2x+2) + 6Arctan(x + 1) (On a bien fait attention au signe

de I'argument du logarithme)

Solution2 -

1.

10.

11.

12.

. Une primitive de f, est x —

1
Une primitive de fj est x — 5 cos(3x% +1).

-1 F u’)
————— (Forme —
6(x3+3x+2)? us

. Une primitive de f3 est x — —In|cos(x)|.

1
. Une primitive de f3 est x — Z(l +sinx)?.

1 .3
Une primitive de f5 est x — 3 e’

1
. Une primitive de fs est x — 3 In(x). (Forme ')

1
Une primitive de f7 est x — 3 arcsin(x?).

. T
Soit x € ]—5; 5['
tan?(x) + sin®(x) = tan®(x) + 1 — cos? (x) = tan’(x) —

1 1
donc une primitive de fg est x — —Ex ~1 sin(2x) + tan(x).

Une primitive de fy est x — arctan(e®).

Soit x € R. On peut linéariser cos4(x) :

cos4(x) 1 cos(4x) + L cos(2x) + 3
"8 2 8’

o 1 1. 3x
donc une primitive de f est x — ) sin(4x) + 1 sin(2x) + 5

Soit x e R.
1 1 1
2 " a X2’
3+x 31+(\/§)

\/§
donc une primitive de f; est x — — arctan| —

\/_

Soit x€]-1;0/.

1+ cos(2x)

2

’

13.

14.

15.

16.

17.

18.

puis,
1 ~ 1

VIXET-%  /1-@x+ 12

1
donc une primitive de fi» est x — > arcsin(2x +1).
Soit x € R.
2 2
¥ +4x+6= (x+2)2+2:2((— + _) )
\/_ \/_

V2 x+2
donc une primitive de fi3 est x — > arctan (—)

V2
Soit x € R.
12 2 o 2e”
ch(x) e*+e* e *(1+e2¥) 1+(e¥)?’
donc une primitive de fi4 est x — 2arctan(e).
Ona, pourtout xeR:
X X .
f sin(2x) e¥dx = f Sm(e* 120y dx
(e(1+2i)JC)
=Qm -
1+2i
Yo ((cos(2x)+isin(2x))(1—2i)
=e*'QSm s

X

e
(ol c € R), donc une primitive de fi5 est x — = (—2cos(2x) +sin(2x)).

Pour tout x € R},
1 1 1
S S
x+xIn(x)2  x 1+In(x)?

donc une primitive de f est x — arctan(In(x)).

Soit x € R.
sin(2x) _ 2sin(x) cos(x) o Qa +cos?)’(x)
1+cos?(x)  1+cos?(x)  1l+cos?(x)

donc une primitive de fi7 est x — —In(1 + cos?(x)).

T
Soit x € ]0; — [

2

1 tan’(x)

cos?(x)vian(x) vitan(x)
donc une primitive de fig est x — 2y/tan(x).
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19.

20.
21.

22.

23.

24.

Soit x e R.
cos® 2x) = l + lcos(4x)
202 '
puis,
1 1
cos® (2x)sin(3x) = > sin(3x) + 3 cos(4x)sin(3x).
Or,

cos(4x)sin(3x) = %(Sin(7x) +sin(x)),

1 1 1
donc une primitive de fi9 est x — — g cos(3x) — 7 cos(7x) + 1 cos(x).

2
Une primitive de f>g est x — 3 Vv sin(3x).

Soit x e R,
cos? (x) = 1 + lcos(2x)
202 ’
donc
e3x+l cosz(x) — 183x+1 +1§Re(e3x+l+2ix)’
2 2
puis une primitive F,; de f>; est définie par
1 1 e3x+l+2ix 1 e3x+l . 1
Fo(x) = —e3¥*! +—8‘ie(—_) =3l L Re(e®™(3-2i)-.
6 2 3+2i 6 26 6

Finalement, x — e3**!

Soit x € Je™!; +ool.

In'(x)
J22 (%) = —,
vin(x)+1
donc une primitive de fo» est x — 2y/In(x) + 1.
Soit x e R.
3x+4 3 2x 1

= — —+ ,
1+x2 21+x2 1+ x2

3
donc une primitive de f>3 est x — 3 In(1 + x) + 4arctan(x).

Une racine évidente de X> —5X + 6 est 2, et le produit des racines vaut 6 (cf. relations
coefficients/racines), donc 'autre racine est 3. D’apres le théoreme de décomposition

en éléments simples, il existe A € R tel que, pour tout x € R\ {2,3},

2 A A
x2-5x+6 x—-2 x-3

1
+ %6 S (3cos(2x) +2sin(2x)) est une primitive de f>;.

Cette relation se réécrit, pour tout x € R\ {2,3},

2 _Ax—3A—Ax+2A
X2-5x+6 x2-5x+6

On en déduit —A =2, puis A= -2.
Donc une primitive de fo4 est x — —2In|2 — x|+ 2In|x - 3|.

Solution3 - Ona:

1 n
I+]= 1dt=—
7= [ra=7

I_]:fz cos(t) —sin(1)
0

/4
- dr = [ln(cos t+sin t)]ﬂ :ln(\/é),
cos(t) +sin(1) 0

donc,
{ I+J = nla c'est—é—dire{ 2l = m4+V2
I-] = Inv2) I-7] = In(2)
In(v2 In(v2
Finalement, I = il + (v2) et]= T_ (\/_).
8 2 8 2
Solution4 -
1. Forme u'e" X
/ltetzdtz et 28 l_etl
0 0 2 2 2
!
2. Forme .
u
™4 tan(r /4 sin(t 1 wa 11
f ()dt:f s1n()dt: ] _1o11
0 cos*() o cos3(1) 2cos(1)? |, 2% 272

u
3. Forme —.
u

e 1 ~ o ~ ~
f; mdt— [ln(l +ln(t))]1 =In(1+1)-1In(1+0)=In2

u
4. Forme —.
u

% cos(n) = i —ml4 _ \/z _ -1
f—n/z sin(y & = Indsin(ODIZ), =In{ == |~ In(1) = —=In(2)



MPSI

TD 11 - Techniques élémentaires de calcul intégral

Maths 2025/26

5. Forme u'u’.
/2 -1
f sin(t)coss(t)dt: [—cos(t)6] =0+ —.
6 0 6

6. Forme u'u avec u = tan.

/4 /4
f (tan(s) + tan® (1) dt = f (1+ tan® (1)) tan(2) d
—n/4 /4
1 /4
Z tan(1)?
2 —-n/4
1 1
= = — - = 0
2 2
u/
7. Forme —
1 .
) Tref )]y =In(1+e) - In(2).

-1
J T f z\/,,«z—d"_[”z+ Ho=v2-1.

g(u +e)¥2-2V2).

9. uu%
1 2 1
fet\/1+e’dt:[§(1+e’)3/2] =
0 0

Solution5 -
(L3 — R -
1. On définit u: -1 etv: 1,31 R .
X - — x — Inx)
X
u et v sont des fonctions de classe C! sur [1,3] donc, en intégrant par parties, on a

3
= v f L0V () dx

f_x_

3

- ln(x)

1

_—mm
- X

3
_2-In(3)
T3

1

2. On définit u : 4
—  tan(x)

0,2 R
’ etv:

X

/1 /4
u et v sont des fonctions de classe C! sur [0, —] et pour tout x € [0, =], t/(x) = 5
4 cos(x)

v'(x) = 1, dong, en intégrant par parties, on a

I = (W@ v} —foz 1) v (x) dx

= [xtan(x)]o% —fz tan(x) x 1dx
0

b/ b/ z
tan() - (In(cos(x))],

T
n+1( )
= — n(—
4 V2
T 11(2)
=——-In
4 2
e 10,11 — R 0,1 — R
3. On définit u: i — exp() P 2

u et v sont des fonctions de classe C' sur [0,1] et pour tout ¢ € [0,1], u'(f) = exp(#) et

2t, donc, en intégrant par parties, on a

V(0=
I = [u()v(0)]; —fol w(Hv'(r)de
= [exp(t)tz]é—folexp(t)tht
=e—f01exp(t)2tdt.
On définit u; : (0, 11 : ;Rxp(t) etuvr: (0, 11 : ;Rt .

u; et v; sont des fonctions de classe Clsur [0,1] et pour tout ¢ € [0,1], u' (¢) = exp(¢) et
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v'(t) =2, donc, en intégrant par parties, on a
1
13=e—([u1(t)v1(t)](l)—f0 ul(t)vi(t)dt)

1
=e-[exp(n21], +f exp(t)2dt
0

=e—2e+2[exp(t)](l)
=e-2
0,2 R 0,2 R
4. Ondéfinitu: ' 2 etv: 2 .
t — —cos() r — t
Z

7T
u et v sont des fonctions de classe C! sur [0, 2 et pour tout ¢ € [0, E]’ u' (1) = sin(z) et

v' (1) = 1, dong, en intégrant par parties, on a
T

Iy = [u(t)v(t)]g —foi u(nv'(n)de

= [—tcos(t)]og +f§ cos(t)dt
0

=[sin(1)]¢
=1
5. On définit u: (21 = R etv: L2 - R 5 .
X — X X — ln(x)

u et v sont des fonctions de classe C! sur [1,2] et pour tout x € [1,2], ' (x) = let v'(x) =

In(x) .y .
ZT, donc, en intégrant par parties, on a

2
Is = [u(x) v(x))% - f u(x)v' (x)dx
1

2
= [xln(x)z]i—f 2In(x)dx
1

=2(n(2))* -2 [xIn(x) - x]3
=2(In(2))? -22In2) -2 — (In(1) - 1))
=2(In(2) - 1)?

0,1 — R

6. On définit u: x — Arctan(x) -

u et v sont des fonctions de classe C' sur [0, 1] et pour tout x € [0,1], u(x)=xetv'(x)=

o2 donc, en intégrant par parties, on a
X

1
Is = [u(x)v(x)]g - fo u(x)v'(x)dx

1 1 42
1 X
__f 7 dx
0 2 o 1+x

_ Arctan(1) 1f11+x2—1
0

1,
Ex Arctan(x)

2 2 1+x2
a 11 1
£ e
8 2Jo 1+ x2
T 1[ Arctan( )]1 ax 1
= — — — [x—Arctan(x = _——
8 2 0 4 2
[l,e] — R 1 - R
7. On définit u: 1 5 etv: [1,el .

u et v sont des fonctions de classe C! sur [1,€] et pour tout x € [1,e], 2/ (x) = x*> et V' (x) =

1
o’ donc, en intégrant par parties, on a
X

e
I; = [u(x)v(x)]‘f—f u(x)v' (x) dx
1

e ex3

1 31 1+x

1 3
—x°In(1+
3x n(l+x)

=l(e31n(1+e)—1n(2))—1 e(xz—x+1)(x—1)—1dx
3 3 1+x
:1(e31n(1+e)—1n(2))—lfe(x—l—L)dx
3 31 1+x
1,4 1{1.4 1, e
—g(e ln(1+e)—ln(2))—§ 3% 3% —x—In(1+x) 1
_1 (eg+1)ln(1+e)—21n(2)—£+e—2—e+§)
3 3 2 6
1 1
8. On définit u: [O’E] - R [O’E] - R .
t — t t — Arcsin(?)

1 1
u et v sont des fonctions de classe C' sur [0, 5] et pour tout ¢ € [0, 5], W=1letv' ()=
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1
> dongc, en intégrant par parties, on a
1-7¢

1

Ig = [u(t)V(t)]é —fi u(nv' (1) de
0

1
1or3 ot
= [tArcsin(8)]? —f dt
O b vVi—g
N '(1”[% -2t
= — Arcsin(= _—
2 2 0 2vV1—1¢2
1
=£+[\/1—t2]2
12 0
RERR
1202
e .. 01 — R 01 - R
9. On définit u: t — sh(® etv: P

u et v sont des fonctions de classe C' sur [0,1] et pour tout ¢ € [0,1], u'(£) = ch(?) et
v'(#) =1, donc, en intégrant par parties, on a

1
Iy= [u(t)v(t)]é—fo w(Hv' (r)de

1
=[(t+ l)sh(t)]é—f sh(r)dr
0

=2sh(1) - [ch(?)];
=2sh(1)—-ch(1)+1

=sh(l)-e '+1
e 01 — R 01 - R
10. On définit u: P etv: { — Arctan(s) -

u et v sont des fonctions de classe C! sur [0,1] et pour tout t € [0,1], t//(f) = 1 et V' (1) =

T2 donc, en intégrant par parties, on a
+

1
L= [u(t)v(l‘)]é—j[; u(®v' () de

1
= [tArct tl—/ dr
[£Arctan(?)], 112

= Arctan(1) 1f1 2t
- 2Jo 1422

[In(1 + %],

N =N -

In(2)

PSR

Solution 6 - La primitive de f qui s’annule en 0 est
X
F:x»—»f fode.
0

On va poser g : t — te’ cos(2t) = re’™*2)_On a alors f =Re(g). On va donc déterminer G la
primitive de g qui s’annule en 0, car alors Re(G) = F. Pour tout x e R,

G(x) :f g dr
0

X .
_ f Fet1420) g
0

—— eI+2D1 ¢ v(t) = t. Alors u et v sont de classe C! sur R

On pose, pour tout £ € R, u(t) = -
pose, p =172
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et pour tout £ € R, u'(£) = e1 2! et v/ (£) = 1. En intégrant par parties, on a pour tout x € R,

X X 1 X
_f i e(1+21)l‘dt
0 o 1+2i

.e(1+2i)t
1+2i
S NI E D e(l+2i)t]
1+2i (1+20)?
:e(l+2i)x( x L )+ '
1+2i  (1+2§)? (1+20)?
_e(1+zi)x(x(1+2i)—1) 1
(1+20)? 4i-3
:exem((x(1+2i)—1)(—4i—3))+ —4i-3
(4i—-3)(—4i—-3) 4i—-3(-4i-3)
(3+5x)+i(-10x+4)) N —-4i-3
25 25
(3+5x)+i(-10x+4)) N —4i-3
25 25

G(x) =

X

0

=e"(cos(2x) + isin(2x))

=e*(cos(2x) + isin(2x))

En prenant la partie réelle, on obtient que pour tout x € R,

X

e X 3
F(x)= g (cos(2x)(3+5x) +sin(2x)(10x—4))) — %

Solution7 -

X
1. Pour tout x €]0, +oo[, on pose G;(x) = f g1(r) dt. Alors G est une primitive de g; sur
1
10, +o0l.
 Si @ = —1, alors pour tout ¢ €]0, +o0],

X

x 1
G1(x) =fl gi(nde= z(ln(t))2

1
= Z1n(x)?
3 n(x)

1
Donc x — (In(x))? est une primitive de g; sur 0, +oco|

* Si a # —1, alors pour tout ¢ €]0, +o0],

X
Gy (x) =f t“In() dt
1

1
On pose, pour tout ¢ €]0, +ool, u(r) = i1 t**L et v(r) = In(s). Alors u et v sont de classe

1
C! sur 10, +ool et pour tout ¢ €]0, +ool, 1/ () = t* et V'(1) = - En intégrant par parties,

ona

—“n(p)

xoopexog 1
Gi(x) = —f — gy
1

1 a+1 t

1 a+1 1 a
=—2Xx In(x) — —%dt
1 a+l

a+1
:;xa#—lln(x)_L ;ta+l]x
a+1 a+lla+1 1
1 xa+1_1
= (x““ln(x)— —)
a+1 +1

En éliminant le terme constant, on a toujours une primitive de g;. Donc

xa+l 1
X— (ln(x)— —)
a+1 a+1

est une primitive de g; sur ]0, +ool.

X
. Pourtout xe R, on Gy (x) = f g2(1)dt. Alors Gy est une primitive de g, sur R.
0

1
On pose, pour tout ¢ € R, u(t) = —e®’ et v(t) = t? + t+ 1. Alors u et v sont de classe C'
a

sur R et pour tout ¢ € R, u/(f) = e’ et v/(¢) = 2t + 1. En intégrant par parties, on a pour
tout x e R,

X

Ga(x) =

1
—e* (P +1+1)
a

*1
—f —e%@2r+1)dt
0o Jo &

1 ax .2 1 1 * at
=—e"x" +x+1)———— e’ 2r+1)dr
a a aJo

1
On pose, pour tout £ € R, u; () = —e* et v;(£) = 2¢ + 1. Alors u; et v; sont de classe c!
a

sur R et pour tout 7 € R, uj (1) = e’ et v} (#) = 2. En intégrant par parties, on a pour tout
xeR,

X

11
+—f —e%2dt
0 aJo a

)

1 1 11
Go(x) = —e™(x?+x+1)———— | =e@2t+1)
a a al|la

1 1 1 2
=—(e“x(x2+x+1)—1——e‘”(2x+1)+—+— —e%t
a a a

1 1 2
:—(e‘”‘(x2+x+1)——e“x(2x+1)+—2e"‘x +c
a a a
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ol c est une constante réelle. En réorganisant les termes et en supprimant le terme
constant, on en déduit que

e 2
t—»—(x2+x(1——
a

1 2
a a «

X
3. Pour tout x € R, on G3(x) = f g3(1)dt. Alors G est une primitive de g3 sur R.
0

est une primitive de g» sur R.

-1
On pose, pour tout £ € R, u(f) = — cos(at) et v(t) = 1> + t. Alors u et v sont de classe
a

C'surR et pour tout 7 € R, u' () =sin(at) et v'(t) =2t +1. En intégrant par parties, on a
pour tout x € R,

Gs(x) = _;1 cos(at)(t® + 1)

X x_].
—f —cos(at)(2t+1)dr
o Jo «
—(x®+x) 1 [x
= —cos(ax)+—f cos(at)2t+1)dt
a a Jo

1
On pose, pour tout f € R, u; (t) = —sin(a?) et v1(#) =2¢+ 1. Alors u; et vy sont de classe
a

C! sur R et pour tout f € R, u’l(t) = cos(at) et vi(t) = 2. En intégrant par parties, on a
pour tout x € R,

—(x*+x)
G3(x) = ————
a

[l sin(at)(2t+1)
a

X X 1
—f —sin(at)zdt)
0 a

0
X)
0

1
cos(ax) + —
o

1 ( 5 1 . 2 [—1
= —|—=(x"+x)cos(ax)+—sin(ax)(2x+1)— — | — cos(at)
a o al a

= l (—(x2 + x)cos(ax)+ l sin(ax)2x+1) + % Cos(ax)) +c
a o a

ol c est une constante réelle. En réorganisant les termes et en supprimant le terme
constant, on en déduit que

1

5 2 1 .
t— — (—x —-x+ —z)cos(ax)+—sm(ax)(2x+1)
o a o

est une primitive de g3 sur R.

Solution 8 - On pose, pour tout x € [1,€"], u(x) = x et v(x) = sin(In(x)). Alors u et v sont de

cos(In(x))

classe C! sur [1,e”"] et pour tout x € R, 1/ (x) = 1 et v/ (x) = . En intégrant par parties,

on a pour tout x € R,
(¢ 1
I = [xsin(In(x))]§ —f X cos(In(x) dx
1

T

€
= —f cos(In(x) dx
1

™1, up(x) = x et v1(x) = cos(In(x)). Alors u; et v; sont de classe ct

—sin(In(x))

On pose, pour tout x € [1,e

sur [1,e"] et pour tout x € R, u'l (x)=1et vi (x) = . En intégrant par parties, on a

pour tout x € R,

eﬂ
I=—[xcos(n(x))]¢" +f xé(—sin(ln(x)) dx
1

v4

€
= —¢e” cos(In(e™)) + cos(0) —f sin(In(x) dx
1
=e"+1-1
2I=e" +1

e’ +1
>

Doul=

Solution9 -

1. 1. On effectue le changement de variable x =t — 1.
x prend les valeurs de 1 a 3.
t prend les valeur de 2 a 4.
2. Lafonction ¢ : t— t—1 est de classe C! sur [2;4].
3. Onadx=dt.

4. et
ch(x*—1)dx =ch((t- 1)®=1)dr = ch(t* - 21)d¢t

5. donc

3 4
f ch(x*-1)dx = f ch(#*-2p)dt
1 2
2. 1. On effectue le changement de variable y = x*.
x prend les valeurs de 0 a 2.
y prend les valeur de 0 a 4.
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2. Lafonction¢:x— x° est de classe C! sur [0;2].
3. Onady=2xdx.
4. et

1
x3 cos(x?) dx = Eycos(y)ddy.

. donc
2 4 1
fx3cos(x2)dx=f —ycos(y)dt.
0 0 2

. On effectue le changement de variable u = V't (et donc t = u?)
t prend les valeurs de 1 a 4.

u prend les valeur de 1 a 2.

. Lafonction¢: x— x° est de classe C! sur [1;2].

3. Onadt=2udu.
. et

sin(v'7) dt = sin(w)2u du

. donc

2 4
f sin(v'1) dt:f 2sin(w)udu.
1 1

. On effectue le changement de variable x = exp w

w prend les valeurs de —1 a 3.

u prend les valeur de e ! a €3,

2. Lafonction ¢ : x — exp(x) est de classe C! sur [-1;3].

. Onadx=e"dw.

4. et

1 2 2e%dw 2dx

w= w= =
ch(w) eW e W ew)2+1 x2+1

. donc
3

f' 1 dw_fe 2dx
ichw) Jer k2417

. On effectue le changement de variable x = In(«) (et donc u = exp(x))

x prend les valeurs de 1 a 4.

u prend les valeur de e' 2 e®.

. Lafonction ¢ : x — exp(x) est de classe C! sur [1;4].

d
. Onadxz—u.
u

10

T
. Lafonction ¢ : u— cos(u) est de classe Clsur [g;

. Onadx=-sin(u)du
4. et

. et

e 3 u du_ du
1+x  1+In(w) u 1+In(w

. donc

Y du

4 ex e
et e
1 1+x e 1+In(w)

. On effectue le changement de variable x = cos(u)

1
x prend les valeurs de 0 a >

T
u prend les valeur de > a 3

I

NS

Vi+x 1+ cos(u)

=vVtan(u/2)2(-sin(u)) du
=tan(u/2)(-sin(u)) du

. donc

12 1-x 3
f —dx :f tan(u/2)(—sin(w)) du.
0 1+x z

. On effectue le changement de variable u = vVx+1 (et donc x = u?-1)

x prend les valeursde 0 a 1.
u prend les valeur de 1 a v/2.

. Lafonction ¢ : x— v x+1 est de classe Cl sur [0;1].

. et

dx
. Onadu= et donc 2udu = dx.
2vVx+1
ad dx = 2_12udu—2(u Dudu
1+Vx+1 1+u ’
. donc
1 x V2
—dx:f 2(u—1udu.
.[0 1+vx+1 1



Maths 2025/26

TD 11 - Techniques élémentaires de calcul intégral MPSI

8.

1.

On effectue le changement de variable x = 2 + sin(#).

3.5
x prend les valeurs de 3 a >

-7
t prend les valeur de e a 5

2. Lafonction ¢ : t — 2 +sin(¢) est de classe Cl sur [0;1].
3. Onacos(#)dr =dx.

4, et
* = 2+sin() cos(t)dt
Vix-1)B-x) V(2 +sin(t) —1)(3 -2 —sin(?))
2 +sin(1)
= - - cos(t)dt
V(1 +sin(1) (1 —sin(?))
1—sin(#)2
2 +sin(f) .
= ————cos(t)dt = 2 +sin(1))dr
Vcos(1)?
5. donc

dx = ’ (2+sin(1)dt

5/2 x
f3/2 VE-DGB-0 _z

Solution 10 -

1.

>

On effectue le changement de variable u = /x.
x prend les valeurs de 1 a 2.
u prend les valeur de 1 a v/2.
La fonction ¢ : x — Vx est de classe C! sur [1;2].
Onadu= de etdonc 2udu =dx

2v/x

et
exp(vx) dx = exp(u)2udu
donc

2 V2
f exp(ﬁ)dx:f exp(u)2udu
1 1

Les fonctions exp et u — u sont de classe C' sur [1, V2] et de dérivées respectives

11

exp et u— 2. En intégrant par parties, on a

\/é \/z
exp(v/x)dx = [2uexp(u)]| —fl exp(u)2du

—2v2e"2 _2e— [2exp(u)]1/§
:Zx/ie‘/é—Ze—Ze‘/i+2e
J1=2(V2-1)ev?

On effectue le changement de variable ¢ = tan(u).
t prend les valeurs de 0 a 1.

b/
u prend les valeur de 0 a T

12
La fonction ¢ : u — tan(u) est de classe C' sur [0; Z].
1

> et

Onadr= (1+tan(w)?) du et donc dt = (1 + r*) du et dr=du
1+ 12
1-¢2 1-1% 1-tan(u)?
t= u= u.
(1+12)2 1+12 1+tan(u)?

donc

fl 1-¢2 dt—fﬁ 1 - tan(u)? du
o 1+2)2  Jo 1+tan(u)?

=f4 cos(2u)du
0

e
4

B [sin(Zu)
o2

0

J2=

N =

7
On effectue le changement de variable x = i u.
7
x prend les valeurs de 0 a T

b2
u prend les valeur de 1 ao.

7 7
> Lafonction¢:u— 1 u est de classe C' sur [0; Z].

Onadx=-du



Maths 2025/26 TD 11 - Techniques élémentaires de calcul intégral MPSI
> et On effectue le changement de variable u = sh(x).
In(1 + tan(x)) dx = —In(1 + tan(z —w)du u prend les valeurs de 0 a sh(1).
4 x prend les valeurde 0 a 1.
tan(%) — tan(u)
=—In (1 + W) La fonction sh est de classe C! sur [0;1].
( l—tan(u)) Onadu=ch(x)dx
=-In(l+ —
1+ tan(u)
2 et
- _m(—) du
1+ tan(u)
= (n(1+ tan(w)) —1n(2)) du V 1+ u?du=+/1+sh(x)2ch(x)dx = vch(x)2 ch(x) dx = ch(x)? dx
> donc donc
0
J3 =f (In(1+tan(u)) —In(2)) du
74 sh(1) 1
nl4 nl4 V1+uldu= f ch(x)? dx
= —f In (1 + tan(u)) du +f In(2)du 0 0
0 0 1 1
b/ — T (alx -2x
:_]SHH(Z)Z /0 4(e +2+e M) dx
1]
R In(2)m = f —(ch(2x)+1)dx
D'ou /5= . 0o 2
8 1 [sh(2x) !
4. > Oneffectue le changement de variable u = V/z. =3 [ s 5
0

t prend les valeurs de 1 a 2.
u prend les valeur de 1 a v/2.
> Lafonction¢:u— Vu est de classe Clsur [1; \/E].

1
> Onadu=dr—— etdonc2udu=dt
2Vt
> et
In(?) df = In(u?)

Vi

2udu = 4In(u) du,

> donc

2 1n(#) f\/i
—dt= 4] d
1Vt 1 n(u) du

= 4[uln(w) - wY?

=4V2In(V2)-4vV2+4
Ja=2V2In@2)-4v2+4

12

1 1
Js=7sh@)+3

On effectue le changement de variable u = x?.
x prend les valeurs de —3 a —4.
u prend les valeur de 9 a 16.

La fonction ¢ : x — x° est de classe C! sur [—4,-3].
Onadu=2xdx
et

X 1
dx = d
xt—-x2-2 22 -u-2)

u,
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> donc

v

—4 x 16 1
—* = — 4
f—g xX—x2_2 fg 2—u-2) M

1 16 1
Y ——
2J9 (u-2)(u+1)
1 rl6 1 ot §
_f 3+ 3 au
2 Jg u-2 u+l
1 160 1 1
o) iz
6 Jo u—-2 u+l

é In(u—-2)—-In(u+ 1)];,6

_ In(20/17)

6 6

On effectue le changement de variable s = exp(?).
t prend les valeurs de 0 a 1.

sprendlesvaleurde 1 ae.

La fonction ¢ : £ — exp(z) est de classe C! sur [0,1].

Onads=exp(r)dt

et Q2! t s
e+l et+1etdt: mds'

donc

1 eZt e g
f dr= —ds
0o ef+1 1 s+1
€ 1
J (e
1 s+1

=[s—In(s+ DI
J;=e—-In(e+1)-1+1In(2)

é(ln(l4) —In(17) - In(7) +1n(10))

13

10,400 — R
X1

Solution 11 - La primitive recherchée est f :

dr °

X —
1 ef—1
Soit x €]0, +oo[.
> On effectue le changement de variable s = exp(t).
t prend les valeurs de 1 a x.
s prend les valeur de e a exp(x).

La fonction ¢ : £ — exp(t) est de classe C! sur l'intervalle d’extrémités 1 et x.

ds
> On ads=exp(?)dt, autrement dit — =d.
s

> et 1 11
= —du.
el -1 u-1
> donc
x ] e 1
f dtzf —du
1 ef-1 e U—1lu

11
_fe (u—l_;)du
=[n(u-1) —ln(u)]gC
=In(e*-1) —In(e®) —In(e—1) +In(e)
ex—l)

=1-x+In
e—1

X

Donc f:x— 1—x+ln(e —
e_

1
I ) est la primitive de x — qui s’annule en 1.

er—1

Solution 12
1.

7 /4
IQZIZI.CB:—.
0 2

I = fi cos(0)df = [sin(0)]
0

SANTE

2. Soit peN.

> On effectue le changement de variable v = g —0.(onadoncf = g -v
6 prend les valeurs de 0 a g

7
v prend les valeur de 2 ao.
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7 12
> La fonction ¢ :0 — 5 — 0 est de classe C! sur [0, E]

> Onadv=-df

> et

(cos(@)” do = (cos (g - v))p(— dv) = —sin(v)” dv.

> donc

0
I,,:ﬁ —(sin(v))pdv
z

= ff (sin(v))” dv.
0

T
3. Soit peN. u = cos”*! et v = sin sont de classe C! sur [0, E]’ donc en intégrant par

parties,

Ip+2 = [cos(@PH! sin(@)]§ - f 5(—sin(9))(p+ 1)(cos(0)”)sin(6) do
0
=(p+ l)fi(cos(ﬁ)”)sin(H)de
0
= (p+1)f§(Cos(H)p)(l—cos(B)z)dH
0

= (p+1)f§cos(())”dﬁ—(p+1)[§cos(())’”de
0 0

=(p+ DI~ (p+Dlpsr

(p+2)Ips2=(p+ DI,
p+1

I, . o=——-1I
p+2 p+2 p

14

4. Soit p entier naturel. Alors

_ 2p-1)2p-3)---x5x3x1
2P opRp-2)2p—4)---x4x2
_@p-1@p-3)x5x3x1 2p@2p-2)2p—4)---x4x2

B 2p2Cp-2)2p—4)---x4x2 2p@2p-2)2p—4)---x4x2 0

!
_ 2p)! I

2 2
(T2, 2K]
p!
= —IO
2
(2P 11}, k)
__p oz
o (p)* 2

0

Coté impair, on a plutot

2p2p-2)2p—4)---x4x2
bp+1= I
Rp+1DR2p-1Q2p—3)---x5x3x1
2p2p-2)2p—4)---x4x2 2pRp-2)2p—4)---x4x2
= X
Cp+1)2p-1)---x5x3x1 2p@2p-2)2p—4)---x4x2
2p 2
(2, 2]

T ep+r !

2
_ P, 0
ep+1!

22 (p))°
“ep+!

1

1
sin(x)
I'aide d’'une formule de trigonométrie,

dx définie sur ]0,[. Alors, pour tout x €]0, [, a

X
Solution 13 - On pose F: x — f
2

* 1 +tan(x/2)?
F(x):f _
z 2tan(x/2)

= [In(tan(x/2))1%
2

=In(tan(x/2)) —In(tan(z/4))
=In(tan(x/2))
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Donc F : x — In(tan(x/2)) est une primitive de — sur ]0, 7[.
sin

Par 27-périodicité, c’est aussi une primitive sur tout intervalle de la forme 10 + 2k, m + 2kn [
pour ke Z.

Remarque : En utilisant I'imparité, on peut obtenir que x — In(—tan(x/2)) est une primitive
sur tous les intervalles de la forme | — 7 + 2kn,0+ 2kn [ pour k € Z.

1
Finalement, x — In(|tan(x/2)|) est une primitive de — sur tout intervalle de la forme ]0 +
sin
km,m+ kn[pour ke Z.

Solution14 - f:x est définie sur R.

"~ 3+ ch(x)

x 1
F:x— f 370 dt est donc une primitive de f sur R. On pose x € R et on cherche donc a
0
X

1
calculer f
0

—dt.
3+ch(?)
> On effectue le changement de variable u = exp(1).
t prend les valeurs de 0 a x.

u prend les valeur de 1 a exp(x).
> La fonction ¢ : t — exp(#) est de classe C' sur I'intervalle d’extrémités 1 et x.

> Onadu=exp(t)ds

> et
1 B 2dt B 2eldt B 2du
3+ch(t)  6+el+e ! 6Gel+@)2+1 6u+u?+1’
> donc
X 1 et 2du
[l it
o 3+ch(p) 1 ul+6u+l

Le trindme u? + 6u + 1 posséde deux racines réelles, —3 —2v2 et —3 +2v/2. On a pour tout
u>1,

-1 1
2du _ 2v2 2V2
W+6u+1l  y—(-3-2v2) u-(-3+2v2)

15

On en déduit que

X

€ 2du 1 e
= —— |-In(u—-(-3-2V2)) +In(u— (-3+2V?2
f1 T 2\/2[ n(u- (-3-2v2) +In(u - (-3+2v2)|

1 X
=—[—ln(u+3+2\/§)+ln(u+3—2\/§)]e
2v2 1
_ L[ (ur3-2ve)]”
C2v2 | \u+3+2v2)],
_ e’ +3-2v2 ‘n 4-2V2
2v2 | \e+3+2v2 4+2V2
1 —4v2
On en déduit que x— ——=1In 1+—\/_ est une primitive de f sur R.
2v2 e +3+2v2

Solution 15 -

1. Soient a, b, ¢ des réels. Alors, pour tout x différent de —7, on a

X

a bx+c : a+ax®*+7bx+7c+bx*+cx : a+7c+(Tb+c)x+ (a+ b)x?

7+x  1+x% (7+x)(1+x2) (7+x)(1+x2)
at+7¢ = 1
Ons’intéresse au systeme (S){ 7b+c = 0 .Si(S) estvérifié, alors le numérateur de
at+b = 0

la ligne précédente est constant égal a 1 et la relation de 1’énoncé est vérifiée. Or

c
-b+7¢ = 1 50c = 7
S) < b+c = 0 <= 7b+c = 0 <= b
at+b = 0 a+b = 0
a
. 1 -1 7 .
Ainsi, a = —, b= — et ¢ = — conviennent.
50 50 50

2. (a) Onfaitle changement de variable u = tan(¢), donc ¢ = arctan(u).

b2
t prend les valeurs de 0 a e

V3

u prend les valeurs de 0 a 3

(b) t— tan(s) est de classe C! sur [0; %]

7
5
50

50
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du . . 1 4 1
(¢c) Onad:= . méme question, onaobtenua=—-,f=—ety=—.
1+ u? 1 A 3 . 3 3
(d) Ona dr du Synthese. Posons a = 3’ B= 3 ety= 3 Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal a
7 + tan(z) - 7+u)d+u2) 2.1l existe (a, b, ¢) € R® tel queP:x— ax®+bx+c.Onadune part
Ainsi,

V3

f’s’ dr _f? du
o 7+tan(t) Jo (T+w(d+u?)
V3

1 f\f du fs
" 50 o 7+u Jo

udu f\? du
+7 | ——
u+1 o u?+1

= % ([ln(? + )y - %[m(u2 + DI+ 7[arctan(u)](‘]/§/3)
L (ln(7+ \/_g) ~In@) - lln(f) + 7_”)
50 3 2 3 6

Solution 16 -

1. @ Onaf4x2dx=?etf4x2dx:22a+32[3+42y=4a+9ﬁ+16)/.
o e 4 4
(b) Ona[ xdszetf xdx=2a+3,6+4y.Deméme,f dx=2etf dc=a+p+7y.
© ona 2 2 2 2
56 + 12y = 32/3 L, — L —4Lg
S = [1]B+ 2y= 2 Ly—Ly-2L4
a + B+ y= 2
[2]y = 2/3 Ly — L —5L,
= 1]+ 2y= 2
[1]a - y= 0 L3 —L3— Ly
[2]y = 2/3
= [2]p = 8/3 Ly —2Lp =2,
a =2/3 Ly —2Lg+ 1

1 1
Donc I'unique solution du systeme est (g, 3’ §)
2. Analyse. Supposons qu'il existe (a, B,y) solution du probléme. Les questions 1.(a) et
1.(b) assurent que «, et y sont solutions du systéme présenté en 1.(c). Dans cette

16

4 4 4 4 56a
f P(t)dtzaf tZdt+bf tdt+cf dr==—+6b+2c.
2 2 2 2 3

D’autre part,
1 4 1
aP(2)+BPB)+yP4) = §(4a+2b+ o)+ §(9a+3b+ o)+ 5(16a+4b+ c)
1
= 5(4a+36a+16a+2b+12b+4b+c+4c+c)
56a
= T+6b+20.

Ainsi, les valeurs proposées pour a, ff et y sont effectivement solution du probleme.
Conclusion. Finalement, I'unique triplet réel (a, B,y) tel que, pour toute fonction poly-

141
nomiale réelle P de degré inférieur ou égal a 2, on ait (?2), est (g, 3’ §)

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. 4 Calculatoire, risque de rester sur le carreau!



