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EXERCICES — CHAPITRE 10

Exercice 1 (♦) – Étudier la convergence des suites dont le terme général s’écrit :
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Exercice 2 (♠) – Soit une suite réelle (un)n∈N vérifiant la propriété suivante :

∃α> 0,∀n ∈N, un+1 −un ⩾α.

Montrer que lim
n→+∞un =+∞.

Exercice 3 (♥) – Montrer que les suites (Sn)n∈N∗ et (Tn)n∈N∗ dont les termes généraux sont
définis pour tout n ⩾ 1 par :

Sn = 1+
n−1∑
k=1

1

k2(k +1)2 et Tn = Sn + 1

3n2

sont adjacentes.

Exercice 4 (♣) – On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 1 et

∀n ∈N, un+1 = un +2n +3.

1. Étudier la monotonie de la suite (un)n∈N.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, un > n2.

3. En déduire la limite de la suite (un)n∈N.

Exercice 5 (♣) – On considère la fonction f définie sur R par f (x) = x2.

On définit la suite (un)n∈N par u0 = 0.7 et pour tout n ∈N, un+1 = f (un).

1. Montrer par récurrence que un ∈ ]
0,1

[
pour tout n ∈N.

2. Montrer que la suite (un)n∈N est décroissante.

3. En déduire que la suite (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

Exercice 6 (♥) – Soit g la fonction définie sur R par g (x) = (1−x)3 +x.

On définit la suite (an)n∈N en posant an+1 = g (an) pour tout n ∈N et a0 = 0.4.

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, 0 < an < 1.

2. Démontrer que la suite (an)n∈N est croissante.

3. La suite (an)n∈N converge-t-elle? Si oui, déterminer sa limite.

Exercice 7 (♦) –

1. On pose a0 = 1 et b0 = 2, et pour tout entier naturel n :

an+1 = an +bn

2
et bn+1 =

√
an+1bn

Montrer que l’on définit ainsi deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N de nombres réels stricte-
ment positifs.
On pourra procéder par récurrence sur n en montrant que, pour tout entier naturel n,
les réels an et bn sont bien définis et strictement positifs.

2. Calculer a1 et vérifier que b1 =
p

3.

3. (a) Établir, pour tout entier naturel n, l’égalité suivante

bn+1 −an+1 =
p

an+1

2
(√

bn +p
an+1

) (bn −an)

(b) En déduire par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : an < bn .

(c) Utiliser l’inégalité précédente pour justifier que la suite (an)n∈N est strictement
croissante.

(d) Montrer que bn = b2
n+1

an+1
, puis établir la stricte décroissance de la suite (bn)n∈N.

4. (a) Justifier, pour tout entier naturel n, l’inégalité : bn+1 −an+1 < 1

2
(bn −an) En dé-

duire l’encadrement suivant : ∀n ∈N,0 < bn −an ⩽
1

2n

(b) En utilisant les résultats obtenus à la question 4, établir, pour tout entier naturel n,
les inégalités suivantes : an < b0 et bn > a0
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(c) Déduire de tout ce qui précède que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont convergentes.
et ont même limite. On note ℓ cette limite commune.

(d) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

an ⩽ ℓ⩽ bn

5. La limite commune ℓ aux suites (an)n∈N et (bn)n∈N est l’un des quatre réels suivants :

(1)

p
3

π
(2)

3
p

3

π
(3)

3

π
(4) 3

Déterminer ℓ en justifiant votre réponse.

Exercice 8 (♠) – Pour tout n ∈N∗, on pose un =
n∑

k=1

(−1)k

k
.

1. Montrer que les suites (u2n)n∈N∗ et (u2n+1)n∈N sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (un)n∈N∗ est convergente.

Exercice 9 (♠) –

1. Justifier que lorsqu’une suite (xn)n∈N est convergente, alors la suite (x2n − xn)n∈N
converge vers 0.

2. En déduire que la suite (Sn) définie par ∀n ∈N∗, Sn =
n∑

k=1

1

k
, est divergente.

Exercice 10 (♣) – Étudier la convergence et calculer la limite de la suite (un)n∈N∗

définie pour tout n ∈N∗ par

un = (−1)n

p
n

+1.

Exercice 11 (♠) – Soit la suite (un)n∈N définie par u0 = a + i b (avec (a,b) ∈ R) et : ∀n ∈
N, un+1 = 1

5
(3un +2un). Cette suite est-elle convergente, et si oui, quelle est sa limite ?

Exercice 12 (♥) – On considère les suites réelles (xn) et (yn) définies par x0 = 1 et y0 = 1, et
pour tout n ∈N,

xn+1 = 1

2
xn + 1

3
yn et yn+1 =−1

3
xn + 1

2
yn .

Montrer que la suite (zn) définie par : ∀n ∈N, zn = xn + i yn est une suite géométrique dont
on précisera la raison. En déduire la convergence de (xn) et (yn).

Exercice 13 (♠) – On définit la suite complexe (zn)n∈N par :

z0 ∈C et pour tout n ∈N, zn+1 = 1

2
(zn +|zn |).

1. Etudier cette suite lorsque z0 est un réel négatif

2. Etudier cette suite lorsque z0 est un réel positif

3. Montrer que si z0 est un nombre complexe non réel, alors pour tout n ∈ N, zn est un
nombre complexe non réel.

4. On suppose désormais que z0 est un complexe non réel. On pose, pour tout n ∈N, zn =
rne iθn , où rn ∈]0;+∞[ et θn ∈]−π;π[\{0}.

(a) Montrer que la suite (θn)n∈N est géométrique. Préciser sa raison et exprimer son
terme général en fonction de n et θ0.

(b) Montrer que pour tout n ∈N, rn = r0

n∏
k=1

cos

(
θ0

2k

)
(c) Pour tout n ∈ N, on pose wn = 2nrn sin

(
θ0

2n

)
. Montrer que la suite (wn)n∈N est

constante. En déduire l’expression de rn en fonction de n.

(d) Montrer que la suite (zn)n∈N converge vers le réel r0
sinθ0

θ0
.

Exercice 14 (♥) – Déterminer, si elles existes, les limites des suites dont les termes généraux
sont :

1. un =
(

1− i

1− i
p

3

)n

2. vn =
(
1+ 1

n

)
ei nπ

3 3. wn =
(
1+ 1

n

)−n2

ei nπ
3

4. yn = (n +1)ei (2+ 1
n ) 5. zn =

(
1+ iπ

n

)n

Exercice 15 (Théorème de Césaro) (♠) – Soit (un)n∈N∗ une suite réelle. On pose pour tout

n ∈N∗, vn = 1

n
(u1 +u2 +·· ·+un).

1. Montrer que si(un)n∈N est monotone, alors (vn)n∈N est monotone et de même monoto-
nie que (un)n∈N.

2. Montrer que si (un)n∈N∗ converge vers 0 alors (vn)n∈N converge vers 0.

3. Montrer que si (un)n∈N∗ converge vers ℓ ∈R alors (vn)n∈N converge vers ℓ.

4. Donner un exemple où la suite (vn)n∈N∗ converge mais où la suite (un)n∈N∗ diverge.

Exercice 16 (♠) – On définit la fonction f : x 7→ ex +x sur R.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, l’équation f (x) = n possède une unique solution réelle.
On notera xn cette solution.

2. Montrer que la suite (xn)n∈N ainsi définie est monotone.

3. En déduire qu’elle admet une limite et la déterminer.
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Exercice 17 (♠) – Pour tout n ∈N, on pose un = cos(n) et vn = sin(n).

1. Pour tout entier n, exprimer un+1 et vn+1 en fonction de un , vn , u1 et v1.

2. On suppose que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N convergent respectivement vers x et y .
Déterminer alors leurs limites x et y .

3. En déduire qu’elles sont toutes deux divergentes.

Exercice 18 (♥) – Soit (un)n∈N la suite définie par

u0 = a ∈R, ∀n ∈N,un+1 = u2
n +1

1. Quel est le sens de variation de (un)n∈N ?

2. Étudier la limite de (un)n∈N.

Exercice 19 (♥) – 1. Montrer que f : x 7→ cos(x)

2
admet un unique point fixe ℓ dans R.

2. Étudier la suite récurrente définie par u0 = 0 et un+1 = 1

2
cos(un).

Exercice 20 (♠) – On pourra utiliser la calculatrice quand nécessaire.
Soit f la fonction définie sur R par :

∀x ∈R, f (x) = (2x +1)e−x .

1. Montrer que l’équation f (x) = x admet exactement deux solutions de signes contraires

dans R. On note a la solution positive. Montrer que a appartient à l’intervalle I = [1;
5

4
].

On définit la suite (un)n∈N par u0 = 1 et

∀n ∈N,un+1 = f (un).

2. Montrer que I est un intervalle stable par f .

3. Montrer que la suite (un)n∈N converge. Pour quelle valeur de n, un est une valeur ap-
prochée de a à 10−4 près?

Exercice 21 (♠) – Étudier la convergence de la suite définie par

u0 = 7

4
, ∀n ∈N, un+1 =

√
2−un .

On pourra admettre que x 7→
√

2−p
2−x possède un unique point fixe.

Exercice 22 (Suite de Héron) (♥) – On considère la suite u définie par u0 = 2 et

∀n ∈N, un+1 = 1

2

(
un + 2

un

)
.

Étudier la nature de cette suite et préciser sa limite éventuelle.

Exercice 23 (♥) – Introduisons f : x 7→ x − ln x définie sur R⋆+.

1. (a) Étudier la fonction f et tracer sa courbe, ainsi que la droite d’équation y = x.

(b) Montrer que f (R⋆+) ⊂ [1 ; +∞[ (cela revient à montrer que pour tout x > 0, f (x) ⩾
1).

2. Soit a ∈R⋆+. Soit u la suite définie par u0 = a et pour tout n ∈N, un+1 = un − ln(un).

(a) À l’aide des graphes précédemment tracés, représenter sur l’axe des abscisses les
premiers termes de la suite u dans le cas a = 2. Émettre une conjecture sur le com-
portement de u dans les cas a < 1 et a ⩾ 1.

(b) Pour quelle valeur de a la suite u est-elle constante ?

(c) Dans cette question, on suppose a > 1.

i. Montrer que tous les termes de la suite sont supérieurs à 1.

ii. Montrer que la suite u est monotone.

iii. En déduire sa nature, et la valeur de sa limite.

(d) On suppose à présent que a < 1. Quelle est la nature de la suite?

Exercice 24 (♠) – Soit f et g deux fonctions définies et continues sur le segment [0; 1], à
valeurs dans [0; 1]. On suppose que f ◦ g = g ◦ f . Le but de l’exercice est de démontrer que
les graphes de f et g ont un point commun.
Pour cela, on suppose qu’il n’existe pas de nombre réel α appartenant à [0; 1] tel que f (α) =
g (α).

1. Démontrer que f admet au moins un point fixe sur [0; 1]. Par suite, a désigne un point
fixe de f .

2. Montrer que la fonction f − g est de signe constant.

3. On introduit la suite u définie par u0 = a et par la relation de récurrence un+1 = g (un).

(a) Démontrer que pour tout entier naturel n, un est un point fixe de f .

(b) En déduire que la suite u est monotone.

(c) Montrer que la suite u converge, vers un nombre réel de [0; 1], noté ℓ.

(d) Démontrer que ℓ est à la fois un point fixe de f et de g .

4. Conclure.
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Exercice 25 (♠) – Montrer que la partie A définie par

A =
{

k

2n | n ∈N , k ∈N , 0⩽ k ⩽ 2n
}

est dense dans [0,1].
De manière équivalente à la définition de partie dense dans R, on dit qu’une partie A d’un seg-
ment [a,b] est dense dans [a,b] si entre deux éléments quelconques de [a,b], il existe toujours
au moins un élément de A, ou de manière équivalente si tout élément de [a,b] est limite d’une
suite d’éléments de A.

Exercice 26 (♠) – On appelle suite de Cauchy toute suite réelle
(
un

)
n∈N pour laquelle :

∀ε> 0, ∃N ∈N , ∀p, q ⩾ N ,
∣∣up −uq

∣∣< ε
1. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.

2. (a) Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.

(b) À l’aide du théorème de Bolzano-Weierstrass, en déduire que toute suite de Cau-
chy est convergente.

Remarque culturelle : cette propriété s’appelle la complétude deR (elle peut aussi s’étendre sans
difficulté à C) et est fondamentale pour de nombreuses applications en Analyse.

Quelques vidéos pour se cultiver:
Suites récurrentes complexes et... fractales :

Beyond the Mandelbrot set, intro to holomorphic dynamics - - 3Blue1Brown

♣ Du trèfle à brouter... ♠ Qui s’y frotte s’y pique !

♥ À connaître par cœur. ♦ Calculatoire, risque de rester sur le carreau !
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https://youtu.be/LqbZpur38nw?feature=shared

