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EXERCICES — CHAPITRE 10 I

Solution1 -
a) Pourtoutn > 1, a, = exp(In(3)/n). Donc nlil}_l a,=1.
—+00

b) b est une suite géométrique de raison de module strictement inférieur a 1, donc
lim b, =0.
n—+oo
c) Par croissances comparées, liIP Cp = +o0.
n—+oo

_=n"
n

d) Pourtoutn>2,dp=—r-
1+T

1 . 1 N P
< — et lim — = 0, d’aprés le théoréeme des gendarmes,
n n n—+oo n

1
Comme —— <
n
(D"
lim
n—+o00 n
e) PourtoutneN, —1 < cos(n) <1, donc

-1 2+3cos(n) 5
< <—.
n+1l n+1 n+1

= 0. I n’y alors plus de forme indéterminée et on a nlirP d,=1.
—+00

-1 5
lim = lim —— =0. Par le théoréme des gendarmes, lim e, =0.
n—+oonp+1 n—+toon+1 n—+oo

f) Pour tout neN, —1 < sin(n?), donc

n-2< n+2sin(n2).

lim 7n-2=+o00. Par le théoréeme du gendarme, lim f,, =+oco.
n—+oo n—+oo
g) Pourtout n €N, ona g, > 2n—n = n. Comme lirP gn = +00, on a par théoreme du
n—+o00
endarme que lim = +00.
& 4 n—+o0o &n °
h) Pourtoutn >1,ona

_Wn+l-vn)(Vn+1+yn)
- vVn+l+yn

n+l—-n

CVntl+yvn
1

hn

T Vn+l+yam

Donc lim h, =0.
n—+oo

i) Pourtoutn >1,o0na

1
inzn(3\/1+—2—5)
n
. 1 i j
lim (3 11+ — _5) =-2,Donc lim i, =—oo0.
n—+oo n oo

j) Pourtoutn>1,ona

. WP+ n+1-Vr2+D(Vn?+n+1+Vn2+1)

J =
" Vi2+n+1+vVn2+1
n+n+1-m2+1)

V2 n+l+ViE+l
n

V2 +n+l+ViZ+l

_ 1
1 1 1
\/1+ﬁ+?+\/]‘+ﬁ

1 1 1 1
lim 1+—+—+\/1+—=2,d0nc lim j,=—.
n—+oo n n? n2 n—+oo 2

k) Pourtoutn > 2,

n—nin(n) nin(n) y ﬁ_l _

+ - In(n)
n+In(n) n 1+ 20 b

In(n)
n
1) On procede pas disjonction de cas selon les positions relatives de a et b.

Par croissance comparée, lim =0,donc lim kj=—oo0.
n—+oo n—+o0o

* Si a = b, alors p est la suite constante nulle donc converge vers 0.
e Si a < b, alors pour tout n € N*,

b n
Ona0< —<1,donc lim (—) =0.D'ou lim p,=1.
a n—+oo\ g n—+oo



TD 10— Suites convergentes de nombres

Maths 2025/26 réels et complexes MPSI
o Si a> b, alors pour tout n € N*, Tooi—To =S +;_ _ L
n+1 n n+1 3(n+ 1)2 n 372
gy 2 B (§) - R S S G L2V
T opn (%)”4_1 (%)"4_1 n2(n+12 3n2(n+1)2 3n2(n+1)2

a (@ N _
Ona0<5<1,doncnlir11w(g) —O.Doungrllmpn— 1.

m) Pourtout neN*,ona
In(n)

qn = elhn =e,

Donc lim g, =e.
n—+oo

n) Pourtoutn >2,ona
In(In(n))

rn =e n
In(In(n)) In(n) . In(n) .
Pour tout n > 3, 0 < < . De plus nhrP = (0 par croissances
n —+00
In(In(n
comparées, donc nliIP %)) = 0 par théoréeme des gendarmes. On en déduit que
—+00
lim r,=1.
n—+oo

« N n
o) Pourtout neR™, 5 1<En/2) < > donc

1 1 EM®/2) 1

———< < —

2 n n 2
1 1 1 E(n/2 1
lim — - — = —, donc par théoréme des gendarmes, lim (1/2) =-
n—+oo 2 n 2 n—-+oo n 2

Solution2 - Onnotea>0telqueVneN, u,+1 —u, > a.

On pose pour tout n €N, Py, : «u, 2> up + na» . On va montrer par récurrence sur n que Py,
est vraie pour tout n € N.

Initialisation : 1y > ug, donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose que P, est vraie.

Upy1 Z UptaZzna+a=((n+1a.

Conclusion : Par récurrence, pour tout n €N, u, > na.
lim na = +oo, donc par théoreme de comparaison, liIP Uy, = +oo.
n—+00

n—+oo
Solution3 - Pour tout n € N¥,
S k2 (k+ 12 n2(n+1)27

n
1
Sns1—=Sp=1+Y ———1-
PO T AT e 2 (k4 1)2

_ 3+n2-n?2-2n-1
3n2(n+1)>2

B 2(1—-n)

T 3n2(n+1)2

1
Donc (Sy) nen+ est croissante et (Ty) nen+ est décroissante. Pour tout n e N*, T, — S,, = 2’
n
donc lim T,-S,=0.
n—+oo
Solution4 -

1. Je calcule la différence entre deux termes consécutifs puis j'étudie son signe.
Pour tout n € N*,
Uptl —Up=Up+2n+3—-u,=2n+3>0.
Donc uy+1 — uy >0, ie uy+1 = uy. Donc la suite (u4y,) ,en €St croissante.
2. Enoncé: Je note P, la propriété: u, > n°.
Initialisation: Pourn=0, wuy=1 et 1>0=0% AinsiP, est vraie.
Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P,, est vraie et je montre que Py 'est aussi.

Par définition de la suite (1) nen, Unt1 = Up+20+3.
Or par hypothese de récurrence 1, > n?, donc

Ups1=Up+2n+3>n°+2n+3>n’+2n+1=m+ 1>

Donc uy+ > (n+ 1)2. Finalement Pr+1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de ré-
currence, la propriété P, est vraie pour tout n >0, i.e.

VneN, un>n2.

3. Comme je sais désormais que pour tout 7, u, > n’ et comme lim n? = +oo0, alors j’en
n—+oo

déduis par théoréme de comparaison que

lim u,; = +oo.
n—+oo
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Solution5 -

1. Enoncé: Je note P, la propriété: u, €]0,1].
Initialisation: Pourn=0, up=0.7 et 0.7€]0,1[. AinsiP, estvraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que Py 'est aussi.
Par définition de la suite (#;) nen,  Uns1 = ui Or par hypothese de récurrence
u, €1]0,1[, donc par croissance de la fonction carrée sur I'intervalle [0,1],

up €0l <= 0<u,<l < 0*<u’i<1?

— O<up+1<1l <= un+1€]0,1[.

Donc u,+1 € ]0, 1 [ Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de ré-
currence, la propriété P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

vneN, u,€]0,1].

2. Soit n > 0. D’apres la question précédente, 0 < u, < 1 et en multipliant par u,, j obtiens
que 0 < u,21 < Uy, i.e. en particulier uy+; = u,21 < uy. Donc la suite (u,),en est décrois-
sante.

3. D’aprés les deux questions précédentes, la suite (1) en €St décroissante et minorée
par 0. Donc par le théoreme de la limite monotone, j’en déduis que la suite () ,eny €5t

convergente. Je note ¢ sa limite, je sais que ngrpw u,=¢ et nEIllw Upi1=F.

Puisque uy+1 = ufl, en faisant tendre n vers l'infini et en passant a la limite, j obtiens
que

(=0? — P-¥¢=0 < ¢(x{l-1)=0 < ¢=0o0uf=1.

Puisque la suite (u,)en st décroissante et que son premier terme vaut uy = 0.7, alors
j’en déduis que
lim u,; =0.
n—+oo

Solution6 -

1. Enoncé: Je note P, la propriété: 0<ay,<1.
Initialisation: Pourn=0, q;=04 et 0<0.4<1. AinsiPyestvraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P,, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Par définition de la suite (a;) ey, @pe1 = (1 — an)3 +ay.
Or par hypothese de récurrence 0<a, <1, donc

O<a,<l1
= 0<l-a,<1
= 0<(l-api<l
—= 0<(1-ap’<l-ay,
= 0<ap<(l-a)’+a,<1

— 0<ap+1<1

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de ré-
currence, la propriété P, est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, O<a,<l.

2. Soit n > 0. D’apres la démonstration de I'hérédité dans la question précédente, je sais
que 0 < a, < ap+1 <1 et en particulier a,+; > a,. Donc la suite (a,) zen €St croissante.

3. D’apres les deux questions précédentes, la suite (a;) ,en €st croissante et majorée par 1.
Donc par le théoréeme de la limite monotone, j’'en déduis que la suite (a,) ,en €st conver-
gente. Je note ¢ sa limite, je saisque lim a,=¢ et lim a,.="¢.

n—+oo n—+oo
Puisque a;4+1 = (1— an)® + ay, en faisant tendre n vers I'infini et en passant a la limite,
j'obtiens que

(=1-03%+¢ < (1-0°=0 < 1-¢=0 < /¢=1.
Ainsi lim u,=¢=1.
n—+oo

Solution7 -
1. Je raisonne par récurrence sur 7 € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: "a, et b, sont bien définis et positifs".
Initialisation: Pour n=0, ag=1etby=2 sontbien définis et positifs.
Ainsi Py est vraie.

Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, I'est aussi.
Alors

a,+ by,

* Anpi1 = est bien défini et positif puisque par hypothéese de récur-

rence, a, > 0et b, >0donc a, + b, >0,

e bpt1 =V an+1b, estaussibien défini puisque a,+; >0et b, > 0.
Et comme c’est une racine carrée, by, >0.
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Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire que pour tout
entier naturel n, les réels a, et b, sont bien définis et positifs.

2. En utilisant les formules de récurrence et les valeurs de I'énoncé,

ap+by 1+2 3 /3
a1=u=—=—Etb1=\/(l1bo= EXZZ\/g.

2 2 2

(a) Grace aux formules de a, ) et b, et en utilisant 'expression conjuguée, alors
bp+1— Ani1 = V An+1bp — Ane1 = Vane1 x (\/ by—v an+1)

\/b_n+ Ap+1
\/b_n+ Ap+1

VDL (o) x (Vo + V)

- Vbn+vana
- Vo1 (bn— @) = Vana (bn _an +bn)
Vbn+y/ana V bp+\/ans1
Vans y bp,—an Van+1

- \/b_n+ Van+1 2 2(\/b_n+ an+1)

= Van1 % (Vbn - Vans) x

(b) Jeraisonne par récurrence sur n € N.
Enoncé: Je note P, la propriété: a, < by.
Initialisation: Pourn=0, ay=1 et bg=2. AinsiP,estvraie.
Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que Pp4 l'est
aussi. Alors

S
2(\/b_n+ an+1)

et tous les facteurs impliqués sont positifs, comme racines carrées et par hy-
pothese de récurrence, car a, < b, <= b, —a, >0. Ainsi by4+1 —an+1 >0,
ie. an+1 < bn+1.

Finalement P est vraie et la propriété est héréditaire.

bpy1—aps1 = X (bn - an)

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par
principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0, i.e.

VneN, a,<by.

(c) Pour obtenir les variations de la suite (a,) ,en, je calcule la différence entre deux
termes consécutifs quelconques. Soit n € N,
a,+ by, b,—ay, 0
Any1=Gn=——— —lp=—"1—>
2 2 '
puisque d’apres la question précédente, a, < by, i.e. b,—a, >0. J'aiainsi montré
que VreN, dapy1—ay>0,ie ays > a,. Donclasuite (ay) e est strictement
croissante.

(d) Par définition de b1,
b2

2 n+1
b, =anabp <= by=—"—.

an+1

Alors comme a la question précédente, je calcule la différence entre deux termes
consécutifs quelconques. Soit n € N,

b? bp+1an+1 — b? b

n+l n+1%n+l n+1 n+1

bpi1— by =bp - = = (an+1_bn+l) <0,
ap+1 An+1 ap+1

puisque d’apres la question précédente, a,+1 < bp+1, i.e. Ap+1 — by <O.
J'ai ainsi montré que VneN, b,y —b, <0, ie an+ < ay.
Donc la suite (by,) ,en est strictement décroissante.

(a) Par positivité delaracine carrée, commeles a,, etles b, ne sont pas nuls, je sais que

vV an+1 . ..
Vb, >0. Alors /b, +Van+1 > Van+ et V" <1. Puisen injectant
Vb +an+1

cette inéquation dans I'expression de la question 4.a), j’obtiens directement que

@
2 (\/b_n+ an+1)

Pour 'encadrement, je raisonne par récurrence sur n € N.

1
bpiy1—aps1 = X (bn - an) < > X (bn - an)-

. 1
Enoncé: Je note P, la propriété: 0<b,—a, < on°

1
Initialisation: Pour n =0, by—ay=2-1=1 et 0<1< 20 = 1. Ainsi Py
est vraie.
Hérédité: Soit n > 0. Je suppose que P, est vraie et je montre que P, l'est
aussi. Alors by11 — a1 est strictement positif d’apres la question 4.b) et
1 1 1
0 <bp+1—an+1 <§X(bn_an)<§x2_n= ol

Finalement P, est vraie et la propriété est héréditaire.
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(b)

(©

Conclusion: Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par
principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n > 0, i.e.

1
a, < —.

VneN,
2n

0<b,—

Je sais que pour tout entier naturel n, a;, < b, et que la suite (b,) zen €st stricte-
ment décroissante. Donc en particulier b, < by et ainsi

a, < b, <by.

De la méme manieére, en utilisant cette fois la stricte croissance de la suite (ay) zen,
alors a, > ay et ainsi
ap < a, < by,.

Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier naturel n,
an < by Et ag < by,.

La suite (an)nen est strictement croissante et majorée par by d’aprés la ques-
tion 5.b). Par théoreme de la limite monotone, la suite (a;),en converge vers une
limite ¢,.

De la méme maniere, la suite (by),en st strictement décroissante et minorée par
ap. Par théoréeme de la limite monotone, la suite (b,) ,en converge vers une limite
ly.

Pour montrer que ces deux limites sont égales, j'étudie la suite (b, — a,) neN:

Par convergence des suites (@) nen €t (by) nen, Cette suite converge et

lim b,—a,=¢0p-¥,.
n—+oo

Or je connais un encadrement de cette suite par la question 5.a)

1
etcomme lim 0= lim on = 0, alors par le théoréeme des gendarmes, j’en dé-

n—+oo n—+oo
duis que
lim b,—a,=0.
n—+oo
Enfin par unicité de la limite,
ly=la=0 < {,=1{),

ce qui signifie que les deux suites (a;)nen €t (by) en CcOnvergent vers une méme
limite ¢.

(d) Par stricte croissance de la suite (a,) ,en, alors pour tout entier naturel n, a, <¥¢.
De méme, par stricte décroissance de la suite (by),en, alors pour tout entier 7,
0 < by.
Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier naturel n,

a, <l < by,

5. Je procede par élimination. Je sais que 1 = ap <

\/§ 1.73

—— < 1 ne peut pas étre la limite ¢.
n 314

<l <by=2. Donc

3 3

— =~ — < 1 ne peut pas étre la limite ¢.
b4 3 14

e 3>2ne peut pas étre la limite £.

3v3
Ainsi la limite commune aux suites (a;) sen €t (by) nen €St € = i
Solution8 -
1. Pour tout n € N*,
) _2n+2 (—]_)k 2n (_1)k
2n = —_— =
k=1 k k=1 k
(_1)2n+2

Uzn+2 —

(_1)2n+1

2n+2
1 1

Ton+2 2n+1
2n+1-(2n+2)

T en+D@2n+2)
-1
T @en+1)@2n+2)

Donc (uzy) nen+ €st décroissante. Pour tout 7 € N,

2n+1

2n+3 (—l)k

Un+3 — U2p+1 = Z k - 2
k=1 k=1

(_ 1)2n+3

2n+1 (—l)k

(- 1)2n+2

2n+2

2n+3
-1 1

= +
2n+3 2n+2
_ —(2n+2)+2n+3)

2n+2)2n+3)

= >
2n+3)2n+2)
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Donc (u#2,,41) nen* €st décroissante. Pour tout n € N,

2nZ+1 (—l)k 2n (—l)k (_l)ZVH-l

Uzp+1 — U2p = - =

ok ok 2n+1
Donc liIP Upp+1 — Uzp = 0. On en déduit que (Uzp) nen* €t (U2,+1) nen SONt adjacentes.

n—+oo

2. D’apres le théoreme des suites adjacentes, elles convergent vers la limite. Or, un résultat
du cours nous assure que si les suites extraites (u2,) nen* €t (U2n+1) nen CcONvergent vers
une méme limite, alors (u,) ,en+ converge cette limite.

Solution9 -

1. Si (x5,) neny converge vers ¢, alors toute suite extraite de x converge vers cette méme li-
mite. Donc (x2,,)zen converge vers ¢. par opération sur les limites, on en déduit que
(X215 — Xn) nen converge vers 0.

2. Onva utiliser la contraposée de la question 1. Pour tout 7 € N,

2n 1 noq 2n 1
Szn—SnZ ——Z—: —_
k=1 k k=1 k k=n+1 k
Or, pour tout k€ [n+1,2n],ona — > —. Donc
2n
1 n 1
Sen=Sn> Y. s-=o-=-
eme1 2 2n 2

Donc Sy, — S;, ne converge pas vers 0. Par contraposée de la question 1, on en déduit
que (Sy) ne converge pas.

Solution 10 - On sait que, Vr e N*, =1 < (-1)" < 1. Or, pour tout 7 € N*, vz > 0. On peut
donc diviser par /7 dans I'inégalité précédente, sans changer le sens de I'inégalité. Dés lors,

! < (D" < t d
—— < —— < —, etdonc
vn o vn o vn
1 1
——<u, <1+ —
vn " NG
1 1
Par ailleurs, lim 1-— = lim 1+ — = 1. Donc, d’apres le théoréeme des gendarmes,

n—+ vn o n—+oo vn
(un) nen+ converge et
lim u,=1
n—+oo

Solution 11 - Pour tout n € N, on pose u, = a, + ib, avec (a,)nen €t (by)nen des suites
réelles. Alors, pour tout n € N,

1 1 b
Aps1 +ibpi = E(S(an +iby) +2(ay —iby) = 5(55:” +ib,) = a, + i?"

b
On en déduit que pour tout n €N, a,+1 = a,, donc (ay) nen €st constante, et by = ?", donc

1
(bn) nen est géométrique de raison 5

(an) nen converge vers ag = a et (by,) nen converge vers 0, donc (uy,) ey CONVerge vers a.

Solution 12 - PourtoutneN,

Zn41 = Xpa1 +iYne

1 1 (1 1
=—Xp+ gyn+l —gxn-i- Eyn

2

1 |1 i -1
(ool 2
(1 1
13

1 1
Ainsi (zp) nen €St une suite géométrique de raison (E -1 §) Or,

On en déduit que (z,) ey converge vers 0, et donc que (x;,) nen €t (¥5) nen convergent vers 0.

Solution 13 -
1. Si zg est un réel négatif, alors |zg| = —zp et donc z; = 0.
De plus, pour tout n € N, si z,, = 0 alors z;4+1 = 0.
Ainsi, par récurrence, (z,),en est nulle a partir du rang 1.
2. Pour tout réel a positif, on a |al = a et %(a +lal) = a.
Ainsi, si zg est un réel positif, alors la suite (z,) ,en €st constante.

3. Soit n € N. Supposons que z; soit un complexe non-réel. C'est a dire z,, = a+ ib avec a
et b réels et b non-nul. Alors

Lzl 4z = (21 2

Zns1 ==z Zp) = (——)+i—

n+1 2 n n 2 2
b

Donc Sm(z,+1) = 2 #0, donc z,+1 est complexe non-réel.

Si zg est complexe non-réel, par récurrence, pour tout n € N, z, n’est pas réel.
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4. (a)

(b)

Pour toutneN, on a

i0, 1y eien)

1
Zn+l = 5()7‘”8

1 i0
=—=(rp+rpe’"
2(n ne’")

n

T .
= ?(1+e16")
10,12
rpetin . ;
__n 5 (e 19,,/2+e16n/2)

o eifnl2 _
= "T(ZCOS(HH/Z)) =r,e'%'2cos(6,/2)

0 - 7 0
Comme 0, €] —m; 7|, 7" €] 7; 5 [ et donc cos(;") > 0.
On en déduit qu'on a obtenu la forme exponentielle de z,+; et donc que
0
9n+1 Zn .

Donc (6,,) nen €st une suite géométrique de raison > Son terme général est donc :

0
VneN, 0, = —0.
271

6,
La question précédente permet d’obtenir la relation r,,1; = rj, cos ( 5 ) On montre

le résultat demandé par récurrence :

0 0
Initialisation: ry H cos (2—2) = rp par convention sur le produit vide.

6o
Hérédité : Soit n € N. Supposons que ry, =19 H cos (2 ) Alors,

I'n+1 = COS

90
Par récurrence, pour tout n € N*, r,, = H cos > o

k=1

0
(c) PourtoutneN, r, Z0 et 2—2 €] —m; [\ {0}, donc sin(z—Z) #0.D’ol

n+l1 i _bo
Wpe1 277 Tnersin(gay)

Wn 27y, sin(g—,o,)

2rn cos(z,,ﬂ)sm(znﬂ)

'n s1n(2—2)

ZCOS(Z,HI)Sln(szrl)

s1n(
sm(2 )
sm( )

Donc la suite (w;,) ,en €St constante.

)

(d) Celanous permet d’affirmer que pour tout neN,

Wn = W

. (0 .
2"r, sm(z—z) = rosin(fy)

_ T sin(6g)
=
2"sin ( i} )
0 0 0
lim 2 0, donc sin(—o) ~ 22 et
n—+oo 27 on on
rosin(@g)  rosin(fgp)
n"~ = .
6
2n3% 6o
rosin(fy)
Donc (ry) nen cOnverge vers —————-
0
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Solution 14 -

1. Onreconnait une suite géométrique. Déterminons le module de sa raison :

‘ 1-i | 11— _\/§<1
1-iv3l [1-iv3| 2
Donc lim u,=0.
n—+oo
j 6nm i(6n+3)n
. PourtoutneN*,onae's =lete’” 3 =-1,donc
142 (1+ )
Vgn = —, v =—
6n 671 6n+3 67+3
Ainsi, lim vg, =1 et lim vg,r3 = —1. Comme il existe deux suites extraites de v
n—+oo n—+oo

n’'ayant pas la méme limite, v n'a pas de limite.

. Pourtout neN*,ona
1
1,2
@T+)m

lwyl =

On étudie le dénominateur :

1 2 ) 1 In(1+4)
a+-=)" :exp(n ln(1+—)):exp nx ——"
n n

n

1
=let nhm — =0, on a par compositions de limites que hm nx
=Yoo n

. In(Q1+x)

Comme lim ———
x—0 X

In(1+1)
1

n

= +00. En composant avec le limite de I'exponentielle en +co, on en déduit

1 2
que lim (1+—=)" =+ocoetdoncque lim |w,|=0etfinalement, lim w,=0
n—+oo n n—+oo n—+oo

4. Pour tout n € N*, |yn| =n+ 1. Ainsi, la suite y n’est pas bornée, donc ne converge pas.

5. Attention ici a ne pas prendre le logarithme d’'un nombre complexe, car cela n’a pas de

sens! Pour tout n € N*,

2

e\ n . 2 2 72
|Zn|=( 12+(ﬁ)) =eXp(Eln(l+?)):exp(%x?ln(l+m))

. In(1+x) i - o
Comme lim——— =1 et lim — = 0, on a par compositions de limites que
X—0 X n—+oo p2
"2 2 2 n? 2
lim —ln(l + —) =1letdonc lim — x —ln(l + —) = 0. En composant avec la
n—+00 J2 n? n—+oo2n w2 n?

limite de ’exponentielle en 0, on en déduit que 11111 |zl =1.
n—+00

7 b4
Un argument de 1+ i— est Arctan(—) (car la partie réelle est positive), donc un ar-
n n

7 b2 e
gument de z, est t; = nArctan(—). Comme nhIP — = 0 et que par dérivabilité de
n —+00

Arctan(x)

Arctan, on a lim = Arctan’(0) = 1, on obtient par composition de limites que

x—0

7 .
lim —Arctan( ) =letdoncque lim t,=m
n—+oo Jr n—+oo

Finalement, en passant a lalimite dans |'expression
zp = |zn| (cos(ty) + isin(ty)),

on obtient que lim z,=-1.
n—+oo

Solution15 -

. Supposons que (i) zen €St croissante. Soit n € N. Alors

Up+1 = 1(u1+u2+"'+un+un+1)

_ ! (U +up +-- +u)+ ntl

= 1 2

n+1 " n+
n Up+1

= vl’l

n+l1 n+1

Un+1 est plus grand que tous les réels u;, ..., u,, donc est plus grand que leur moyenne,
c’est-a-dire que v,. Donc

> 4+
Upntl1 = ——U
T a1 " n+1

v

donc la suite (v;,) ,en* €St croissante.

. Supposons que (u,)nen converge vers 0. Soit € > 0. Alors il existe N € N* tel que pour

tout n > N, |u,| < €. Alors, on a par inégalité triangulaire, pour tout n > N
1
lvnl < ;(|u1|+|u2|+-~~+|un|)
1
< ;(|u1|+|u2|+---+IuNI+|uN+1|---+|un|)
1
S S Uul+lupl 4o+ lunl+e+---+e)

ouilya n— N termes €. En notant ¢ = |u1|+|uz| +- -+ |un| (qui est une constante réelle),

ona
n—-N

C
vl < —+ €< —+e.
n

c
n
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c . . .. C .
Comme — - 0, il existe N7 € N tel que pour tout n > Nj, on ait — < €. Ainsi, pour
1 _n—+oo n

n > max(N,N;),ona

[Vl < 2e.

Donc (v;;) nen+ converge vers 0.

3. Si (un)nen converge vers ¢ € R, on pose (Wp)pen = (Uy — ) pen+. La suite (wp)per
converge donc vers 0.

ur+-+u, C+---+¢

v,— 0=
n n

_(n=0+-+ w0
- n

D’apres la question précédente,on en déduit que (v, — ) ,en+ converge vers 0 et donc
que (V) nen+ converge vers £.

4. On prend (uy)pent = ((—1)”) . Cette suite ne converge pas car elle a deux sous-
N
suites qui convergent vers des valeurs différentes (la suite constante égale a 1 et la suite
constante égale a —1). Pour tout n €N, v, =0 et v2,41 = 2_—+1 On en déduit que pour
n

tout n € N*, |v,| < 0 donc (vy) nen+ converge vers 0.

Solution 16 -

1. f estcontinue sur R. Elle y est strictement croissante en tant que somme de deux fonc-
tions strictement croissante (exp et x — x). De plus, lim f = —co et lim f =+o0.
—00 (e o)

On en déduit que f réalise une bijection de R vers R. Ainsi, pour tout n € N, f(x) = n
possede une unique solution réelle x;,.

2. OnaquepourtoutneN, f(x, =n<n+1= f(xy+1). Comme f est strictement crois-
sante, on en déduit que x, < x,+1. Donc (x;) ,en €st strictement croissante.

3. Tout suite monotone admet une limite, donc (x;) ,eny admet une limite ¢ (finie ou +00).
Supposons que ¢ est fini. On a que pour tout n € N,

fxp)=n
Par continuité de f, en prenant la limite quand 7 tend vers +oo, on obtient
f0) = +oo,

ce qui est absurde. Donc ¢ = +oo.

Solution17 -
1. Pourtout neN,

Up+1 = cos(n+ 1) = cos(n) cos(l) —sin(n)sin(1) = u,u; — vy vy.
Vp+1 =sin(n+ 1) = sin(n) cos(1) + cos(n) sin(1) = v, u; + u, vy.

2. Si(up)nen €t (vy) nen convergent respectivement vers x et y, alors (Uy+1) nen €t (Vn+1) neN
convergent respectivement vers x et y également. En passant a la limite dans les rela-
tions précédentes, on obtient

X=Xxuy—yv, y=yu +xv.

v
On peut alors en déduire que x = Yo 1 etdonc en remplacant dans la deuxieme égalité,
uy —
I-u)x +un1y 0 — X +Q2vi-1y = 0
—u1 X +(1-vy)y = 0 -u1x +1Q-v)y = 0
- X +y = 0
AI-n+ur+2uqv))y = 0

u; €]0;1[et v €]0;1[,donc —v1+u; >—-letl—vi+u; >0etl—vy +u; +2u;v; >0.0n
en déduit que le systeme est de Cramer et admet une unique solution. Comme (0; 0) est
solution, on en déduitque x =0et y = 0.

3. Pourtout n €N, on a ui + vi =1, donc si on est dans le cas précédent, en passant a la
limite, on a x> + y* = 1. Ce qui contredit x = y = 0, on en déduit que u et v ne peuvent
étre toutes les deux convergentes.

Il nous reste a montrer qu'’il n’est pas possible qu’'une seule de ces suites convergent.
Supposons que (u,) ,en converge vers une limite finie x. Alors (#,+1) nen CONvVerge vers

1
cette méme limite. D’apres la question 1, on a v, = — (#n+1 — Un U1) €t on en déduit que
v

1
(V1) nen converge également. C’est absurde, donc (u,) ,en ne converge pas.
On prouve de maniere similaire de (v,),en ne converge pas et on a bien montré que
(Un) nen €t (Vy) nen divergent.

Solution 18 - Remarquons tout d’abord que la suite u est bien définie.

- R R —- R

- x*+1 etg: x = x*-x+1

g est une fonction polynomiale de degré 2 dont le discriminant est —3, donc elle ne
s’annule pas et garde un signe constant. Elle est donc toujours strictement positive.

Dong, pour tout n €N,

1. On étudie les fonctions f :

Up+1— Un = f(up) — up = gluy) >0.

Donc la suite (u;,) zen €St strictement croissante.
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2. Lasuite (1) nen admet donc pour limite un réel ou +oo. Or, comme f est continue, si u lim g’(x) = 400 et par croissances comparées, liIP g'(x) = —1On en déduit le tableau
. .. e A . ) o« q. , X——00 Xx—+00
converge vers un réel, celui-ci doit étre un point fixe de f, c’est a dire un zérode g. Or g

! ! de variation de g'.
ne s’annule pas, donc f n’a pas de point fixe, donc u ne converge pas vers un réel fini.

Dot lim u, = +oco. X —00 § +00
n—-+oo 2
Solution19 - " 0 N
¥ _
1. On définitsurR g: x— f(x) — x. g
—sin(x
g est dérivable sur R et pour tout x € R, g'(x) = Zsint) _ 1 <0, donc g est strictement +00 -1

2
décroissante sur R. g \ /

g est de plus continue, lim g = +oo et lim g = —o0o, donc par le théoréme de la bijection,
—00 +00 ) e—3/2 -1

g est une bijection de R dans R. Donc 0 a un unique antécédent par g et f a un unique

i 3
point fixe £. Comme g/ est strictement décroissante sur | — oo, 5] et que g' (0) = 0, on obtient son

’

N =

1
2. f estcontinue sur R, dérivable sur R et pour tout x € R, |g'(x)| = = Isin(x)| < . 3 , . 3 .y ,
2 signe sur | — oo, E]. De plus, g’ est croissante sur [5, +oo[ et llmg =-1<0,donc g est
(9]

1
Donc par I'inégalité des accroissements finis, f est ——lipschitzienne sur R. L 3
2 neégative sur [5, +oo[

1
On pose pour tout n €N, Py, : «|u, — €] < on |up — £| ». Montrons par récurrence qu’elle On en déduit le signe de g’ et les variations de g
vraie pour tout n € N.
1 x -0 0 +00
Initialisation : |1y — ¢| < 20 |ug — £|, donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n € N fixé, on suppose Pj,. ¢ ) n 0 —

ltns1 =€ = |f(un) - f(O)|

1 1
<= -/

11
<

\Ez—nmo—ﬂ —oo —00

< ST lug — 2| Comme g est continue sur R_ et que g(0) =1 et ljmg = —oo, d’apres le théoreme des
()

. valeurs intermédiaires, g s’annule sur R_. g étant strictement croissante sur R_ ce point
. , . .
Par récurrence, pour tout n € N, |1, — £| < T lug—¢), donc lim |u, — 2| =0 et (i) nen d’annulation est unique et non-nul.
n—+oo o :
De méme, g s'annule exactement une fois sur R;..

Donc 0 a exactement deux antécédents par g, un strictement positif et un strictement

converge vers /.

Solution20 - négatif. Les zéros de g étant les points fixes de f, on en déduit que f a exactement deux
1. On définitsurR g: x— f(x) - x. g est dérivable sur R et pour tout x € R, points fixes, un strictement positif et un strictement négatif.
-l
g(x)=(1-2x)e*~1. 8(15)—57e ‘1>50'
o e g)=se =<0
g est dérivable sur R et pour tout x € R, 4 2 4
5 5
g"(x)=(@2x-3)e". g(Z) < g(a) < g(1) et g est strictement décroissante sur R;, donc 1< a< T

10
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2. f estdérivable sur R et pour tout x € R, f’(x) =(1-2x)e .

5 5
f’ est négative sur [1, 4_1] donc f est décroissante sur [1, Z]'
5 5 7
D=3e'<Zetf(5)=-e4>1.
fa 2 f(4) >
5
Donc [1, Z] est stable par f (et la suite () en est bien définie et tous ses termes sont

5

dans [1,-]).

[ 4])

' - 5 5
3. f' estdérivable sur [1, Z] et pour tout x € [1, 4_1]’
f"(x)=2x-3) e *<0.
! < . 5
Donc f” est décroissante sur [1, 4_1]'
5 3
ffA)=-elet f’(Z) =-3 e %% = _Bavec f€]0,1[.
5
Ainsi, pour tout x €]1, 7, |f 0] <B.
5

D’apres I'inégalité des accroissements finis, f est f-lipschitzienne sur [1, Z]'

1
On pose pour tout n € N, Py, : «|uy —al < 'BHZ ». Montrons par récurrence qu’elle est
vraie pour tout n € N.

1_

1
Initialisation : |uy — a| < 1 ﬁoz, donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé, on suppose Pj,.

ltne1 —al = | f(up) - f(a)]

Par récurrence, pour tout n € N, |u,, — al < " |ug — al, donc lirP |u,, —al =0 et (Uy) nen
n—+o0o
converge Vers a.

‘Bﬂ

log(4 x10™*
T<10_4®ﬁn<4xl0_4®n>M

log(p)
log(4 x 1074

, U, est une valeur approchée de a 2 1074
log(B) " PP

Donc pour 7 entier supérieur a

pres.

11

Solution 21 - On définit sur [0, 2] la fonction f:x— v2—x.
f est continue et strictement décroissante sur [0,2], de plus f(0) = V2 et f(2) =0, donc
d’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de [0,2] sur [0, V/2]. Entre autres,
[0,2] est stable par f donc (1) zen est bien définie.
De méme, g: x — f(x)—x est strictement décroissante et continue sur [0, 2], donc réalise une
bijection de [0, 2] sur [g(2), g(0)] = [-2, v2]. Donc g aun unique zéro sur [0,2] et f un unique
point fixe.
Pour tout x, y € [0,2] telsque x < y,ona f(x) > f(y), puis f(f(x)) < f(f(y)) par décroissance
de f.
Donc f o f est croissante.

7

up=—-
07y

uy = f(up) =

3

uz=f(u1)=\/;
3 4-v6 1
u3=f(uz):\/2—\/;:\/ 2\/_>§-

Donc ug > up et u; < us.

Par récurrence, pour tout n € N, Uz, > Uapi2 €t Uzpy1 < Uzp+3, dOnc (Uzy,) nen €St décroissante
et (Ua,+1) neN €St croissante.

Ces deux suites sont bornées et monotones, donc convergentes. Comme f o f est continue,
elles convergent forcément vers un point fixe de fo f.

On admet pour I'instant que f o f n’a qu'un seul point fixe sur [0,2]. Comme f(f(1)) =1, ce
point fixe est 1 et ces deux suites convergent donc vers 1.

Comme les suites (u2,) nen €t (Uz,+1) nen convergent vers 1 toutes les deux, (1) ,en converge
vers 1.

D=

* Revenons a présent aux points fixes de fo f.
On va déterminer ces points fixes. On pose & : x — f(f(x)) — x définie sur [0,2]. Alors, h est
dérivable sur ]0,2[ et pour tout x e R, on a

1 -1
X
2V2-V2—x 2V2-x
1

n(x) = x(=1)—-1

1

4\/(2— V2-x)2-x)
Déterminons le signe de h’. Pour tout x €]0,2[, on a
1

\/(2—\/2—x)(2—x)

x>0

>4 — (2—@)(2—x)<1—16.
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1
Ainsi, en posant k(x) =(2-vV2-x)2—-x)— I le signe de k(x) est opposé de celui de K (x).
k est dérivable sur ]0, 2[ et pour tout x €]0,2[, on a
1
K (x)= 2-x)-2-V2-x)
2V2—-x
1
= EvZ—x—(Z—vZ—x)
3
=-2+2V2-x

On détermine alors le signe de k'.
, 3
k'(x)>0 < —2+z\/2—x>0

4
2—x>—
3

—
1

= 2-x>—
9

— x< -
9

k(0):2(2—\/§)—% ~1.11>0.

k(z)—16(2 4) l~112>0
- 37 16 :

On en déduit le tableau de variations de k :

x 0 2 2
9
K (x) + 0 -
2
k(§)
k / \ _1
k(0) 16

2 2
Ainsi, k est strictement décroissante et continue sur [5, 2] et k(§) et k(2) sont de signes stricts
opposés.
2
A Tl'aide du théoreme de la bijection, on en déduit qu'il existe un unique «a €]§,2[ tel que

k(a)=0.
Sur [0, af, k est donc strictement positive et elle est strictement négative sur |a, 2].

12

Cela nous permet d’obtenir le signe de 4’ et donc les variations de h.

\/2—\/§>0

h(0) =
h(2)=v2-2<0

x 0 a 2

h'(x) - 0 +
242 V2-2
h
/
\ h(a)

On ne connait pas @ et on ne peut donc pas déterminer la valeur de h(a). Toutefois, & est
strictement croissante sur [a,2] et h(2) < 0, donc h(a) < 0 (et donc h ne s’annule pas sur
[a,2].

Enfin, comme # est continue et strictement décroissante sur [0, a] et que h(0) et h(a) sont
de signes opposés, d’apres le théoréme de la bijection, il existe un unique g € [0, a] tel que
h(p) =0.

Finalement cela justifie que & ne s’annule qu'une fois sur [0,2] et donc que fo f n'a qu'un
point fixe sur [0,2]. Comme 1 est un point fixe de f o f, c’est bien le seul.

. 1 2
Solution22 - Onnote f:x— 3 x+—|.
X

1
f est dérivable et pour tout x >0, f'(x) = 3 (1 - —2)
x

On en déduit le tableau de variations de f :

X 0 V2 +00
() - 0 +
+00 +00
V2

Ainsi, pour tout x € [\/5, +oo[, f(x) > \/E, donc f(x) € [\/E, +o0o[. On en déduit que [\/5, +o0o]
est stable par f et (comme uy > V'2) que les termes de la suite u sont bien définis et sont tous
dans [V2, +ool.
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3
On remarque que u; = 5 On a donc que u; < up.

Pour tout n €N, on pose Py, : « Upty < Up»

Initialisation : On a vu que u; < up.

Hérédité : Soit n € N tel que P, soit vraie. C’est-a-dire que u,+; < u,. Comme f est stricte-
ment croissante sur [\/5; +oo[, on a

fluns1) < flun)

Un+2 < Up+1

Donc P,4 est vraie Conclusion : Par récurrence, pour tout n € N, u,41 < u, etla suite u est
donc strictement décroissante.

u est strictement décroissante et minorée par v'2, donc par le théoreme de la limite mono-
tone, elle converge.

Comme f est continue sur [V2,+ool, 1 converge forcément vers un point fixe de f sur

[V2, +o0[

Pour tout x € [vV/2, +oo[, comme x est positif,
2 2
f=x = x+;=2x<:> =2 x=V2

Ainsi, V2 est le seul point fixe de f sur [\/5, +o00[, donc la suite (1) ,en cOnverge vers V2.

Solution 23 -

1
1. (a) f estdérivable et pourtout x>0, f'(x)=1-—
X

On en déduit le tableau de variations de f (les limites de f sontimmédiates) :

f(x) - 0 +

+o00 +00

e \ | /

(b) Le tableau de variation nous montre que pour tout x >0, f(x) > 1.
(a) On conjecture que lorsque a > 1, la suite u décroit vers sa limite 1. Sia < 1, on a
u; > 1 et on se retrouve dans le cas précédent a partir du rang 1.
(b) Pourtout neN,
Ups1=Up <= —-In(u,)=0 = u, =1

Donc la suite u est constante si et seulement si a = 1.

(¢) i. D’apres le tableau de variations, [1,+oo[ est une partie stable par f. Comme
up > 1, on en déduit que tous les termes de la suite sont dans [1, +ool.

ii. PourtoutneN,
Ups1— Up = —In(u,) <0

car u, > 1. Donc u est décroissante.

iii. Comme u est décroissante et minorée par 1, elle converge vers un réel
¢ d’apres le théoréeme de la limite monotone. Comme f est continue sur
[1,+o0[, u converge nécessairement vers un point fixe de f.

Or, pourtoutx > 1,0na
f)=x <= Inx)=0< x=1

Lunique point fixe de f étant 1,ona ¢ = 1.
(d) Sia<1,alorsu; = f(a) > 1 et on appliquer I'étude précédente a partir du rang 1.
On en déduit que u est décroissante a partir du rang 1 et qu’elle converge vers 1.
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Solution24 -
1. Onpose h: x— f(x) — x définie sur [0, 1]. f est continue donc & aussi.
h(0) = f(0) > 0 car f est avaleurs dans [0, 1]
h(1) = f(1) -1 < Ocar f est avaleurs dans [0, 1].
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a € [0, 1] tel que h(a) =0, c’est-
a-dire f(a) = a.
2. f — g est continue sur [0,1] et ne s’annule pas par hypothése, donc par la contraposée
du théoreme des valeurs intermédiaires, f — g garde un signe constant.
3. (a) On procede par récurrence.
Initialisation : D’apres la question précédente, 1, = a est un point fixe de f.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que u, est un point fixe de f. Alors :

fun+1) = f(gun)) = g(f (un)

d’apres I'hypothése de I'exercice. Par hypothése de récurrence, on a donc

f(un+l) =g(uy) = up+1

Donc u,41 est un point fixe de f.

Par récurrence, pour tout n € N, u, est un point fixe de f.
(b) Pourtout neN,

Un+1 — Up = 8(Un) — f(un)

Or, on a montré que g — f est de signe constant, donc u,.; — u, est de signe
constant, ce qui signifie que la suite u est monotone.
(c) uest monotone et bornée par 0 et 1, donc par le théoréme de la limite monotone,

elle admet une limite finie ¢ € [0, 1].

(d) Pour tout n €N, f(u,) = u,. En passant a la limite, par continuité de f, on a que
f)==¢.
Pour tout n € N, u,+1 = g(uy), donc en passant a la limite, par continuité de g, on
aque?=g(l).

4. On adonc g(¢) = ¢ = f(¢), ce qui contredit 'hypothése. On en déduit qu’il existe a €
[0,1] tel que f(a@) = g(a).
Solution 25 - On abien A c[0,1]. Soient x et y dans [0, 1] avec x < y et ng tels que :

1

%gl’_x

Posons kg = max{k eN

k
270<x}.0naalors:

ko+1
210

X< <y

14

Solution 26 -

1. Soit (#;)nen € RY une suite convergente. On note ¢ € R sa limite. Soit € > 0. Il existe
N eNtel que pourtoutn > N, |u, —¥¢| <e.
Soient alors p, g € Ntels que p > N et g > N. D’apres I'inégalité triangulaire,

lup —ugl <lup — O+ |ug— £ <2¢

Ce qui montre que (u,) sen est bien de Cauchy.

2. (a) Soit (uy)nen une suite de Cauchy. 1l existe N € N tel que pour tout n > N, on ait
|u, — un| < 1. Dés lors, par inégalité triangulaire, pour tout n > N,

[unl < lup —upl+lunl <1+ |unl
Deés lors, en notant M = max {|ugl; |u1l;...;lun-1;1+|unl}, ona

VneN, lupl <M

Ce qui montre que (1) nen €5t bornée.
(b) Soit (#,)zen une suite de Cauchy. Alors, d’apres la question précédente, la suite
(4n) nen est bornée. Donc, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe
¢ €Ret ¢ :N— N strictement croissante telle que (ug(n)) ,,cn, CONVerge vers £.

Soit € > 0. Par convergence de (up(n)) nen Vers 4, il existe Ny € N tel que
Vn> Ny, lupm —ll<e
De plus, puisque (1) nen €st de Cauchy, il existe N, € N tel que
Vp,q= N2,  lup—ugl<e
Posons N = max{Nj, No}. Alors, pour n > N,ona@(n) > n> N,dolu:
[Uun =1 < |up — Upm| + [ Upm) — €1 < 2¢
Ce qui montre que (u,) ey converge vers £.
Quelques vidéos pour se cultiver:

Suites récurrentes complexes et... fractales :
® Beyond the Mandelbrot set, intro to holomorphic dynamics - - 3Bluel Brown S

& Du trefle a brouter... & Qui s’y frotte s’y pique!

¥ A connaitre par cceur. # Calculatoire, risque de rester sur le carreau!


https://youtu.be/LqbZpur38nw?feature=shared

