
Maths 2025/26
TD 10 – Suites convergentes de nombres

réels et complexes MPSI

EXERCICES — CHAPITRE 10

Solution 1 –

a) Pour tout n ⩾ 1, an = exp(ln(3)/n). Donc lim
n→+∞an = 1.

b) b est une suite géométrique de raison de module strictement inférieur à 1, donc
lim

n→+∞bn = 0.

c) Par croissances comparées, lim
n→+∞cn =+∞.

d) Pour tout n ⩾ 2, dn = 1− (−1)n

n

1+ (−1)n

n

.

Comme − 1

n
⩽

(−1)n

n
⩽

1

n
et lim

n→+∞
1

n
= 0, d’après le théorème des gendarmes,

lim
n→+∞

(−1)n

n
= 0. Il n’y alors plus de forme indéterminée et on a lim

n→+∞dn = 1.

e) Pour tout n ∈N, −1⩽ cos(n)⩽ 1, donc

−1

n +1
⩽

2+3cos(n)

n +1
⩽

5

n +1
.

lim
n→+∞

−1

n +1
= lim

n→+∞
5

n +1
= 0. Par le théorème des gendarmes, lim

n→+∞en = 0.

f) Pour tout n ∈N, −1⩽ sin(n2), donc

n −2⩽ n +2sin(n2).

lim
n→+∞n −2 =+∞. Par le théorème du gendarme, lim

n→+∞ fn =+∞.

g) Pour tout n ∈ N, on a gn ⩾ 2n −n = n. Comme lim
n→+∞gn = +∞, on a par théorème du

gendarme que lim
n→+∞gn =+∞.

h) Pour tout n ⩾ 1, on a

hn = (
p

n +1−p
n)(

p
n +1+p

n)p
n +1+p

n

= n +1−np
n +1+p

n

= 1p
n +1+p

n

Donc lim
n→+∞hn = 0.

i) Pour tout n ⩾ 1, on a

in = n

(
3

√
1+ 1

n2 −5

)

lim
n→+∞

(
3

√
1+ 1

n2 −5

)
=−2, Donc lim

n→+∞ in =−∞.

j) Pour tout n ⩾ 1, on a

jn = (
p

n2 +n +1−
p

n2 +1)(
p

n2 +n +1+
p

n2 +1)p
n2 +n +1+

p
n2 +1

= n2 +n +1− (n2 +1)p
n2 +n +1+

p
n2 +1

= np
n2 +n +1+

p
n2 +1

= 1√
1+ 1

n + 1
n2 +

√
1+ 1

n2

lim
n→+∞

√
1+ 1

n
+ 1

n2 +
√

1+ 1

n2 = 2, donc lim
n→+∞ jn = 1

2
.

k) Pour tout n ⩾ 2,

n −n ln(n)

n + ln(n)
= n ln(n)

n
×

1
ln(n) −1

1+ ln(n)
n

= ln(n)×
1

ln(n) −1

1+ ln(n)
n

.

Par croissance comparée, lim
n→+∞

ln(n)

n
= 0, donc lim

n→+∞kn =−∞.

l) On procède pas disjonction de cas selon les positions relatives de a et b.

• Si a = b, alors p est la suite constante nulle donc converge vers 0.

• Si a < b, alors pour tout n ∈N∗,

pn = an

an ×
1−

(
b
a

)n

1+
(

b
a

)n =
1−

(
b
a

)n

1+
(

b
a

)n

On a 0⩽
b

a
< 1, donc lim

n→+∞

(
b

a

)n

= 0. D’où lim
n→+∞pn = 1.
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• Si a > b, alors pour tout n ∈N∗,

pn = bn

bn ×
( a

b

)n −1( a
b

)n +1
=

( a
b

)n −1( a
b

)n +1

On a 0⩽
a

b
< 1, donc lim

n→+∞

( a

b

)n
= 0. D’où lim

n→+∞pn =−1.

m) Pour tout n ∈N∗, on a

qn = e
ln(n)
ln(n) = e.

Donc lim
n→+∞qn = e.

n) Pour tout n ⩾ 2, on a

rn = e
ln(ln(n))

n .

Pour tout n ⩾ 3, 0 ⩽
ln(l n(n))

n
⩽

ln(n)

n
. De plus lim

n→+∞
ln(n)

n
= 0 par croissances

comparées, donc lim
n→+∞

ln(ln(n))

n
= 0 par théorème des gendarmes. On en déduit que

lim
n→+∞rn = 1.

o) Pour tout n ∈R∗,
n

2
−1 < E(n/2)⩽

n

2
, donc

1

2
− 1

n
< E(n/2)

n
⩽

1

2

lim
n→+∞

1

2
− 1

n
= 1

2
, donc par théorème des gendarmes, lim

n→+∞
E(n/2)

n
= 1

2

Solution 2 – On note α> 0 tel que ∀n ∈N, un+1 −un ⩾α.
On pose pour tout n ∈N, Pn : « un ⩾ u0 +nα » . On va montrer par récurrence sur n que Pn

est vraie pour tout n ∈N.
Initialisation : u0 ⩾ u0, donc P0 est vraie.
Hérédité : Soit n ∈N fixé. On suppose que Pn est vraie.

un+1 ⩾ un +α⩾ nα+α= (n +1)α.

Conclusion : Par récurrence, pour tout n ∈N, un ⩾ nα.
lim

n→+∞nα=+∞, donc par théorème de comparaison, lim
n→+∞un =+∞.

Solution 3 – Pour tout n ∈N∗,

Sn+1 −Sn = 1+
n∑

k=1

1

k2(k +1)2 −1−
n−1∑
k=1

1

k2(k +1)2 = 1

n2(n +1)2 ⩾ 0.

Tn+1 −Tn = Sn+1 + 1

3(n +1)2 −Sn − 1

3n2

= 1

n2(n +1)2 + n2

3n2(n +1)2 − (n +1)2

3n2(n +1)2

= 3+n2 −n2 −2n −1

3n2(n +1)2

= 2(1−n)

3n2(n +1)2 ⩽ 0

Donc (Sn)n∈N∗ est croissante et (Tn)n∈N∗ est décroissante. Pour tout n ∈ N∗, Tn −Sn = 1

3n2 ,

donc lim
n→+∞Tn −Sn = 0.

Solution 4 –

1. Je calcule la différence entre deux termes consécutifs puis j’étudie son signe.
Pour tout n ∈N∗,

un+1 −un = un +2n +3−un = 2n +3⩾ 0.

Donc un+1 −un ⩾ 0, i.e. un+1 ⩾ un . Donc la suite (un)n∈N est croissante.

2. Énoncé : Je note Pn la propriété : un > n2.

Initialisation : Pour n = 0, u0 = 1 et 1 > 0 = 02. Ainsi P0 est vraie.

Hérédité : Soit n ⩾ 0. Je suppose que Pn est vraie et je montre que Pn+1 l’est aussi.
Par définition de la suite (un)n∈N, un+1 = un +2n +3.
Or par hypothèse de récurrence un > n2, donc

un+1 = un +2n +3 > n2 +2n +3 > n2 +2n +1 = (n +1)2.

Donc un+1 > (n +1)2. Finalement Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de ré-
currence, la propriété Pn est vraie pour tout n ⩾ 0, i.e.

∀n ∈N, un > n2.

3. Comme je sais désormais que pour tout n, un > n2 et comme lim
n→+∞n2 =+∞, alors j’en

déduis par théorème de comparaison que

lim
n→+∞un =+∞.
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Solution 5 –

1. Énoncé : Je note Pn la propriété : un ∈ ]
0,1

[
.

Initialisation : Pour n = 0, u0 = 0.7 et 0.7 ∈ ]
0,1

[
. Ainsi P0 est vraie.

Hérédité : Soit n ⩾ 0. Je suppose que Pn est vraie et je montre que Pn+1 l’est aussi.
Par définition de la suite (un)n∈N, un+1 = u2

n . Or par hypothèse de récurrence
un ∈ ]

0,1
[
, donc par croissance de la fonction carrée sur l’intervalle

[
0,1

]
,

un ∈ ]
0,1

[ ⇐⇒ 0 < un < 1 ⇐⇒ 02 < u2
n < 12

⇐⇒ 0 < un+1 < 1 ⇐⇒ un+1 ∈
]
0,1

[
.

Donc un+1 ∈
]
0,1

[
. Finalement Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de ré-
currence, la propriété Pn est vraie pour tout n ⩾ 0, i.e.

∀n ∈N, un ∈ ]
0,1

[
.

2. Soit n ⩾ 0. D’après la question précédente, 0 < un < 1 et en multipliant par un , j’obtiens
que 0 < u2

n < un , i.e. en particulier un+1 = u2
n ⩽ un . Donc la suite (un)n∈N est décrois-

sante.

3. D’après les deux questions précédentes, la suite (un)n∈N est décroissante et minorée
par 0. Donc par le théorème de la limite monotone, j’en déduis que la suite (un)n∈N est
convergente. Je note ℓ sa limite, je sais que lim

n→+∞un = ℓ et lim
n→+∞un+1 = ℓ.

Puisque un+1 = u2
n , en faisant tendre n vers l’infini et en passant à la limite, j’obtiens

que

ℓ= ℓ2 ⇐⇒ ℓ2 −ℓ= 0 ⇐⇒ ℓ× (ℓ−1) = 0 ⇐⇒ ℓ= 0 ou ℓ= 1.

Puisque la suite (un)n∈N est décroissante et que son premier terme vaut u0 = 0.7, alors
j’en déduis que

lim
n→+∞un = 0.

Solution 6 –

1. Énoncé : Je note Pn la propriété : 0 < an < 1.

Initialisation : Pour n = 0, a0 = 0.4 et 0 < 0.4 < 1. Ainsi P0 est vraie.

Hérédité : Soit n ⩾ 0. Je suppose que Pn est vraie et je montre que Pn+1 l’est aussi.
Par définition de la suite (an)n∈N, an+1 = (1−an)3 +an .
Or par hypothèse de récurrence 0 < an < 1, donc

0 < an < 1

⇐⇒ 0 < 1−an < 1

⇐⇒ 0 < (1−an)2 < 1

⇐⇒ 0 < (1−an)3 < 1−an

⇐⇒ 0 < an < (1−an)3 +an < 1

⇐⇒ 0 < an+1 < 1

Finalement Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme elle est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe de ré-
currence, la propriété Pn est vraie pour tout n ⩾ 0, i.e.

∀n ∈N, 0 < an < 1.

2. Soit n ⩾ 0. D’après la démonstration de l’hérédité dans la question précédente, je sais
que 0 < an < an+1 < 1 et en particulier an+1 ⩾ an . Donc la suite (an)n∈N est croissante.

3. D’après les deux questions précédentes, la suite (an)n∈N est croissante et majorée par 1.
Donc par le théorème de la limite monotone, j’en déduis que la suite (an)n∈N est conver-
gente. Je note ℓ sa limite, je sais que lim

n→+∞an = ℓ et lim
n→+∞an+1 = ℓ.

Puisque an+1 = (1− an)3 + an , en faisant tendre n vers l’infini et en passant à la limite,
j’obtiens que

ℓ= (1−ℓ)3 +ℓ ⇐⇒ (1−ℓ)3 = 0 ⇐⇒ 1−ℓ= 0 ⇐⇒ ℓ= 1.

Ainsi lim
n→+∞un = ℓ= 1.

Solution 7 –

1. Je raisonne par récurrence sur n ∈N.

Énoncé : Je note Pn la propriété : "an et bn sont bien définis et positifs".

Initialisation : Pour n = 0, a0 = 1 et b0 = 2 sont bien définis et positifs.
Ainsi P0 est vraie.

Hérédité : Soit n ⩾ 0. Je suppose que Pn est vraie et je montre que Pn+1 l’est aussi.
Alors

• an+1 = an +bn

2
est bien défini et positif puisque par hypothèse de récur-

rence, an ⩾ 0 et bn ⩾ 0 donc an +bn ⩾ 0,

• bn+1 =
√

an+1bn est aussi bien défini puisque an+1 ⩾ 0 et bn ⩾ 0.
Et comme c’est une racine carrée, bn+1 ⩾ 0.
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Finalement Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par principe
de récurrence, la propriété est vraie pour tout n ⩾ 0, c’est-à-dire que pour tout
entier naturel n, les réels an et bn sont bien définis et positifs.

2. En utilisant les formules de récurrence et les valeurs de l’énoncé,

a1 = a0 +b0

2
= 1+2

2
= 3

2
Et b1 =

√
a1b0 =

√
3

2
×2 =p

3.

3. (a) Grâce aux formules de an+1 et bn+1 et en utilisant l’expression conjuguée, alors

bn+1 −an+1 =
√

an+1bn −an+1 =p
an+1 ×

(√
bn −p

an+1

)
=p

an+1 ×
(√

bn −p
an+1

)
×

√
bn +p

an+1√
bn +p

an+1

=
p

an+1√
bn +p

an+1

×
(√

bn −p
an+1

)
×

(√
bn +p

an+1

)
=

p
an+1√

bn +p
an+1

× (
bn −an+1

)= p
an+1√

bn +p
an+1

×
(
bn − an +bn

2

)
=

p
an+1√

bn +p
an+1

× bn −an

2
=

p
an+1

2
(√

bn +p
an+1

) × (
bn −an

)
(b) Je raisonne par récurrence sur n ∈N.

Énoncé : Je note Pn la propriété : an < bn .

Initialisation : Pour n = 0, a0 = 1 et b0 = 2. Ainsi P0 est vraie.

Hérédité : Soit n ⩾ 0. Je suppose que Pn est vraie et je montre que Pn+1 l’est
aussi. Alors

bn+1 −an+1 =
p

an+1

2
(√

bn +p
an+1

) × (
bn −an

)
et tous les facteurs impliqués sont positifs, comme racines carrées et par hy-
pothèse de récurrence, car an < bn ⇐⇒ bn − an > 0. Ainsi bn+1 − an+1 > 0,
i.e. an+1 < bn+1.
Finalement Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire.

Conclusion : Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par
principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n ⩾ 0, i.e.

∀n ∈N, an < bn .

(c) Pour obtenir les variations de la suite (an)n∈N, je calcule la différence entre deux
termes consécutifs quelconques. Soit n ∈N,

an+1 −an = an +bn

2
−an = bn −an

2
> 0,

puisque d’après la question précédente, an < bn , i.e. bn−an > 0. J’ai ainsi montré
que ∀n ∈N, an+1 −an > 0, i.e. an+1 > an . Donc la suite (an)n∈N est strictement
croissante.

(d) Par définition de bn+1,

b2
n+1 = an+1bn ⇐⇒ bn = b2

n+1

an+1
.

Alors comme à la question précédente, je calcule la différence entre deux termes
consécutifs quelconques. Soit n ∈N,

bn+1 −bn = bn+1 −
b2

n+1

an+1
= bn+1an+1 −b2

n+1

an+1
= bn+1

an+1

(
an+1 −bn+1

)< 0,

puisque d’après la question précédente, an+1 < bn+1, i.e. an+1 −bn+1 < 0.
J’ai ainsi montré que ∀n ∈N, bn+1 −bn < 0, i.e. an+1 < an .
Donc la suite (bn)n∈N est strictement décroissante.

4. (a) Par positivité de la racine carrée, comme les an et les bn ne sont pas nuls, je sais que√
bn > 0. Alors

√
bn +p

an+1 > p
an+1 et

p
an+1√

bn +p
an+1

< 1. Puis en injectant

cette inéquation dans l’expression de la question 4.a), j’obtiens directement que

bn+1 −an+1 =
p

an+1

2
(√

bn +p
an+1

) × (
bn −an

)< 1

2
× (

bn −an
)
.

Pour l’encadrement, je raisonne par récurrence sur n ∈N.

Énoncé : Je note Pn la propriété : 0 < bn −an ⩽
1

2n .

Initialisation : Pour n = 0, b0 − a0 = 2−1 = 1 et 0 < 1 ⩽
1

20 = 1. Ainsi P0

est vraie.

Hérédité : Soit n ⩾ 0. Je suppose que Pn est vraie et je montre que Pn+1 l’est
aussi. Alors bn+1 −an+1 est strictement positif d’après la question 4.b) et

0 < bn+1 −an+1 < 1

2
× (

bn −an
)< 1

2
× 1

2n = 1

2n+1 .

Finalement Pn+1 est vraie et la propriété est héréditaire.
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Conclusion : Comme la propriété est héréditaire et vraie pour n = 0, alors par
principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n ⩾ 0, i.e.

∀n ∈N, 0 < bn −an ⩽
1

2n .

(b) Je sais que pour tout entier naturel n, an < bn et que la suite (bn)n∈N est stricte-
ment décroissante. Donc en particulier bn < b0 et ainsi

an < bn < b0.

De la même manière, en utilisant cette fois la stricte croissance de la suite (an)n∈N,
alors an > a0 et ainsi

a0 < an < bn .

Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier naturel n,

an < b0 Et a0 < bn .

(c) La suite (an)n∈N est strictement croissante et majorée par b0 d’après la ques-
tion 5.b). Par théorème de la limite monotone, la suite (an)n∈N converge vers une
limite ℓa .
De la même manière, la suite (bn)n∈N est strictement décroissante et minorée par
a0. Par théorème de la limite monotone, la suite (bn)n∈N converge vers une limite
ℓb .
Pour montrer que ces deux limites sont égales, j’étudie la suite

(
bn −an

)
n∈N.

Par convergence des suites (an)n∈N et (bn)n∈N, cette suite converge et

lim
n→+∞bn −an = ℓb −ℓa .

Or je connais un encadrement de cette suite par la question 5.a)

et comme lim
n→+∞0 = lim

n→+∞
1

2n = 0, alors par le théorème des gendarmes, j’en dé-

duis que

lim
n→+∞bn −an = 0.

Enfin par unicité de la limite,

ℓb −ℓa = 0 ⇐⇒ ℓa = ℓb ,

ce qui signifie que les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N convergent vers une même
limite ℓ.

(d) Par stricte croissance de la suite (an)n∈N, alors pour tout entier naturel n, an ⩽ ℓ.
De même, par stricte décroissance de la suite (bn)n∈N, alors pour tout entier n,
ℓ⩽ bn .
Ainsi j’ai bien montré que pour tout entier naturel n,

an ⩽ ℓ⩽ bn .

5. Je procède par élimination. Je sais que 1 = a0 ⩽ ℓ⩽ b0 = 2. Donc

•
p

3

π
≈ 1.73

3.14
< 1 ne peut pas être la limite ℓ.

• 3

π
≈ 3

3.14
< 1 ne peut pas être la limite ℓ.

• 3 > 2 ne peut pas être la limite ℓ.

Ainsi la limite commune aux suites (an)n∈N et (bn)n∈N est ℓ= 3
p

3

π
.

Solution 8 –

1. Pour tout n ∈N∗,

u2n+2 −u2n =
2n+2∑
k=1

(−1)k

k
−

2n∑
k=1

(−1)k

k

= (−1)2n+2

2n +2
+ (−1)2n+1

2n +1

= 1

2n +2
− 1

2n +1

= 2n +1− (2n +2)

(2n +1)(2n +2)

= −1

(2n +1)(2n +2)
⩽ 0

Donc (u2n)n∈N∗ est décroissante. Pour tout n ∈N,

u2n+3 −u2n+1 =
2n+3∑
k=1

(−1)k

k
−

2n+1∑
k=1

(−1)k

k

= (−1)2n+3

2n +3
+ (−1)2n+2

2n +2

= −1

2n +3
+ 1

2n +2

= −(2n +2)+ (2n +3)

(2n +2)(2n +3)

= 1

(2n +3)(2n +2)
⩾ 0
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Donc (u2n+1)n∈N∗ est décroissante. Pour tout n ∈N,

u2n+1 −u2n =
2n+1∑
k=1

(−1)k

k
−

2n∑
k=1

(−1)k

k
= (−1)2n+1

2n +1
.

Donc lim
n→+∞u2n+1 −u2n = 0. On en déduit que (u2n)n∈N∗ et (u2n+1)n∈N sont adjacentes.

2. D’après le théorème des suites adjacentes, elles convergent vers la limite. Or, un résultat
du cours nous assure que si les suites extraites (u2n)n∈N∗ et (u2n+1)n∈N convergent vers
une même limite, alors (un)n∈N∗ converge cette limite.

Solution 9 –

1. Si (xn)n∈N converge vers ℓ, alors toute suite extraite de x converge vers cette même li-
mite. Donc (x2n)n∈N converge vers ℓ. par opération sur les limites, on en déduit que
(x2n −xn)n∈N converge vers 0.

2. On va utiliser la contraposée de la question 1. Pour tout n ∈N∗,

S2n −Sn =
2n∑

k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k
=

2n∑
k=n+1

1

k

Or, pour tout k ∈ Jn +1,2nK, on a
1

k
⩾

1

2n
. Donc

S2n −Sn ⩾
2n∑

k=n+1

1

2n
= n

2n
= 1

2

Donc S2n −Sn ne converge pas vers 0. Par contraposée de la question 1, on en déduit
que (Sn) ne converge pas.

Solution 10 – On sait que, ∀n ∈N∗, −1 ⩽ (−1)n ⩽ 1. Or, pour tout n ∈N∗,
p

n > 0. On peut
donc diviser par

p
n dans l’inégalité précédente, sans changer le sens de l’inégalité. Dès lors,

− 1p
n
⩽

(−1)n

p
n

⩽
1p
n

, et donc

1− 1p
n
⩽ un ⩽ 1+ 1p

n

Par ailleurs, lim
n→+∞1− 1p

n
= lim

n→+∞1+ 1p
n

= 1. Donc, d’après le théorème des gendarmes,

(un)n∈N∗ converge et
lim

n→+∞un = 1

Solution 11 – Pour tout n ∈ N, on pose un = an + i bn avec (an)n∈N et (bn)n∈N des suites
réelles. Alors, pour tout n ∈N,

an+1 + i bn+1 = 1

5
(3(an + i bn)+2(an − i bn)) = 1

5
(5an + i bn) = an + i

bn

5

On en déduit que pour tout n ∈N, an+1 = an , donc (an)n∈N est constante, et bn+1 = bn

5
, donc

(bn)n∈N est géométrique de raison
1

5
.

(an)n∈N converge vers a0 = a et (bn)n∈N converge vers 0, donc (un)n∈N converge vers a.

Solution 12 – Pour tout n ∈N,

zn+1 = xn+1 + i yn+1

= 1

2
xn + 1

3
yn + i

(
−1

3
xn + 1

2
yn

)
=

(
1

2
− i

1

3

)
xn +

(
i

2
+ −1

3

)
yn

=
(

1

2
− i

1

3

)
zn

Ainsi (zn)n∈N est une suite géométrique de raison

(
1

2
− i

1

3

)
. Or,

∣∣∣∣1

2
− i

1

3

∣∣∣∣=
√

1

4
+ 1

9
=

p
13

6
< 1.

On en déduit que (zn)n∈N converge vers 0, et donc que (xn)n∈N et (yn)n∈N convergent vers 0.

Solution 13 –

1. Si z0 est un réel négatif, alors |z0| = −z0 et donc z1 = 0.

De plus, pour tout n ∈N, si zn = 0 alors zn+1 = 0.

Ainsi, par récurrence, (zn)n∈N est nulle à partir du rang 1.

2. Pour tout réel a positif, on a |a| = a et
1

2
(a +|a|) = a.

Ainsi, si z0 est un réel positif, alors la suite (zn)n∈N est constante.

3. Soit n ∈N. Supposons que zn soit un complexe non-réel. C’est à dire zn = a + i b avec a
et b réels et b non-nul. Alors

zn+1 = 1

2
(|zn |+ zn) = (

|zn +a|
2

)+ i
b

2

Donc ℑm(zn+1) = b

2
̸= 0, donc zn+1 est complexe non-réel.

Si z0 est complexe non-réel, par récurrence, pour tout n ∈N, zn n’est pas réel.
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4. (a) Pour tout n ∈N, on a

zn+1 = 1

2
(
∣∣∣rn eiθn

∣∣∣+ rn eiθn )

= 1

2
(rn + rn eiθn )

= rn

2
(1+eiθn )

= rn eiθn /2

2
(e−iθn /2+eiθn /2)

= rn eiθn /2

2
(2cos(θn/2)) = rn eiθn /2 cos(θn/2)

Comme θn ∈]−π;π[,
θn

2
∈]

−π
2

;
π

2
[ et donc cos(

θn

2
) > 0.

On en déduit qu’on a obtenu la forme exponentielle de zn+1 et donc que

θn+1 = θn

2
.

Donc (θn)n∈N est une suite géométrique de raison
1

2
. Son terme général est donc :

∀n ∈N, θn = θ0

2n .

(b) La question précédente permet d’obtenir la relation rn+1 = rn cos

(
θn

2

)
. On montre

le résultat demandé par récurrence :

Initialisation : r0

0∏
k=1

cos

(
θ0

2k

)
= r0 par convention sur le produit vide.

Hérédité : Soit n ∈N. Supposons que rn = r0

n∏
k=1

cos

(
θ0

2k

)
. Alors,

rn+1 = cos

(
θn

2

)
rn

= cos

(
θn

2

) n∏
k=1

cos

(
θ0

2k

)
= cos

(
θ0

2n ·2

) n∏
k=1

cos

(
θ0

2k

)
par 4)a)

=
n+1∏
k=1

cos

(
θ0

2k

)

Par récurrence, pour tout n ∈N∗, rn =
n∏

k=1
cos

(
θ0

2k

)
.

(c) Pour tout n ∈N, rn ̸= 0 et
θ0

2n ∈]−π;π[\{0}, donc sin(
θ0

2n ) ̸= 0. D’où

wn+1

wn
=

2n+1rn+1 sin( θ0
2n+1 )

2nrn sin( θ0
2n )

=
2rn cos( θ0

2n+1 )sin( θ0
2n+1 )

rn sin( θ0
2n )

=
2cos( θ0

2n+1 )sin( θ0
2n+1 )

sin( θ0
2n )

= sin( θ0
2n )

sin( θ0
2n )

= 1

Donc la suite (wn)n∈N est constante.

(d) Cela nous permet d’affirmer que pour tout n ∈N,

wn = w0

2nrn sin
( θ0

2n

)
= r0 sin(θ0)

rn = r0 sin(θ0)

2n sin
(
θ0
2n

)

lim
n→+∞

θ0

2n = 0, donc sin
( θ0

2n

)
∼ θ0

2n et

rn ∼ r0 sin(θ0)

2n θ0
2n

= r0 sin(θ0)

θ0
·

Donc (rn)n∈N converge vers
r0 sin(θ0)

θ0
·

7
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Solution 14 –

1. On reconnait une suite géométrique. Déterminons le module de sa raison :∣∣∣∣ 1− i

1− i
p

3

∣∣∣∣= |1− i |∣∣1− i
p

3
∣∣ =

p
2

2
< 1

Donc lim
n→+∞un = 0.

2. Pour tout n ∈N∗, on a ei 6nπ
3 = 1 et ei (6n+3)π

3 =−1, donc

v6n = 1+ 1

6n
, v6n+3 =−

(
1+ 1

6n +3

)
Ainsi, lim

n→+∞v6n = 1 et lim
n→+∞v6n+3 = −1. Comme il existe deux suites extraites de v

n’ayant pas la même limite, v n’a pas de limite.

3. Pour tout n ∈N∗, on a

|wn | = 1

(1+ 1
n )n2

On étudie le dénominateur :

(1+ 1

n
)n2 = exp

(
n2 ln(1+ 1

n
)

)
= exp

(
n × ln(1+ 1

n )
1
n

)

Comme lim
x→0

ln(1+x)

x
= 1 et lim

n→+∞
1

n
= 0, on a par compositions de limites que lim

n→+∞n×
ln(1+ 1

n )
1
n

= +∞. En composant avec le limite de l’exponentielle en +∞, on en déduit

que lim
n→+∞(1+ 1

n
)n2 =+∞ et donc que lim

n→+∞ |wn | = 0 et finalement, lim
n→+∞wn = 0

4. Pour tout n ∈N∗,
∣∣yn

∣∣= n +1. Ainsi, la suite y n’est pas bornée, donc ne converge pas.

5. Attention ici à ne pas prendre le logarithme d’un nombre complexe, car cela n’a pas de
sens ! Pour tout n ∈N∗,

|zn | =
(√

12 +
(π

n

)2
)n

= exp

(
n

2
ln

(
1+ π2

n2

))
= exp

(
π2

2n
× n2

π2 ln
(
1+ π2

n2

))

Comme lim
x→0

ln(1+x)

x
= 1 et lim

n→+∞
π2

n2 = 0, on a par compositions de limites que

lim
n→+∞

n2

π2 ln
(
1+ π2

n2

)
= 1 et donc lim

n→+∞
π2

2n
× n2

π2 ln
(
1+ π2

n2

)
= 0. En composant avec la

limite de l’exponentielle en 0, on en déduit que lim
n→+∞ |zn | = 1.

Un argument de 1 + i
π

n
est Arctan(

π

n
) (car la partie réelle est positive), donc un ar-

gument de zn est tn = n Arctan(
π

n
). Comme lim

n→+∞
π

n
= 0 et que par dérivabilité de

Arctan, on a lim
x→0

Arctan(x)

x
= Arctan′(0) = 1, on obtient par composition de limites que

lim
n→+∞

n

π
Arctan(

π

n
) = 1 et donc que lim

n→+∞ tn =π.

Finalement, en passant à la limite dans l’expression

zn = |zn | (cos(tn)+ i sin(tn)) ,

on obtient que lim
n→+∞zn =−1.

Solution 15 –

1. Supposons que (un)n∈N est croissante. Soit n ∈N. Alors

vn+1 = 1

n +1
(u1 +u2 +·· ·+un +un+1)

= 1

n +1
(u1 +u2 +·· ·+un)+ un+1

n +1

= n

n +1
vn + un+1

n +1

un+1 est plus grand que tous les réels u1, . . . ,un , donc est plus grand que leur moyenne,
c’est-à-dire que vn . Donc

vn+1 ⩾
n

n +1
vn + vn

n +1
⩾ vn

donc la suite (vn)n∈N∗ est croissante.

2. Supposons que (un)n∈N converge vers 0. Soit ϵ > 0. Alors il existe N ∈ N∗ tel que pour
tout n ⩾ N , |un |⩽ ϵ. Alors, on a par inégalité triangulaire, pour tout n ⩾ N

|vn |⩽ 1

n
(|u1|+ |u2|+ · · ·+ |un |)

⩽
1

n
(|u1|+ |u2|+ · · ·+ |uN |+ |uN+1| · · ·+ |un |)

⩽
1

n
(|u1|+ |u2|+ · · ·+ |uN |+ϵ+·· ·+ϵ)

où il y a n−N termes ϵ. En notant c = |u1|+|u2|+· · ·+|uN | (qui est une constante réelle),
on a

|vn |⩽ c

n
+ n −N

n
ϵ⩽

c

n
+ϵ.
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Comme
c

n
−→

n→+∞ 0, il existe N1 ∈ N tel que pour tout n ⩾ N1, on ait
c

n
⩽ ϵ. Ainsi, pour

n ⩾max(N , N1), on a
|vn |⩽ 2ϵ.

Donc (vn)n∈N∗ converge vers 0.

3. Si (un)n∈N converge vers ℓ ∈ R, on pose (wn)n∈N∗ = (un − ℓ)n∈N∗ . La suite (wn)n∈ℓ
converge donc vers 0.

vn −ℓ= u1 +·· ·+un

n
− ℓ+·· ·+ℓ

n

= (u1 −ℓ)+·· ·+ (un −ℓ)

n

D’après la question précédente,on en déduit que (vn −ℓ)n∈N∗ converge vers 0 et donc
que (vn)n∈N∗ converge vers ℓ.

4. On prend (un)n∈N∗ =
(
(−1)n

)
n∈N∗ . Cette suite ne converge pas car elle a deux sous-

suites qui convergent vers des valeurs différentes (la suite constante égale à 1 et la suite

constante égale à −1). Pour tout n ∈N, v2n = 0 et v2n+1 = −1

2n +1
. On en déduit que pour

tout n ∈N∗, |vn |⩽ 0 donc (vn)n∈N∗ converge vers 0.

Solution 16 –

1. f est continue sur R. Elle y est strictement croissante en tant que somme de deux fonc-
tions strictement croissante (exp et x 7→ x). De plus, lim−∞ f =−∞ et lim+∞ f =+∞.

On en déduit que f réalise une bijection de R vers R. Ainsi, pour tout n ∈ N, f (x) = n
possède une unique solution réelle xn .

2. On a que pour tout n ∈ N, f (xn = n < n +1 = f (xn+1). Comme f est strictement crois-
sante, on en déduit que xn < xn+1. Donc (xn)n∈N est strictement croissante.

3. Tout suite monotone admet une limite, donc (xn)n∈N admet une limite ℓ (finie ou +∞).

Supposons que ℓ est fini. On a que pour tout n ∈N,

f (xn) = n

Par continuité de f , en prenant la limite quand n tend vers +∞, on obtient

f (ℓ) =+∞,

ce qui est absurde. Donc ℓ=+∞.

Solution 17 –

1. Pour tout n ∈N,

un+1 = cos(n +1) = cos(n)cos(1)− sin(n)sin(1) = unu1 − vn v1.

vn+1 = sin(n +1) = sin(n)cos(1)+cos(n)sin(1) = vnu1 +un v1.

2. Si (un)n∈N et (vn)n∈N convergent respectivement vers x et y , alors (un+1)n∈N et (vn+1)n∈N
convergent respectivement vers x et y également. En passant à la limite dans les rela-
tions précédentes, on obtient

x = xu1 − y v1, y = yu1 +xv1.

On peut alors en déduire que x = y v1

u1 −1
et donc en remplaçant dans la deuxième égalité,{

(1−u1)x +v1 y = 0
−u1x +(1− v1)y = 0

⇐⇒
{

x +(2v1 −1)y = 0
−u1x +(1− v1)y = 0

⇐⇒
{

x +y = 0
(1− v1 +u1 +2u1v1)y = 0

u1 ∈]0;1[ et v1 ∈]0;1[, donc −v1 +u1 >−1 et 1− v1 +u1 > 0 et 1− v1 +u1 +2u1v1 > 0. On
en déduit que le système est de Cramer et admet une unique solution. Comme (0;0) est
solution, on en déduit que x = 0 et y = 0.

3. Pour tout n ∈ N, on a u2
n + v2

n = 1, donc si on est dans le cas précédent, en passant à la
limite, on a x2 + y2 = 1. Ce qui contredit x = y = 0, on en déduit que u et v ne peuvent
être toutes les deux convergentes.
Il nous reste à montrer qu’il n’est pas possible qu’une seule de ces suites convergent.
Supposons que (un)n∈N converge vers une limite finie x. Alors (un+1)n∈N converge vers

cette même limite. D’après la question 1, on a vn = 1

v1
(un+1−unu1) et on en déduit que

(vn)n∈N converge également. C’est absurde, donc (un)n∈N ne converge pas.
On prouve de manière similaire de (vn)n∈N ne converge pas et on a bien montré que
(un)n∈N et (vn)n∈N divergent.

Solution 18 – Remarquons tout d’abord que la suite u est bien définie.

1. On étudie les fonctions f :
R → R

x 7→ x2 +1
et g :

R → R

x 7→ x2 −x +1
g est une fonction polynomiale de degré 2 dont le discriminant est −3, donc elle ne
s’annule pas et garde un signe constant. Elle est donc toujours strictement positive.
Donc, pour tout n ∈N,

un+1 −un = f (un)−un = g (un) > 0.

Donc la suite (un)n∈N est strictement croissante.
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2. La suite (un)n∈N admet donc pour limite un réel ou +∞. Or, comme f est continue, si u
converge vers un réel, celui-ci doit être un point fixe de f , c’est à dire un zéro de g . Or g
ne s’annule pas, donc f n’a pas de point fixe, donc u ne converge pas vers un réel fini.

D’où lim
n→+∞un =+∞.

Solution 19 –

1. On définit sur R g : x 7→ f (x)−x.

g est dérivable sur R et pour tout x ∈ R, g ′(x) = −sin(x)

2
−1 < 0, donc g est strictement

décroissante sur R.

g est de plus continue, lim−∞ g =+∞ et lim+∞ g =−∞, donc par le théorème de la bijection,

g est une bijection de R dans R. Donc 0 a un unique antécédent par g et f a un unique
point fixe ℓ.

2. f est continue sur R, dérivable sur R et pour tout x ∈R,
∣∣g ′(x)

∣∣= 1

2
|sin(x)|⩽ 1

2
,

Donc par l’inégalité des accroissements finis, f est
1

2
−lipschitzienne sur R.

On pose pour tout n ∈N, Pn : « |un −ℓ|⩽ 1

2n
|u0 −ℓ| ». Montrons par récurrence qu’elle

vraie pour tout n ∈N.

Initialisation : |u0 −ℓ|⩽ 1

20
|u0 −ℓ|, donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n ∈N fixé, on suppose Pn .

|un+1 −ℓ| =
∣∣ f (un)− f (ℓ)

∣∣
⩽

1

2
|un −ℓ|

⩽
1

2

1

2n
|u0 −ℓ|

⩽
1

2n+1
|u0 −ℓ|

Par récurrence, pour tout n ∈N, |un −ℓ|⩽ 1

2n
|u0 −ℓ|, donc lim

n→+∞ |un −ℓ| = 0 et (un)n∈N
converge vers ℓ.

Solution 20 –

1. On définit sur R g : x 7→ f (x)−x. g est dérivable sur R et pour tout x ∈R,

g ′(x) = (1−2x)e−x −1.

g ′ est dérivable sur R et pour tout x ∈R,

g ′′(x) = (2x −3)e−x .

lim
x→−∞g ′(x) =+∞ et par croissances comparées, lim

x→+∞g ′(x) =−1 On en déduit le tableau

de variation de g ′.

x

g ′′(x)

g ′

−∞ 3

2
+∞

− 0 +

+∞+∞

−2e−3/2−1−2e−3/2−1

−1−1

Comme g ′ est strictement décroissante sur ]−∞,
3

2
] et que g ′(0) = 0, on obtient son

signe sur ]−∞,
3

2
]. De plus, g ′ est croissante sur [

3

2
,+∞[ et lim+∞ g ′ = −1 < 0, donc g ′ est

négative sur [
3

2
,+∞[

On en déduit le signe de g ′ et les variations de g

x

g ′(x)

g

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

11

−∞−∞
Comme g est continue sur R− et que g (0) = 1 et lim+∞ g = −∞, d’après le théorème des

valeurs intermédiaires, g s’annule surR−. g étant strictement croissante surR− ce point
d’annulation est unique et non-nul.

De même, g s’annule exactement une fois sur R+.

Donc 0 a exactement deux antécédents par g , un strictement positif et un strictement
négatif. Les zéros de g étant les points fixes de f , on en déduit que f a exactement deux
points fixes, un strictement positif et un strictement négatif.

g (1) = 5e−1−1 > 0.

g (
5

4
) = 7

2
e−5/4−5

4
< 0.

g (
5

4
) < g (a) < g (1) et g est strictement décroissante sur R+, donc 1 < a < 5

4
.
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2. f est dérivable sur R et pour tout x ∈R, f ′(x) = (1−2x)e−x .

f ′ est négative sur [1,
5

4
] donc f est décroissante sur [1,

5

4
].

f (1) = 3e−1 < 5

4
et f (

5

4
) = 7

2
e−5/4 > 1.

Donc [1,
5

4
] est stable par f (et la suite (un)n∈N est bien définie et tous ses termes sont

dans [1,
5

4
]).

3. f ′ est dérivable sur [1,
5

4
] et pour tout x ∈ [1,

5

4
],

f ′′(x) = (2x −3)e−x < 0.

Donc f ′ est décroissante sur [1,
5

4
].

f ′(1) =−e−1 et f ′(
5

4
) =−3

2
e−5/4 =−β avec β ∈]0,1[.

Ainsi, pour tout x ∈]1,
5

4
[,

∣∣ f ′(x)
∣∣⩽β.

D’après l’inégalité des accroissements finis, f est β-lipschitzienne sur [1,
5

4
].

On pose pour tout n ∈ N, Pn : « |un −a| ⩽ βn 1

4
». Montrons par récurrence qu’elle est

vraie pour tout n ∈N.

Initialisation : |u0 −a|⩽ 1

4
=β0 1

4
, donc P0 est vraie.

Hérédité : Soit n ∈N fixé, on suppose Pn .

|un+1 −a| = ∣∣ f (un)− f (a)
∣∣

⩽β |un −a|
⩽ββn |u0 −a|
⩽βn+1 |u0 −a|

Par récurrence, pour tout n ∈N, |un −a|⩽βn |u0 −a|, donc lim
n→+∞ |un −a| = 0 et (un)n∈N

converge vers a.

βn

4
⩽ 10−4 ⇐⇒βn ⩽ 4×10−4 ⇐⇒ n ⩾

log(4×10−4)

log(β)
.

Donc pour n entier supérieur à
log(4×10−4)

log(β)
, un est une valeur approchée de a à 10−4

près.

Solution 21 – On définit sur [0,2] la fonction f : x 7→p
2−x.

f est continue et strictement décroissante sur [0,2], de plus f (0) = p
2 et f (2) = 0, donc

d’après le théorème de la bijection, f réalise une bijection de [0,2] sur [0,
p

2]. Entre autres,
[0,2] est stable par f donc (un)n∈N est bien définie.
De même, g : x 7→ f (x)−x est strictement décroissante et continue sur [0,2], donc réalise une
bijection de [0,2] sur [g (2), g (0)] = [−2,

p
2]. Donc g a un unique zéro sur [0,2] et f un unique

point fixe.
Pour tout x, y ∈ [0,2] tels que x ⩽ y , on a f (x)⩾ f (y), puis f ( f (x))⩽ f ( f (y)) par décroissance
de f .
Donc f ◦ f est croissante.

u0 = 7

4
·

u1 = f (u0) = 1

2
·

u2 = f (u1) =
√

3

2
·

u3 = f (u2) =
√

2−
√

3

2
=

√
4−p

6

2
> 1

2
·

Donc u0 > u2 et u1 < u3.
Par récurrence, pour tout n ∈N, u2n > u2n+2 et u2n+1 < u2n+3, donc (u2n)n∈N est décroissante
et (u2n+1)n∈N est croissante.
Ces deux suites sont bornées et monotones, donc convergentes. Comme f ◦ f est continue,
elles convergent forcément vers un point fixe de f ◦ f .
On admet pour l’instant que f ◦ f n’a qu’un seul point fixe sur [0,2]. Comme f ( f (1)) = 1, ce
point fixe est 1 et ces deux suites convergent donc vers 1.
Comme les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent vers 1 toutes les deux, (un)n∈N converge
vers 1.

• Revenons à présent aux points fixes de f ◦ f .
On va déterminer ces points fixes. On pose h : x 7→ f ( f (x))− x définie sur [0,2]. Alors, h est
dérivable sur ]0,2[ et pour tout x ∈R, on a

h′(x) = 1

2
√

2−p
2−x

× −1

2
p

2−x
× (−1)−1

= 1

4
√

(2−p
2−x)(2−x)

−1

Déterminons le signe de h′. Pour tout x ∈]0,2[, on a

h′(x) > 0 ⇐⇒ 1√
(2−p

2−x)(2−x)
> 4 ⇐⇒ (2−p

2−x)(2−x) < 1

16
.
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Ainsi, en posant k(x) = (2−p
2−x)(2−x)− 1

16
, le signe de k(x) est opposé de celui de h′(x).

k est dérivable sur ]0,2[ et pour tout x ∈]0,2[, on a

k ′(x) = 1

2
p

2−x
(2−x)− (2−p

2−x)

= 1

2

p
2−x − (2−p

2−x)

=−2+ 3

2

p
2−x

On détermine alors le signe de k ′.

k ′(x) > 0 ⇐⇒ −2+ 3

2

p
2−x > 0

⇐⇒ p
2−x > 4

3

⇐⇒ 2−x > 16

9

⇐⇒ x < 2

9

k(0) = 2(2−p
2)− 1

16
≈ 1.11 > 0.

k(
2

9
) = 16

9
(2− 4

3
)− 1

16
≈ 1.12 > 0.

On en déduit le tableau de variations de k :

x

k ′(x)

k

0
2

9
2

+ 0 −

k(0)k(0)

k(
2

9
)k(

2

9
)

−1

16

−1

16

Ainsi, k est strictement décroissante et continue sur [
2

9
,2] et k(

2

9
) et k(2) sont de signes stricts

opposés.

A l’aide du théorème de la bijection, on en déduit qu’il existe un unique α ∈]
2

9
,2[ tel que

k(α) = 0.
Sur [0,α[, k est donc strictement positive et elle est strictement négative sur ]α,2].

Cela nous permet d’obtenir le signe de h′ et donc les variations de h.

h(0) =
√

2−p
2 > 0

h(2) =p
2−2 < 0

x

h′(x)

h

0 α 2

− 0 +
√

2−p
2

√
2−p

2

h(α)h(α)

p
2−2

p
2−2

On ne connait pas α et on ne peut donc pas déterminer la valeur de h(α). Toutefois, h est
strictement croissante sur [α,2] et h(2) < 0, donc h(α) < 0 (et donc h ne s’annule pas sur
[α,2].
Enfin, comme h est continue et strictement décroissante sur [0,α] et que h(0) et h(α) sont
de signes opposés, d’après le théorème de la bijection, il existe un unique β ∈ [0,α] tel que
h(β) = 0.
Finalement cela justifie que h ne s’annule qu’une fois sur [0,2] et donc que f ◦ f n’a qu’un
point fixe sur [0,2]. Comme 1 est un point fixe de f ◦ f , c’est bien le seul.

Solution 22 – On note f : x 7→ 1

2

(
x + 2

x

)
.

f est dérivable et pour tout x > 0, f ′(x) = 1

2

(
1− 2

x2

)
.

On en déduit le tableau de variations de f :

x

f ′(x)

k

0
p

2 +∞

− 0 +

+∞+∞

p
2

p
2

+∞+∞

Ainsi, pour tout x ∈ [
p

2,+∞[, f (x) ⩾
p

2, donc f (x) ∈ [
p

2,+∞[. On en déduit que [
p

2,+∞[
est stable par f et (comme u0 ⩾

p
2) que les termes de la suite u sont bien définis et sont tous

dans [
p

2,+∞[.
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On remarque que u1 = 3

2
. On a donc que u1 < u0.

Pour tout n ∈N, on pose Pn : « un+1 < un »

Initialisation : On a vu que u1 < u0.

Hérédité : Soit n ∈N tel que Pn soit vraie. C’est-à-dire que un+1 < un . Comme f est stricte-
ment croissante sur [

p
2;+∞[, on a

f (un+1) < f (un)

un+2 < un+1

Donc Pn+1 est vraie Conclusion : Par récurrence, pour tout n ∈N, un+1 < un et la suite u est
donc strictement décroissante.

u est strictement décroissante et minorée par
p

2, donc par le théorème de la limite mono-
tone, elle converge.

Comme f est continue sur [
p

2,+∞[, u converge forcément vers un point fixe de f sur
[
p

2,+∞[

Pour tout x ∈ [
p

2,+∞[, comme x est positif,

f (x) = x ⇐⇒ x + 2

x
= 2x ⇐⇒ x2 = 2 ⇐⇒ x =p

2

Ainsi,
p

2 est le seul point fixe de f sur [
p

2,+∞[, donc la suite (un)n∈N converge vers
p

2.

Solution 23 –

1. (a) f est dérivable et pour tout x > 0, f ′(x) = 1− 1

x
On en déduit le tableau de variations de f (les limites de f sont immédiates) :

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞+∞

11

+∞+∞

0

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6

C f

D

(b) Le tableau de variation nous montre que pour tout x > 0, f (x)⩾ 1.

2. (a) On conjecture que lorsque a ⩾ 1, la suite u décroit vers sa limite 1. Si a < 1, on a
u1 ⩾ 1 et on se retrouve dans le cas précédent à partir du rang 1.

(b) Pour tout n ∈N,
un+1 = un ⇐⇒ − ln(un) = 0 ⇐⇒ un = 1

Donc la suite u est constante si et seulement si a = 1.

(c) i. D’après le tableau de variations, [1,+∞[ est une partie stable par f . Comme
u0 > 1, on en déduit que tous les termes de la suite sont dans [1,+∞[.

ii. Pour tout n ∈N,
un+1 −un =− ln(un)⩽ 0

car un ⩾ 1. Donc u est décroissante.

iii. Comme u est décroissante et minorée par 1, elle converge vers un réel
ℓ d’après le théorème de la limite monotone. Comme f est continue sur
[1,+∞[, u converge nécessairement vers un point fixe de f .

Or, pour tout x ⩾ 1, on a

f (x) = x ⇐⇒ ln(x) = 0 ⇐⇒ x = 1

L’unique point fixe de f étant 1, on a ℓ= 1.

(d) Si a < 1, alors u1 = f (a) ⩾ 1 et on appliquer l’étude précédente à partir du rang 1.
On en déduit que u est décroissante à partir du rang 1 et qu’elle converge vers 1.
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Solution 24 –

1. On pose h : x 7→ f (x)−x définie sur [0,1]. f est continue donc h aussi.
h(0) = f (0)⩾ 0 car f est à valeurs dans [0,1]
h(1) = f (1)−1⩽ 0 car f est à valeurs dans [0,1].
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe a ∈ [0,1] tel que h(a) = 0, c’est-
à-dire f (a) = a.

2. f − g est continue sur [0,1] et ne s’annule pas par hypothèse, donc par la contraposée
du théorème des valeurs intermédiaires, f − g garde un signe constant.

3. (a) On procède par récurrence.

Initialisation : D’après la question précédente, u0 = a est un point fixe de f .

Hérédité : Soit n ∈N. On suppose que un est un point fixe de f . Alors :

f (un+1) = f (g (un)) = g ( f (un))

d’après l’hypothèse de l’exercice. Par hypothèse de récurrence, on a donc

f (un+1) = g (un) = un+1

Donc un+1 est un point fixe de f .

Par récurrence, pour tout n ∈N, un est un point fixe de f .
(b) Pour tout n ∈N,

un+1 −un = g (un)− f (un)

Or, on a montré que g − f est de signe constant, donc un+1 − un est de signe
constant, ce qui signifie que la suite u est monotone.

(c) u est monotone et bornée par 0 et 1, donc par le théorème de la limite monotone,
elle admet une limite finie ℓ ∈ [0,1].

(d) Pour tout n ∈ N, f (un) = un . En passant à la limite, par continuité de f , on a que
f (ℓ) = ℓ.

Pour tout n ∈N,un+1 = g (un), donc en passant à la limite, par continuité de g , on
a que ℓ= g (ℓ).

4. On a donc g (ℓ) = ℓ = f (ℓ), ce qui contredit l’hypothèse. On en déduit qu’il existe α ∈
[0,1] tel que f (α) = g (α).

Solution 25 – On a bien A ⊂ [0,1]. Soient x et y dans [0,1] avec x < y et n0 tels que :

1

2n0
⩽ y −x

Posons k0 = max

{
k ∈N

∣∣∣∣ k

2n0
⩽ x

}
. On a alors :

x ⩽
k0 +1

2n0
⩽ y.

Solution 26 –

1. Soit (un)n∈N ∈ RN une suite convergente. On note ℓ ∈ R sa limite. Soit ε > 0. Il existe
N ∈N tel que pour tout n ⩾ N , |un −ℓ| < ε.
Soient alors p, q ∈N tels que p ⩾ N et q ⩾ N . D’après l’inégalité triangulaire,

|up −uq |⩽ |up −ℓ|+ |uq −ℓ| < 2ε

Ce qui montre que (un)n∈N est bien de Cauchy.

2. (a) Soit (un)n∈N une suite de Cauchy. Il existe N ∈ N tel que pour tout n ⩾ N , on ait
|un −uN |⩽ 1. Dès lors, par inégalité triangulaire, pour tout n ⩾ N ,

|un |⩽ |un −un |+ |uN |⩽ 1+|uN |

Dès lors, en notant M = max{|u0|; |u1|; . . . ; |uN−1|;1+|uN |}, on a

∀n ∈N , |un |⩽ M

Ce qui montre que (un)n∈N est bornée.

(b) Soit (un)n∈N une suite de Cauchy. Alors, d’après la question précédente, la suite
(un)n∈N est bornée. Donc, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe
ℓ ∈R et ϕ :N→N strictement croissante telle que

(
uϕ(n)

)
n∈N converge vers ℓ.

Soit ε> 0. Par convergence de
(
uϕ(n)

)
n∈N vers ℓ, il existe N1 ∈N tel que

∀n ⩾ N1 , |uϕ(n) −ℓ| < ε

De plus, puisque (un)n∈N est de Cauchy, il existe N2 ∈N tel que

∀p, q ⩾ N2 , |up −uq | < ε

Posons N = max{N1, N2}. Alors, pour n ⩾ N , on a ϕ(n)⩾ n ⩾ N , d’où :

|un −ℓ|⩽ |un −uϕ(n)|+ |uϕ(n) −ℓ| < 2ε

Ce qui montre que (un)n∈N converge vers ℓ.

Quelques vidéos pour se cultiver:
Suites récurrentes complexes et... fractales :

Beyond the Mandelbrot set, intro to holomorphic dynamics - - 3Blue1Brown

♣ Du trèfle à brouter... ♠ Qui s’y frotte s’y pique !

♥ À connaître par cœur. ♦ Calculatoire, risque de rester sur le carreau !

14

https://youtu.be/LqbZpur38nw?feature=shared

