8 | Sommes, produits, coefficients binomiaux

La vie n’est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.

Blaise Pascal (1623-1662), polymathe.

I- Calculs de sommes finies

1 - Notations

Notation 8.1 — Soit E une partie finie de N. Pour tout k € E on consideére le nombre complexe (ou réel) a;. La somme de tous
ces nombres est appelée somme des aj pour k dans E et se note

Z aj.

keE
Dans le cas particulier ou E est un intervalle de N, c’est-a-dire de la forme [n, m] = {k €N, n < k < m} ol n et m sont deux
entiers naturels tels que n < m, la somme s’appelle la somme des a; pour k allant de n a m et on note
m
Y ar=) ar=an+apa+-+am.

ke[n,m] k=n

Convention : Lorsque E est vide alors toute somme sur E vaut 0. En particulier si n et m sont deux entiers naturels tels que
n > m alors [[n, m]] = @ et donc

Mz

ay =0.
k

n

Exemple 8.2 -
3
e Pourn=3etag=1, a; =2, a =0et az =—2, on obtient Z agr=ap+ay+ax+as=1
k=0
 Si E désigne les nombres premiers compris entre 2 et 11 alors

Y k=22 432 +5%+ 77+ 112 =4 +9+25+49 + 121 = 208
keE

(ici, avec les notations précédentes, ay = k%)
n
e Pour tout n € N et toutréel x, ona Z X=x+x+---+x=Mmn+1)xx
—_—

k=0 n+1 termes

15
e Lasomme In(3) +1n(4) +...+1In(15) peut aussi s’écrire Z In(k).
k=3
100
o Lasomme 1+2'+2%+2% +...+2'% peut aussi s'écrire ) 2.

k=0
5
e Ona) k=2+3+4+5=14
k=2
10
-Onazn2:n2+n2+--~+n2:11n2.
k=0
7 k
. L’écriturez( ! désignelasomme:1—1+1—1+1—1.
2 3 4 5 6 7

k=2

4
o Calculer Y (k*+1)=(2*+1)+@B*+1)+(4*+1)=5+10+17=32.
k=2
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Remarque 8.3 - Dans la notation précédente, I'indice de sommation k est un indice muet. On peut trés bien choisir une autre
lettre pour indexer la somme :

n n
Y ajet ) a;jdésignent tous les deux la méme somme ag + a; + -+ + ay.
k=0 Jj=0

n
A ATTENTION! En particulier, la somme Z ay NEPEUT PAS DEPENDRE DE k!!!
k=0

Notation 8.4 — Si maintenant E est 'ensemble des entiers de I'intervalle [[r, m]] ol n et m sont deux entiers naturels tels que
n < m, qui vérifient une ou plusieurs conditions alors on écrira

n

Y @
k=1
condition(s)

Exemple 8.5 -
Si E désigne les nombres pairs compris entre 1 et 10 alors

Z k L0
keE2 k=1 2
k est pair

4 6 8
+-+-+-+—=15
2 2 2 2

NN

2- Propriétés

— Proposition 8.6 — Linéarité dela somme

Soient n et m deux entiers naturels tels que n < m et ap, an+1,--- @m, bn, bu+1,. .., by €t A des nombres complexes. On
a

m

Aag =21 ax (mise en facteur de A dans la somme)
k=n

Mz

ke
Il

n

Mz

m m
(ap+bp) = ( > ak) + ( > bk) (on peut «scinder » une somme)
k=n k=n

td
I

n

ATTENTION! Dans la premieére formule, le réel A ne dépend pas de k!
n

Une somme du type Z (arby) ne se simplifie pas!
k=m

Démonstration.
m m
o Y Aap=Aan+Aapiy+-+Aam = Man+ ans1+-+am) =1 Y ag.
k=n k=n
m m m
. Z(ak+bk)=an+bn---+am+bm=an---+am+bn+---+bm=(Z ak)+(z bk). O
— k=n

k=n k=n

2k-1

11
Exemple 8.7 - Calculer )
k=8

en développant la somme au maximum.

e A58 A5

5* - - 4

o 7 7 7 7
_2(8+9+10+11) 4 2x38 4 72
a 7 7 7 7
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3 - Quelques sommes classiques
— Proposition 8.8 - Sommes de référence
On rappelle que pour tout entier naturel » et pour tout nombre complexe a,
1 nn+1
i) k= nntl)
k=0 2
n 1-— an+l
iy Y a={ T Sl
k=0 n+1 sia=1.
Démonstration. i) La formule est vraie pour n = 0.
n n
Remarquons que pour n>1,0ona »_ k=) k.On peut démontrer la formule par récurrence sur n.
k=0 k=1
Une facon plus simple de démontrer la formule est de calculer le double de cette somme :
n
Yk o= 1 + 2 + 3 + + (n-1 + n
k=1
n
+ Yk = n + (n-1) + -2 + ... + 2 + 1
k=1
n
2Y k = (m+) + (m+) + (m+1) + + (n+1) + (n+1) (n termes)
k=1
= nn+1)
& n(n+1
d’ou finalement I'égalité Y k= e )
k=0
ii) Pour a = 1, la formule est évidente. Pour a # 1, on a
n
Y a* = 1 + a + &+ + '+
k=0
n
- a (,Zk = ﬂ/ + ﬂ2 + ﬂﬁ + + a}ﬁ + n+1
k=0 _
A-a ) a& = 1-a™!
k=0
n 1-— an+l
Puisque a # 1, on obtient bien Z ak = T O
k=0 —a

101 5f 1
Exemple 8.9 - Calculer ) —
k=0

< 7 7 7
2(251%) 102 100x120 10200
a 7 7 7 7
Exemple 8.10 — Soit n > 2. Calculer
eZikn/n.
k=0
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2im . k 2ikm
On pose w = exp | — |. Alors pour tout entier k entre 0 et n—1, * =e » .Donc:
n

n " n-1 k 1-—w"
ZeZL n/n:Zw :wO -0
k=0 k=0 l-w

— Proposition 8.11 - Somme de carrés

Pour tout entier naturel »,

n nn+1)2n+1)
e
I;) 6

n
Démonstration. Procédons par récurrence. Pour tout n € N*, on définit la proposition P;, : « Z K=

000+1)(0+1) —0=02

Hérédité : Soit n > 0 fixé tel que Pj, soit vraie. Montrons que P, est vraie.
Par hypothese de récurrence,

Initialisation : Pour n =0,

n
R4 (na= 20t D@ntD e

=0 6

ni2n+1)

:(n+1)x( +(n+1))

6
2n2+7n+6)
6

e (2n2+n+6n+6)
= X | —

:(n+1)><(

(n+2)2n+1D+1)=n+2)2n+3)=2n>+7n+6. Donc,

%1k2=(n+1) 5 ((n+2)(2n+3))
k=0 6

_ (4 D)(n+2)2n+D+1)
B 6

Donc P, est vraie.

1 nn+ l)(2n+1).

Conclusion : On en déduit par récurrence que pour tout n entier naturel, Z =
k=0

Exemple 8.12 - Soit n € N*.
Quevaut A, = 12292 82 oo (4n)2? On remarque que

4n
Ap=) Kk
k

donc en utilisant la proposition précédente, on a que

_4n(@n+1)@2x4n+1)  2n(4n+1)8n+1)
a 6 - 3

n

Exemple 8.13 - Soit n dans N*. Calculer les deux sommes suivantes :

n ) n Zk
Sp=) (6k"+4k+1)  Et T,,:Z?)Zk—ﬁ.
k=1 k=0

nn+1)2n+1)
—_— ),
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e On sépare la somme en trois termes en utilisant la propriété 8.6.

n n n n n
Sp=Y 6k*+) 4k+> 1=6) kK*+4) k+n
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

nn+1)2n+1) nn+1)
X 5 +4

=nln+1)2n+1)+2(n+1)+1] :n(2n2+n+2n+1+2n+2+1)

+n=nn+1)2n+1)+2nn+1)+n

:n(2n2+5n+4).
¢ Onremarque que :
1 & (2 1 &
Tn== =
! 3,;_0(32) 3;()

2
On applique alors la deuxieme formule de la Proposition 8.8 pour a = L on obtient :

=L (1—1(@%”“) ! (1— ()) “2(0- (&)™),

I Définition 8.14 — On appelle somme télescopique une somme dont les termes s’annulent de proche en proche.

Remarque 8.15 — Soit 72 € N. Pour tout k € [[1, n + 1], on considére les nombres complexes ay et by. On suppose que pour tout
n

k € [[1, nll, ax = by — by, alors la somme Z ay est une somme télescopique. En effet
k=1

Z =Y (bx—bi+1)

k=1 k=1
=(b1—-Db5) + (D5 —bg) + (bs—Db4) + -+ + by A —byw) + (b —but1)

=h

- bn+1

1 1 1
Exemple 8.16 — Soit n € N*. En remarquant que pour tout ke N*, —— = — —
P quantauep kk+D  k k+1

, calculer Z R

4 - Découpage de sommes

— Proposition 8.17 — Découpage de sommes

Soient (ay) ken €t (bx) ken deux suites réelles. Pour tous m, net pdansNtelsque m< p<n-1,ona:
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Voici les découpages de sommes les plus fréquents :

n n
Zak:ag+2ak

n+1

Y - z ax+ e
=0

Zak— Zak+ Z ax pour tout m € [0, 1]
k=m+1
Remarque 8.18 — Il peut également arriver dans certains cas que ’on fasse le découpage de sommes suivant :

n n n
Z ay = Z ajy + Z ay
k=0 k=0

k es palre k est impaire

Remarque 8.19 - Le deuxieme découpage est tres souvent utilisé des lors qu’il faut démontrer une formule impliquant le signe
Y par récurrence. On I'a d’ailleurs utilisé lors de la démonstration de la Propriété 8.11.

n
Exemple 8.20 — Soit n € N et m € [0, n]. Calculer Z |k —m].
k=0
Pour k < m,onalk—m|=m—ketpour k > m, alors |k —m| =k —m.

n

n m
Zlk—m|:Z|k—m|+ Y lk-m|= Z(m k) + Z (k—m)
k=0 =

k=m+1 k=m+1

—Zm Zk+ Z k— Z m

=0 k=0 k=m+1 k=m+1

=(m+1)m- Zk+2k Zk—(n m)m
k=0 k=0 k=

m
:(m+1—n+m)m—22k+2k

k=0 k=0
nn+1)
=2m+l-nm-m(m+1)+ ——
nn+1)
:m(m—n)+T

5- Décalage d’indices

Pour commencer, nous étudions le cas simple o1 on fait un décalage de 1.
n
Considérons la somme Z a;. On pose j =i — 1. Ainsi,
i=1
o i=j+1.
e Lorsque i =1, alors j =0.
e Lorsque i =n,alors j=n—1.
On a ainsi |'égalité :
n-1
aj+1.

n
2 ai=
i=1

i>+2i-3
Exemple 8.21 - Calculer la somme S = Z —
=

On pose j =i—1.Ainsi, i = j + 1. Lorsque i = 2, alors j = 1. De méme, lorsque i =9, alors j = 8. Donc:

+21—3 & (j+D*+2(j+D-3

[VJ

5=3-

i j:l J

9
8 j2+2j+1+2j 8 j2+4j
J+2] :Z L=y (+a.

Z J
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Par suite, on en déduit que :

— Proposition 8.22 - Changement d’indice

Soient m et n dans N tels que m < n alors

n n+p
Z ak+p: Z a;.
k=m i=m+p

On dit alors qu’on a effectué le changement d’indice i = k + p.

Remarque 8.23 - Etant donné que les indices sont muets, on peut écrire avec les notations de la proposition précédente

m+p m+p
Z ax= ) ajp= ) ar p-
=n j=n+p k=n+p

Exemple 8.24 — Voila comment on peut rédiger le calcul de la somme télescopique de I'exemple 8.16 : soit n € N,

; (k+1)

—_—
~l =
|
7|~
—
~—

‘ =

M= IM=
I
M= =~

on scinde la somme en deux

I}
=~
M= 0
A,
== ==
|
S =
T
Z g
~.| — bl
+
,_.

bl
Il

—
&y
|

[\S)

en décalant I'indice de 1 dans la deuxieme somme. Puis, en changeant le nom de I'indice dans la deuxieme somme, on

obtient
n noq n+11
g (k+1)_,§%_k22E
Py (&1 )
=1+ (k; %) (,ng%)_nﬂ découpage des deux sommes
1
=1-
n+1

6 - Sommes doubles

On considere une famille de nombres réels indexés par deux indices : un indice i variant entre 1 et n pour un entier n donné
et un indice j variant entre 1 et p pour un entier p donné.

On peut représenter ces nombres dans un tableau ou1 'indice i représente le numéro de ligne et I'indice j le numéro de
colonne:

J
. 1 2 3 p
1
1 ay; a2 a3 e aip
2 azi azo azs eee A2p
n ani an2 an3 e Anp
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Définition 8.25 - La somme de tous les éléments a; ; de ce tableau est notée Z aij.
1<ign
INVA

Curieux au premier abord, ce genre d’'indexation est plus courant qu’il n'y parait. Par exemple, quand on multiplie une
somme de m termes et une somme de 7 termes, on obtient en développant une somme de mn termes, mais qu’on peut écrire
avec un seul Z

s

Il
—

n

aix Yy bj=(m+...+ap)x (b1 +...+by) =arby + aby +...+ ambp_1 + amb, = ), a;ib;

j=1 1<i<m
1<j<n

— Théoréme 8.26 - Produit de deux ) |

m n
Pour tous ai, ..., dm, by,...,bp €C: Y a;x Y bj= >  a;bj.
=1 j=1 1<i<m
1<j<n

La somme des termes d'un tableau a deux entrées peut étre calculée en sommant par paquets d’abord sur les lignes, ou
bien d’abord sur les colonnes.

Somme des termes d’'un tableau rectangulaire : Z aij

1<ikn
1<jsp
) J 1 2 3 p
1
p
1 an apn as arp — Z aij
j=1
p n p
2 ap) a a3 azp | — Z ayj Z aij
=1 i=1j=1
p
n anl an2 an3 anp — Z anj
j=1

l l l | ii
dain Y aiz ) di3 Y ain j=li=1 Y
i=1 i1 =l i=1

Exemple 8.27 -

Par exemple les termes de lasomme ) (i +2j) peuvent-étre représentés dans le tableau
1<i<4
1</<3

3
7
8
9

(o< N I I o> ) I | I\

10

La valeur de cette somme est la somme des nombres de ce tableau (sans bien-str ceux de la premiere ligne et de la
premieére colonne qui sont les valeurs possibles de i et j...) c’est-a-dire 78.

Pour calculer la somme des nombres de ce tableau on peut regrouper les nombres dans des sous ensembles comme les
lignes ou les colonnes du tableau.
Ici, si 'on note L, Ly, L3 et Ly les sommes des nombres du tableau sur chaque ligne et C;, C, et Cs celles sur chaque
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colonne on obtient :

Y i+2))=

1<i<4
1<j<3

4
Y Li=15+18+21+24=78
i=1

3
=) Cj=18+26+34=78
j=1

Notons que pour tout i € [[1,4]],

3

j=1

Y (i+2))=

1<i<4
1<)<3

Exemple 8.28 — Soit n € N*. Calculer

L;

iLi—Z

3
= ZC] =
Jj=1

>

(i+))

1<ij<n

Somme des termes d'un tableau triangulaire avec diagonale :

>

1<1¥f<n

Z(sz))

J

1

4
Z(i+2j))

i=1

n n

(@+7

i=1 " j=1

=il

n
n i|+n
i=1

)

i=1

j=1

nn+1)
n——"-2

. J 1 2 n
i
1 a az aip | —
2 azn azp —
n ann | —
| l |

n
Z Ain
i=1

=2
( o

J

|
)
5

/

=n’(n+1)

n
> i

étant la somme des nombres de la ligne i du tableau, on a
4

Ly = Z(i+2j) et de méme pour tout j € [[1,3]], C; = Z(i+2j).Ainsi on peut écrire
i=1



Maths 2025/26 Ch. 8— Sommes, produits, coefficients binomiaux MPSI

Exemple 8.29 — Par exemple, si E; = {(i, ) eN? | 1 <i < j<4}et B, = {(i, /) e N? | 1 < j < i <3}, les termes des sommes

Y @j-n= Y @j-d et S= Y = Y i

(i,))€E; 1<i<j<4 (i,j)€Es 1<<i<3

peuvent-étre représentés par les tableaux

Les valeurs de ces sommes sont les sommes des nombres dans ces tableaux c’est-a-dire S; = 30 et S, = 46.

Pour calculer les sommes des nombres de ces tableaux on peut regrouper les nombres dans des sous-ensembles comme
les lignes ou les colonnes du tableau.

+ Examinons dans un premier temps le cas de S; : On note L;, L, et L3 les sommes des nombres du tableau sur chaque
ligne et Cy, C3 et C4 celles sur chaque colonne.

=15+10+5=30

Cj=3+9+18=30

=L
=52

Notons que pour tout i € [[1,3]], L; étant la somme des nombres de la ligne i du tableau, on a L; = Z (2j—1i) etde
j-1 Jj=i+l

méme pour tout j € [[2,4]], C; = Z (2j —i). Ainsi on peut écrire
i=1

3 4

Si= ) (2j—i)=iLi=Z( > (zj—i))

1<i<j<4 i=1 i=1"j=i+

3 3 -
=) .Cj= Z(Z @j-1)
j=1 j=2"i=1
* Examinonsle cas de S, : Onnote L;, L, et L3 les sommes des nombres du tableau sur chaque ligne et C;, C; et Cs celles
sur chaque colonne.

SZ—ZL =1+6+39=46

Cij=6+13+27=46

IIMw

i
Notons que pour tout i € [[1 311, L; étant la somme des nombres de la ligne i du tableau, on a L; = Z i/ et de méme

j=1
pour tout j € [[1,3]], Cj= Z i/. Ainsi on peut écrire

i=j

S= Y il=

3
2
1<<i<3 i=1
&
>

10
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Exemple 8.30 — Calculer, pour n€ N*, S = Z (j-1.

1<i<j<n

n j-1 n j-1
s=Y (Lu-d)=Y (iG-D- ¥ i

j=2"i=1 j=2 i=1

=i(j(j— G- )) Z’(jz—j)

=t 2 2 2

1 1 &, 1(nn+HR2n+1) 1(nn+1)

5; _EZ _2( 6 _1)_2( 2 _1)
_n(n+1)(2 1_1)_n(n+1)x2n—2

T4 3 4 3

nn+1)(n-1)
6

II - Produits

1- Notations
Notation 8.31 — Soit E une partie finie de N. Pour tout k € E on considéere le nombre complexe (ou réel) ay. Le produit de tous

ces nombres est appelée produit des aj pour k dans E et se note

H aj.

keE
k < m} oll n et m sont deux

Dans le cas particulier ou1 E est un intervalle de N, c’est-a-dire de la forme [n, m] = {keN, n <
entiers naturels tels que n < m, le produit s’appelle le produit des ay pour k allant de n a m et on note

m
l_[ ak:nakzanxan+lx"'xam-
ke[n,m] k=n

Convention : Lorsque E est vide alors tout produit sur E vaut 1. En particulier si n et m sont deux entiers naturels tels que

n> malors [n, m] = @ et donc
ap=1.

3

k

n
Remarque 8.32 — Dans la notation précédente, I'indice k du produit est un indice muet. On peut tres bien choisir une autre

lettre pour indexer le produit :
n n
H ay et H a; désignent tous les deux le méme produit ag x ay x -+ x ay.

k=0 j=0

n
A ATTENTION! En particulier, le produit ]_[ ay NEPEUT PAS DEPENDRE DE k!!!
k=0

Exemple 8.33 — Ecrivons les expressions suivantes sans le signe H

5
]'[Ic2 = 3%x4%x5%=9x 16 x 25 = 3600.
Tk 2 3 4 5 6 7 4 1
H— = —X—=—X—=-X—=—X—=-X—=—===—
_k 3 4 5 6 7 8 8 2
n
e Pour tout entier naturel 7 non nul et tout nombre réel x, ona]_[x X
j=1

Ecrivons les produits suivants avec le signe [ ].

11
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5
e I x2x4x8x16x32 = nZk.
k=1
3 4 9 Sk
e — X —X,,, X — = H_
5 6 11 k=3 J T2

2 - Propriétés

— Proposition 8.34

Soient (ay) en €t (bx) ken deux suites réelles. Pour tout A dans R et pour tous m et n dans N tels que m < n,on a:

n

. H(akxbk)z(klf[mak)x(ﬁ bk).

k=m k=m

« Ensupposantque Vke [m,n] bi#0Oalors: [] (ﬂ) = k=m

n n
. l_[ (/’Lak) =/1n—m+1 H ay

k=m k=m

n 14 n
o Relationde Chasles : [] ax= [[ akx [] ar pourpeNtelquem<p<n-1.
k=m k=m k=p+1

Démonstration. On démontre les premiers et troisiemes points. Les démonstrations des autres points reposent sur les mémes

idées.

m
Aag = Aaghansr Ay =A""ayany - am=1"""T] a.

K

k=n k=n
m m m

° l_[ axbg = anbpans1bp1 - Ambm = apans1-- Ambpbpsr by = ( l_[ dk)( H bk)-
k=n k=n k=n

n
A ATTENTION! Un produit de la forme H (ar + by) ne se simplifie pas!

k=m

Exemple 8.35 — Calculons les deux produits suivants :

n
« [[3 = 3"
k=1
n
4k
nogk k=0 _4°><41><42x...><4”
* ,}_[07 - ﬁ - on+l
= 2
k=0
40+142+.+n 42D Hn(nt1)
= 2n+1 = 2n+1 = 2n+1

_ on(n+)=(n+1) _ o(n+1)(n-1)

n-1
Exemple 8.36 — Calculer [] e?*"/". Ona:
k=0

2it nn-1 .
= eXp(T X (T)) :el”(”l_l) — (_l)l’l—l'

n-1 n-19;

; 2ikm
| | eZLkn/n =exp(§ : )
k=0 i=0

12
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I Définition 8.37 — On appelle produit télescopique un produit dont les termes se simplifient de proche en proche.

Remarque 8.38 — Soit 1 € N et pour tout k € [[1, 7+ 1], on consideére les nombres complexes non nuls a;. et by. On suppose que

b n
pour tout k € [1,n], ay = % alors le produit H ay est un produit télescopique. En effet
k

k=1

k=1 k=1 Dk
b b b D ban
by b5 bg bpA by
_bn+l
by
Exemple 8.39 - Soit n € N.
n 1 nok+1
1+-) =[] —
He=11%
_ % B M A n+l
= — X =X =X X X
12 3 ncl
= n+l

3 - Notation factorielle

Définition 8.40 — Soit n dans N. On appelle factorielle de I'entier 7 le nombre noté n! et défini par :

n
nl=[]k=1x2x...xn
k=1

avec la convention 0! = 1.

Exemple 8.41 -
e 31=1x2x3=6.
e 71=1x2x3x4x5x6x7=>5040.
e 25!=1x2x3x...x25=15511210043330985984000000.

Exemple 8.42 — Simplifier les expressions suivantes :
7! 1x2x...x5x6%x7 b5lx6x7

o — = 42,
5! 5! 5!
10! 8!x9x10 90
. = = — =145,
8! x 2! 812! 2!
n! B 1x2x3x%x...xn B 1
(n+2)!  Ix2x3x..xnx(m+D)x(n+2) (m+1)(n+2)

n
Exemple 8.43 — Exprimer a l'aide de la factorielle le produit : U, = H (5k).
k=1

D’apres les propriétés :

n n n
Up=[]6GRk)=]]5% ][] k=5"n!
k=1 k=1 k=1

13
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n 1
Exemple 8.44 — Calculer le produit: W, = H (1 - I_c)

Remarquons que 1 — % = = on a alors
k- 1 2 3 n-1 (n-1!
H—:— - X =X X
e kK 2 3 4 n n!
On obtient :
(n—=1)! 1

III- Formule du binome de Newton

1 - Coefficient binomial

Définition 8.45 - SoientneNet pe Z. n
On appelle coefficient binomial « p parmi 7 », le nombre noté (p) et défini par

" —L si0<p<n
p p,(n_p)| IPX
=0 sinon.

Méthode 8.46 —

Oo p€[1,n] alors

(n)_n(n—l)...(n—p+1).
P 2

Pour calculer les valeurs de ces coefficients, on utilise rarement la définition. En effet, on remarque que si

n
Spoiler Alert— Comme nous le verrons dans le chapitre sur le dénombrement, ( ) est aussi le nombre de facon de prendre un
p

sous-ensemble de p éléments parmi un ensemble de n éléments.

Exemple 8.47 — Simplifier 2
n

n+1
71| p pourneNet0O< p<n+l.

p (n+1)_ p (n+1)!

n+l\ p | n+lpln+1-p)
p (n+1) xn!
T n+lpx(p-Din-(p-1)
n!

(p—Din—(p-1)!

:(P’zl)

— Proposition 8.48 - Symétrie des coefficients binomiaux

n n
PourtoutneNettout pe Z,ona = .
p n-p

14
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Démonstration. e Si p > n, alors n— p <0 et 'égalité n’est rien d’autre que 0 = 0. Méme chose si p < 0.
eSip<n,ona

no_ n! _ n! |
n-p| (n-pln—--p)!  (m-plp \p|

— Proposition 8.49 - Formule de Pascal

n+l n n
PourtoutneNettoutpe Z,ona = + .
p p

Remarque 8.50 — La formule de Pascal, associée au fait que pour tout n e N,

Z) = (Z) = 1, permet de calculer tous les coeffi-

cients binomiaux ( ) de proche en proche. Le tableau obtenu ci dessous est connu sous le nom de triangle de Pascal.

ANPlol1] 234
0 |1

1 |11

2 |1]2]1

3 |1|3]|3

4 |14 4|1

Démonstration.
e Sip=0,ils’agitde’égalité 1 =1+ 0 qui est évidente.
¢ Sip<0,ils’agitdel’égalité 0 =0+0.
e Sip=n+1,ilsagitdel'égalité 1 =0+1.
¢ Si p>n+1ilsagitencore de I'égalité 0 = 0+ 0.

(n)+( n ): nln+1-p) N n'p
p p-1 (n+1-p)p! (m—p+D!ip!
nln+l-p+p) nl(n+1)
T Tmrl-plpl (n+1-pip!
(n+1)! (n+1)

- (n+1-p)p! - p

e Supposons1 < p<n.Ona

2 - Le binome de Newton

— Théoréme 8.51 — Formule du binome de Newton
Soient x et y € C. Alors, pour tout n € N,

k=0

= i (Z) xk ynk,

k=0

x+yt=) (Z) xRk

En particulier
(x+y)2=x2+2xy+y2 et (x+y)3=x3+3x2y+3xy2+y3

n
Remarque 8.52 — Cette formule est a 'origine du nom donné aux ( k) de coefficients binomiaux.

15
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Exemple 8.53 — Soit x et y deux nombres complexes. Développer (x + y)* et (x — )°.
4 4 4 4 4
(x+y)4=( )x4+( )x3y+( )x2y2+ )xy3+( )y4=x4+4x3y+6x2y2+4xy3+y4.
0 1 2 9 4
- St 3 2 (92, 3 [P ha [P .15
(x=y)°= x(y)+ x(y)+3x(y)+4x(y)+5(y)

—5x* y+10x y 10x2y3+5xy4—y5.

Démonstration. Soient x et y dans C.

Pour tout n € N, on pose Py, : « (x+ )" = Z (k) y ». Montrons par récurrence sur n que P, est vraie pour tout n € N.
=0

0
Initialisation: (x+))’=1et Z (k) 0= yk =x"y0=1.
k=0
Donc Py est vraie.

n
Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose que P,, est vraie, c’est a dire que (x + )" Z (k

) n—k kAlors,

k=0 k=0 k=0

n+l _ = (n k . n—k _ = (n = (n n k+1
x+"™ =@+ x Y [ Xy =) R
k k k
& n ¢ n—(¢-1) = (n k . ,n—k+1
_é(z—l)xy F LY “lans

car( " )zO.Comme( )—0,ona
n+1 -
n+l & yi (-1 nl o n+1 & n k  n—k+1
+ = Uy + -
(x+) ;:1 [ 1 -1 vy ,;) k ©r

n+1

:Z ) n(€1)+z() nk+1

=0 1

E e
RANI

En utilisant la formule de Pascal ( 8.49), on en déduit que

k=0

n+1 +1
4 )l n ok yn=k=1)
(x+y) kZO( h y

Ainsi, P, est vraie.
Conclusion : Par récurrence, la formule du bind6me de Newton est vraie pour tout n € N. O

Exemple 8.54 -
n

n
1. Déterminer la valeur de Z (k) pour tout n € N. (Un vide est un 1 qui se cache...)
k=0

k=0 k=0

i(;)zi(k)1 1" *=a+1)"

L n
2. Déterminer la valeur de Z (-1 k( Ic) (on pourra calculer cette somme pour des petites valeurs de n puis faire une
k=0
conjecture).

16
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L n " (n
> (—1)’“(k) =) (k)(—l)kl”‘k -1-n"
k=0 k=0
cequivautOsin#0etlsin=0.
3. (a) Pourtout x € R et neN, développer (x+1)".
n n n n
x+D"=) ( )xklnk: > ( )xk.
i=o\k i=o\k
n
(b) Dériver I'égalité précédente et en déduire la valeur de la somme Z k el
k=0
x— (1+x)" est une fonction polynomiale, donc dérivable sur R, et pour tout x € R, on a
n-1 = [ k-1
n1+x)" =) | |kxth
=1 \k
En évaluant cette relation en 1, on obtient
n n
n2"t=% k(n) =) Ic(n).
w1 \k) iz \k
— Théoréme 8.55 — Factorisation de x” - "
Soient x et y des nombres complexes et n > 1 un entier naturel.
n-1
P yn =(x-y) Z xkyn—l—k'
k=0
En particulier
xz—y2=(x—y)(x+y) et x3—y3=(x—y)(x2+xy+y2).
Démonstration.
'ilk 1-k "z_:lkﬂ 1-k "ik k
(x _ y) x yl’l— -k _ x yl’l— —-K _ X yn—
k=0 k=0 k=0
n n-1
_ Z /cyn—k_ Z xkyn—k
k=1 k=0
=x"-y"
O

2

Exemple 8.56 — Soient x et y deux nombres complexes. Factoriser x* — y*, x° + y° et x* + y.

x4—y4:(x—y)(x3+x2y+xy2+y3).

e +y5 - (—y)5
=(x—(=E*+ B+ =P+ x=93 (=t
=x+ Pt -By+ 22y x>+ Y

Comme i% = —1,ona

x2+y2 :x2—(iy)2
=(x—-iy)(x+iy)

17
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IV- Applications

1 - Factorisation d’'une expression polynomiale

Définition 8.57 — On appelle fonction polynomiale complexe toute application de C dans C de la forme P :

cC —- C .
5 , Ol nestun entier naturel et ay, ..., a, des complexes fixés.
zZ — aqytamztarz-+---+azz

- C
2 est polynomiale.

C
Exemple 8.58 - La fonction P: s
— 2iz°-mz"+1

Définition 8.59 — Soit P une fonction polynomiale complexe et @ un nombre complexe.
On dit que a est une racine de P lorsque P(a) = 0.

Exemple 8.60 - —2 est une racine de la fonction polynomiale P : car P(-2)=0.

z — 2Z°-2z+4

— Proposition 8.61

Soit P une fonction polynomiale complexe et a € C. Si a est une racine de P, alors il existe une fonction polynomiale
complexe Q telle que :
VzeC, P(2)=(z—a)Q(z)

autrement dit, on peut factoriser la fonction polynomiale par (z — a).

Démonstration. Soit neN et ay, ..., a, des nombres complexes tels que I’on puisse écrire

n
VzeC, P(z)=dap+az+az’+-+ayz" = > apz®.
k=0

Supposons que « est racine de P. Alors P(a) = 0 et donc pour tout z€ C, on a

P(2) =P(z)-0=P(2) - P(a)

k=1
Or pour tout k € N*, on peut écrire ZK-af=z-a) Z Zfak1¢
¢=0

n k=1
donc en reportant dans P(z), onobtient ~ P(z) = Y ar(z—a) (Z z[ak_l_[)
k=1 =0

=(z-a)Q(2)
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n k-1
oul'on aposé Q(z) = Z ag (Z zéak_l_g). La fonction Q est bien polynomiale puisque pour tout z € C, on a
k=1 /=0

n (k-1
Q(z) = 2: (}: aszak—l—f):: 2: akzéak—l—Z

k=1\¢=0

n
oul'on aposé by = Z akakf
k=0+1

1= pour tout ¢ € [0; n— 1], ce qui est bien une constante complexe.

2 - Transformation de cos(nx) et sin(nx) en polynéomes en cos(x) et sin(x)

Pour tout entier n > 1 et tout réel x, il est possible de transformer cos(nx) et sin(nx) de sorte a ce qu’il s’expriment comme
un polyndéme en cos(x) et sin(x).

Pour cela, on part de la formule de De Moivre :
VxeR, cos(nx)+isin(nx)=cos(x)+isin(x))"

qui donne
VYxeR, cos(nx)=Re((cos(x)+isin(x))") et sin(nx)=3m((cos(x)+isin(x))").

On applique alors la formule du bindme de Newton pour développer (cos(x) + isin(x))".

Exemple 8.62 — Soit x € R. Exprimer cos(4x) et sin(4x) comme des polyndmes en cos(x) et sin(x).

D’apres la formule de De Moivre, cos(4x) +isin(4x) = (Cos(x) + isin(x))4. On développe al’aide de la formule du binéme
de Newton.

4
cos(4x) +isin(4x) = Z (;‘;) COSk(X)i4_kSin4_k(x)
k=0

= sin(x) — 4i cos(x) sin® (x) — 6 cos? (x) sin? (x) + 4i cos® (x) sin(x) + cos* (x)
= [ sin* (x)— 6cos? (x) sinz(x) + cos4(x)] +i4 [ cos® (x)sin(x) — cos(x) sin® (x)
En identifiant les parties réelle et imaginaire dans cette derniere égalité, on obtient que pour tout x € R,
cos(4x) = sin4(x) —6c0s? (x) sin® (x) + cos* (x),
sin(4x) = 4 cos® (x) sin(x) — 4 cos(x) sin® (x).

Remarque 8.63 - En utilisant que sin” = 1 — cos?

Par exemple,

, on peut toujours écrire cos(nx) comme un polynéme en cos(x).

cos(4x)=(1—- cos® (x))2 —6cos? x)a- cos® (x) + cos? (x)
=1-2cos? (x)+ cos4(x) - 6cosz(x) + 6cos4(x) + cos4(x)
=1-8cos’ (x)+8 cos4(x)

De méme, en utilisant que cos? = 1 —sin?
cos(x) x P(sin(x)).

, on peut toujours trouver un polynéme P réel tel que pour tout x € R, sin(nx) =

sin(4x) = cos? (x) cos(x) sin(x) — cos(x) sin3 (%)
=(1- sin® (x)) cos(x) sin(x) — cos(x) sin3 (x)

= cos(x) (sin(x) -2 sin® x)
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V- Calcul de sommes de fonctions circulaires

En factorisant par '’angle moitié, on obtient les identités suivantes : pour tous réels x et y, on a
eix +eiy — ei(x+y)/2(ei(x—y)/2 + e—i(x—y)/Z) — Zei(x+y)/2 cos((x — y)/2)

et eix_eiy — ei(x+y)/2(ei(x—y)IZ _e—i(x—y)/Z) _ 2iei(x+y)/2 sin((x — y)/2).

En utilisant ces identités, on peut, par exemple, calculer aisément des sommes de fonctions circulaires :

Soit x € R\ {2k, k € Z} et soit n un nombre entier naturel.

n n
Calculer C= )_ cos(kx) et S=)_ sin(kx).
k=0 k=0
Ona:

n n . n . n ) k
C=) cos(kx)=)_ Re(e!**) = §Re(z e’kx) =Re (Z (e”‘) )
k=0 k=0 k=0 k=0

On utilise maintenant la formule donnant I'expression de la somme partielle d'une suite géométrique : pour tout nombre

n 1-— qn+l
complexe g#1,0na Y g~=—"—
k=0 l-q
1 _ei(n+1)x . .
On adonc C =Re (1—”6) et en factorisant le numérateur par e!"*Y*/2 et le dénominateur par e’*'?, on obtient :
-e
; =2isin((n+1)x/2 sin((n+1)x/2
C:S‘ie(e’”"/z .(f ) )) :%e((cos(nx/Z)+isin(nx/2))M)
—2isin(x/2) sin (x/2)

Finalement,
C= cos(nx/2)sin((n+1)x/2)

sin (x/2)

On a également

—2isin((n+1)x/2)
—2isin(x/2)

.. sin((n+1)x/2)
) =3m ((cos(nx/Z) +isin(nx/2)) —)

sin (x/2)
Donc,
S= sin(nx/2)sin((n+1)x/2)
B sin (x/2)

20



	Sommes, produits, coefficients binomiaux
	Calculs de sommes finies
	Notations
	Propriétés
	Quelques sommes classiques
	Découpage de sommes
	Décalage d'indices
	Sommes doubles

	Produits
	Notations
	Propriétés
	Notation factorielle

	Formule du binôme de Newton
	Coefficient binomial
	Le binôme de Newton

	Applications
	Factorisation d'une expression polynomiale
	Transformation de cos(nx) et sin(x) en polynômes en cos(x) et sin(x)

	Calcul de sommes de fonctions circulaires


