8 | Sommes, produits, coefficients binomiaux

La vie n’est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.

Blaise Pascal (1623-1662), polymathe.

I- Calculs de sommes finies

1 - Notations

Notation 8.1 — Soit E une partie finie de N. Pour tout k € E on consideére le nombre complexe (ou réel) a;. La somme de tous
ces nombres est appelée somme des aj pour k dans E et se note

Z aj.

keE
Dans le cas particulier ou E est un intervalle de N, c’est-a-dire de la forme [n, m] = {k €N, n < k < m} ol n et m sont deux
entiers naturels tels que n < m, la somme s’appelle la somme des a; pour k allant de n a m et on note
m
Y ar=) ar=an+apa+-+am.

ke[n,m] k=n

Convention : Lorsque E est vide alors toute somme sur E vaut 0. En particulier si n et m sont deux entiers naturels tels que
n > m alors [[n, m]] = @ et donc

Mz

ay =0.
k

n

Exemple 8.2 -
3
e Pourn=3etag=1, a; =2, a =0et az =—2, on obtient Z ai =
k=0
 Si E désigne les nombres premiers compris entre 2 et 11 alors

WS

keE

(ici, avec les notations précédentes, ay = k%)
n
e Pour tout n € N et toutréel x, ona Z X=x+x+---+x=(n+1)xx
—_—

k=0 n+1 termes

e Lasomme In(3) +1n(4) +...+1n(15) peut aussi s’écrire

e Lasomme 1+2'+2%+2%+ ... +219 peut aussi s'écrire

5
e Ona) k=
k=2

10
e Ona) n’=

k=0
k

7
e L'écriture Z
k=2

désigne la somme :

4
e Calculer Z (Ic2 +1)=
k=2
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Remarque 8.3 - Dans la notation précédente, I'indice de sommation k est un indice muet. On peut trés bien choisir une autre
lettre pour indexer la somme :

n n
Y aget ) ajdésignent tous les deux la méme somme ag + a; + -+ + dp.
k=0 Jj=0

n
A ATTENTION! En particulier, la somme Z ay NEPEUT PAS DEPENDRE DE k!!!
k=0

Notation 8.4 — Si maintenant E est 'ensemble des entiers de I'intervalle [[r, m]] ol n et m sont deux entiers naturels tels que
n < m, qui vérifient une ou plusieurs conditions alors on écrira

n

Y @
k=1
condition(s)

Exemple 8.5 -
Si E désigne les nombres pairs compris entre 1 et 10 alors
IS
keE 2 k=1 2
k est pair

2- Propriétés

— Proposition 8.6 — Linéarité de la somme

Soient n et m deux entiers naturels tels que n < m et ap, an+1,--- Am, bny but1,..., by €t A des nombres complexes. On

m m
Y dag=21) ax (mise en facteur de A dans la somme)
k=n k=n
m m m
Y (ak+bp) = ( > ak) + ( > bk) (on peut « scinder » une somme)
k=n k=n k=n

ATTENTION! Dans la premiere formule, le réel A ne dépend pas de k!

n
Une somme du type Y (axby) ne se simplifie pas!
k=m

Démonstration.
m m
o Y Aap=Aan+Aans1+-+Aam = Aan+ ap1 +--+ am) =1 Y ay.
k=n k=n
m m
. Z(ak+bk)=an+bn~-+am+bm:an--‘+am+bn+-~+bm=(Z ak)+(z bk). O
k=n k=n k=n

2k-1

11
Exemple 8.7 — Calculer )
k=8

en développant la somme au maximum.
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3 - Quelques sommes classiques
— Proposition 8.8 - Sommes de référence
On rappelle que pour tout entier naturel n et pour tout nombre complexe a,
L +1
oy k=t
=0 2
n 1-— an+l
ii) Z“k: T sia#1l
k=0 n+1 sia=1.
Démonstration.
O
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Wok-1
Exemple 8.9 - Calculer ) —
k=0

Exemple 8.10 — Soit n > 2. Calculer

— Proposition 8.11 - Somme de carrés

Pour tout entier naturel 7,

L n+1)@2n+1)
2= T DRERT )
z 6

Démonstration.
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Exemple 8.12 - Soit n e N*.
Quevaut A, = 12+22+32+-~+(4n)2?

Exemple 8.13 — Soit n dans N*. Calculer les deux sommes suivantes :

n ) n ok
Sp=) (6k*+4k+1)  Et T,,=232m.
k=1 k=0
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I Définition 8.14 — On appelle somme télescopique une somme dont les termes s’annulent de proche en proche.

Remarque 8.15 - Soit 7 € N. Pour tout k € [1, n + 1], on considére les nombres complexes ay. et by. On suppose que pour tout
n
k € [[1,n]], ar = by — by+1 alors la somme Z ay est une somme télescopique. En effet
k=1

(b — bg41)

;M:

(bl D) + (b5 —bs) + (b —Db4) + -+ +(bpA —Dw) + (Dy— bny1)
=b1—bn+1

11

1
) l
KD -k k. Clouler Z

1
Exemple 8.16 — Soit n € N*. En remarquant que pour tout k € N* R D)

4 - Découpage de sommes

— Proposition 8.17 - Découpage de sommes

Soient (ay) ken €t (bx) ken deux suites réelles. Pour tous m, net pdansNtelsque m< p<n—-1,ona:

k=m k=p+1
Voici les découpages de sommes les plus fréquents :

n n
Z ajp = ap+ Z ay
n+1
Z ay = Z ai + dnp+1

=0
Zak— Zak+ Z ai pour tout m € [0, n]

k=m+1

Remarque 8.18 — Il peut également arriver dans certains cas que ’on fasse le découpage de sommes suivant :

n n n
Z aj = Z ay + Z ay
k=0 k=0 k=0

k est paire k est impaire

Remarque 8.19 - Le deuxieme découpage est tres souvent utilisé dés lors qu’il faut démontrer une formule impliquant le signe
Y par récurrence. On I'a d’ailleurs utilisé lors de la démonstration de la Propriété 8.11.
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MPSI

n
Exemple 8.20 - Soit n € N et m € [0, n]. Calculer ) |k—ml].

k=0

5- Décalage d’'indices

Pour commencer, nous étudions le cas simple ol1 on fait un décalage de 1.

n
Considérons la somme Z a;. On pose j =i — 1. Ainsi,
i=1
e i=j+1.
e Lorsque i =1, alors j =0.
e Lorsque i =mn,alors j=n-1.

On a ainsi 'égalité :

9 j24+2i-3
Exemple 8.21 - Calculer la somme S= ) | —
i=2 1=
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— Proposition 8.22 - Changement d’indice

Soient m et n dans N tels que m < n alors

n n+p
2 Gkp= ), G
k=m i=m+p

On dit alors qu’on a effectué le changement d’'indice i = k + p.

Remarque 8.23 — Etant donné que les indices sont muets, on peut écrire avec les notations de la proposition précédente

m m+p m+p
D ak= ), @j-p= ) Grp.
k=n j=n+p k=n+p

Exemple 8.24 — Voila comment on peut rédiger le calcul de la somme télescopique de I'exemple 8.16 : soit n € N,

z:: (k+1)_kz="1(%_k+1)
Te-T—
= == — on scinde la somme en deux
ok o k+1
no1 n+11
‘k;k Py

en décalant I'indice de 1 dans la deuxieme somme. Puis, en changeant le nom de 'indice dans la deuxiéme somme, on
obtient

n noq n+11
g (k+1):,§E_k2E
71 1 ,
= (ZE) ( ) — découpage des deux sommes
T
=1- .

6 - Sommes doubles

On considere une famille de nombres réels indexés par deux indices : un indice i variant entre 1 et n pour un entier n donné
et un indice j variant entre 1 et p pour un entier p donné.

On peut représenter ces nombres dans un tableau ou I'indice i représente le numéro de ligne et I'indice j le numéro de
colonne:

. 4 1 2 3 p
1
1 an an a3 .. ap
2 a1 ano a3 e azp
n anl an2 an3 . Anp

Définition 8.25 — La somme de tous les éléments a; ; de ce tableau est notée Z aij.
1<ign
INYAY 4

Curieux au premier abord, ce genre d’'indexation est plus courant qu’il n'y parait. Par exemple, quand on multiplie une
somme de m termes et une somme de n termes, on obtient en développant une somme de mn termes, mais qu’on peut écrire
avecunseul ) .
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M

Il
—_

n

a; x Z bj =(ai1+...+ap)xb1+...+by)=a1bi +a1b, +...+ amby_1+ amb, = Z aibj

j=1 1<i<m
1<jsn

— Théoréme 8.26 — Produit de deux Z

m n
Pour tous ai, ..., dm, by,...,bp €C: Y a;x Y _bj= > a;bj.
im1 i=1 1<i<m
1<j<n

La somme des termes d'un tableau a deux entrées peut étre calculée en sommant par paquets d’abord sur les lignes, ou
bien d’abord sur les colonnes.

Somme des termes d’un tableau rectangulaire : ) a;;

1<i<n
I<jsp
. J 1 2 3 p
i
p
1 ann arn a3 aip — Z apj
j=1
14 n p
2 a1 as» ass . azp — Z azj Z aij
j=1 i=1j=1
p
n Aanl an2 an3 e Anp - Z anj
j=1
Lo e .
n n n n Z Z Clij
Z aipl Z ais Z ais3 Z Qain j=li=1
i=1 i=1 i=1 i=1
Exemple 8.27 -
Par exemple les termes de la somme Z (i +2j) peuvent-étre représentés dans le tableau

1<i<4
1<j<3

|

3
7
8
9

(=B BN o> RS | N \S]

10

La valeur de cette somme est la somme des nombres de ce tableau (sans bien-str ceux de la premiére ligne et de la
premieére colonne qui sont les valeurs possibles de i et j...) c’est-a-dire 78.

Pour calculer la somme des nombres de ce tableau on peut regrouper les nombres dans des sous ensembles comme les
lignes ou les colonnes du tableau.

Ici, si 'on note L;, Ly, L3 et Ly les sommes des nombres du tableau sur chaque ligne et C;, C, et Cs celles sur chaque
colonne on obtient :

4
Y (i+2j)=) Li=15+18+21+24=78
1<i<4 i=1
1S3

3
=) Cj=18+26+34=78
j=1
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Notons que pour tout i € [[1,4]], L; étant la somme des nombres de la ligne i du tableau, on a

3 4
L; =) (i+2j) et de méme pour tout j € [1,3]], C; = )_ (i +2j). Ainsi on peut écrire

]:1 i=1
4
Y G+2)=Y Li=Y (Y +2))
= i=1 =1 j=1

= c]-:.z(. (i+2j))

Jj=1"i=1

e

J

Exemple 8.28 - Soit n € N*. Calculer Y (i + j)
1<i,j<n

1<i<j<n
. J 1 2 n
1
n
1 aln a2 alp — Z alj
j=1
n n n
2 Gp | .. | @y | — ) @ 2. ) aij
j=2 i=1j=i
n
n Ann — Z anj
j=n
l l l

n
Y an )Y ai Y ain i=1i=1
i izl

10
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Exemple 8.29 — Par exemple, si E; = {(i, ) eN? | 1 <i < j<4}et B, = {(i, /) e N? | 1 < j < i <3}, les termes des sommes

Y @j-n= Y @j-d et S= Y = Y i

(i,))€E; 1<i<j<4 (i,j)€Es 1<<i<3

peuvent-étre représentés par les tableaux

Les valeurs de ces sommes sont les sommes des nombres dans ces tableaux c’est-a-dire S; = 30 et S, = 46.

Pour calculer les sommes des nombres de ces tableaux on peut regrouper les nombres dans des sous-ensembles comme
les lignes ou les colonnes du tableau.

+ Examinons dans un premier temps le cas de S; : On note L;, L, et L3 les sommes des nombres du tableau sur chaque
ligne et Cy, C3 et C4 celles sur chaque colonne.

=15+10+5=30

Cj=3+9+18=30

=L
=52

Notons que pour tout i € [[1,3]], L; étant la somme des nombres de la ligne i du tableau, on a L; = Z (2j—1i) etde
j-1 Jj=i+l

méme pour tout j € [[2,4]], C; = Z (2j —i). Ainsi on peut écrire
i=1

3 4

Si= ) (2j—i)=iLi=Z( > (zj—i))

1<i<j<4 i=1 i=1"j=i+

3 3 -
=) .Cj= Z(Z @j-1)
j=1 j=2"i=1
* Examinonsle cas de S, : Onnote L;, L, et L3 les sommes des nombres du tableau sur chaque ligne et C;, C; et Cs celles
sur chaque colonne.

SZ—ZL =1+6+39=46

Cij=6+13+27=46

IIMw

i
Notons que pour tout i € [[1 311, L; étant la somme des nombres de la ligne i du tableau, on a L; = Z i/ et de méme

j=1
pour tout j € [[1,3]], Cj= Z i/. Ainsi on peut écrire

i=j

S= Y il=

3
2
1<<i<3 i=1
&
>

11
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Exemple 8.30 — Calculer, pour n€ N*, S = Z (j-1.
1<i<j<n

II - Produits

1 - Notations

Notation 8.31 - Soit E une partie finie de N. Pour tout k € E on considére le nombre complexe (ou réel) ai. Le produit de tous
ces nombres est appelée produit des ai pour k dans E et se note

H aj.

keE

Dans le cas particulier ou1 E est un intervalle de N, c’est-a-dire de la forme [n, m] = {k € N, n < k < m} ot n et m sont deux
entiers naturels tels que n < m, le produit s’appelle le produit des a; pour k allant de n a m et on note

m
[T =T = anxana e xan
ke[[n,m] k=n

Convention : Lorsque E est vide alors tout produit sur E vaut 1. En particulier si n et m sont deux entiers naturels tels que
n > malors [n, m] = @ et donc

ar=1.

s

k=n

Remarque 8.32 — Dans la notation précédente, I'indice k du produit est un indice muet. On peut tres bien choisir une autre
lettre pour indexer le produit :

n n
[T ax et [ ] a; désignent tous les deux le méme produit ag x a; x -+ x ay,.
k=0 j=0

n
A ATTENTION! En particulier, le produit ]_[ ay NEPEUT PAS DEPENDRE DE k!!!
k=0

12
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Exemple 8.33 - Ecrivons les expressions suivantes sans le signe H
5
o [1#
k=3
Tk
oo k+1

n
o Pour tout entier naturel z non nul et tout nombre réel x, on a H X =

j=1
Ecrivons les produits suivants avec le signe [ [.
e 1x2x4x8x16x32
3 4 9
¢ — X=X, . X —
5 6 11
2- Propriétés

— Proposition 8.34

Soient (ay) ken €t (by) ken deux suites réelles. Pour tout A dans R et pour tous m et n dans N tels que m < n,on a:

o T (@b = (H) } (Hb)

k=m

=

ajg

n
o Ensupposant que Yk € [m,n] by #0alors: H (%) _ k=m
k=m \ Pk

by

=

n n
+ [T0a0=27"" [ a,
=m

k=m

n |4 n
o Relationde Chasles : [] ax= [[ akx [] ar pourpeNtelquem<p<n-1.
k=m k=m k=p+1

Démonstration.

n
A ATTENTION! Un produit de la forme H (ar + by) ne se simplifie pas!

k=m

Exemple 8.35 — Calculons les deux produits suivants :
n
. 1_[ 3
k=1
lﬂl

4k
k=0 2

13
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n-1
Exemple 8.36 — Calculer [] e?*"/".
k=0

I Définition 8.37 — On appelle produit télescopique un produit dont les termes se simplifient de proche en proche.

Remarque 8.38 — Soit 1 € N et pour tout k € [[1, 7+ 1], on consideére les nombres complexes non nuls a;. et by.. On suppose que

b n
pour tout k € [1, n]], ar = % alors le produit ]_[ ay est un produit télescopique. En effet
k

k=1 k=1 Yk
:%x§xb—ix~-x bn xbn+1
by b5 bg bnA  bn
:bn+1
by
Exemple 8.39 - Soit n € N.
n 1 nok+1
1+—|=]]—
Hbes)=117

3 - Notation factorielle

Définition 8.40 - Soit n dans N. On appelle factorielle de 'entier n le nombre noté n! et défini par :

n
nl=[]k=1x2x...xn
k=1

avec la convention 0! = 1.

Exemple 8.41 -
e 3=
o 7=
o 25!=.

Exemple 8.42 — Simplifier les expressions suivantes :
7!
* 5
10!
* gixal
n!

* m+2)

14
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n
Exemple 8.43 — Exprimer al'aide de la factorielle le produit : U,, = H (5k).
k=1

n 1
Exemple 8.44 - Calculer le produit: W, =[] (1 - %)
k=2

III- Formule du binome de Newton

1 - Coefficient binomial

Définition 8.45 - SoientneNet pe Z. n
On appelle coefficient binomial « p parmi 7 », le nombre noté (p) et défini par

n n! .
=——— si0<p<n
p) pln-p)!

=0 sinon.

Méthode 8.46 —
Pour calculer les valeurs de ces coefficients, on utilise rarement la définition. En effet, on remarque que si

00 p€[1,n] alors

(n)_n(n—l)...(n—p+l).
P P!

n
Spoiler Alert— Comme nous le verrons dans le chapitre sur le dénombrement, ( ) est aussile nombre de facon de prendre un

sous-ensemble de p éléments parmi un ensemble de n éléments.

Exemple 8.47 — Simplifier 4
n

n+1
<1 p pourneNet0O< p<n+l.

15



Maths 2025/26 Ch. 8- Sommes, produits, coefficients binomiaux MPSI

— Proposition 8.48 - Symétrie des coefficients binomiaux

n n
PourtoutneNettoutpe Z,ona = .
p n-p

Démonstration. e Sip > n, alors n— p <0 et]’égalité n'est rien d’autre que 0 = 0. Méme chose si p < 0.
eSip<n,ona

no|_ n! B n! _|n
n-p| (m-plin-m-p)!  m-plp! \p)

— Proposition 8.49 - Formule de Pascal

n+1 n n
Pour toutneNettoutpeZ,ona = + .
p p

Remarque 8.50 — La formule de Pascal, associée au fait que pour tout n e N,

Z) = (n) =1, permet de calculer tous les coeffi-
n

n
cients binomiaux ( ) de proche en proche. Le tableau obtenu ci dessous est connu sous le nom de triangle de Pascal.
p

NP0 1234
0 |1

1 |11

2 11121
3 |13

4 |1]4|6(4]1

Démonstration.
e Si p=0,ils’agit de'égalité 1 =1 + 0 qui est évidente.
e Sip<0,ils’agit de’égalité 0 =0+0.
e Sip=n+1,ilsagitdel'égalité 1 =0+1.
e Si p>n+1ils’agitencore del’égalité 0 =0+0.

e Supposons1 < p<n.Ona

16
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2— Le binome de Newton

—  Théoréme 8.51 - Formule du bin6me de Newton

Soient x et y € C. Alors, pour tout n € N,
n = (n n-k .k
x+yt=) P EAR
k=0
>

ny k_ n-k
= xtytTh
k=0(k)

(x+y)2:x2+2xy+y2 et (x+y)3=x3+3xzy+3xy2+y3

En particulier

n
Remarque 8.52 — Cette formule est a 'origine du nom donné aux ( k) de coefficients binomiaux.

Exemple 8.53 — Soit x et y deux nombres complexes. Développer (x + y)* et (x — )°.

17
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Démonstration.

18
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Exemple 8.54 —
n (n
1. Déterminer la valeur de Z (k) pour tout n € N. (Un vide est un 1 qui se cache...)
k=0

2 . L Kkl n . . .
2. Déterminer la valeur de Z (-1 r (on pourra calculer cette somme pour des petites valeurs de » puis faire une
k=0
conjecture).

3. (a) Pourtoutx€RetneN,développer (x+1)".

n
(b) Dériver I'égalité précédente et en déduire la valeur de lasomme ) k(Z)
k=0

19
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— Théoréme 8.55 — Factorisation de x" - "

Soient x et y des nombres complexes et n > 1 un entier naturel.

n-1
X _yn =(x—y) Z xkyn—l—k‘
k=0

En particulier

EopP=-pa+y) et Poy=@-pad+ry+yd).

Démonstration.

Exemple 8.56 — Soient x et y deux nombres complexes. Factoriser x* — y*, x° + y° et x® + y.

20
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IV- Applications

1 - Factorisation d’'une expression polynomiale

Définition 8.57 — On appelle fonction polynomiale complexe toute application de C dans C de la forme P :

cC —- C .
5 , Ol nestun entier naturel et ay, ..., a, des complexes fixés.
zZ — aqytamztarz-+---+azz

- C
2 est polynomiale.

C
Exemple 8.58 - La fonction P: s
— 2iz°-mz"+1

Définition 8.59 — Soit P une fonction polynomiale complexe et @ un nombre complexe.
On dit que a est une racine de P lorsque P(a) = 0.

Exemple 8.60 - —2 est une racine de la fonction polynomiale P : car P(-2)=0.

— Z3-2z+4

— Proposition 8.61

Soit P une fonction polynomiale complexe et a € C. Si a est une racine de P, alors il existe une fonction polynomiale
complexe Q telle que :
VzeC, P(z)=(z—a)Q(2)

autrement dit, on peut factoriser la fonction polynomiale par (z — a).

Démonstration.

21
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2 - Transformation de cos(nx) et sin(nx) en polynéomes en cos(x) et sin(x)

Pour tout entier n > 1 et tout réel x, il est possible de transformer cos(nx) et sin(nx) de sorte a ce qu’il s’expriment comme
un polyndéme en cos(x) et sin(x).

Pour cela, on part de la formule de De Moivre :
VxeR, cos(nx)+isin(nx)=cos(x)+isin(x))"

qui donne
VxeR, cos(nx)=Re((cos(x)+isin(x))") et sin(nx)=3m((cos(x)+isin(x))").

On applique alors la formule du bindme de Newton pour développer (cos(x) + isin(x))".

Exemple 8.62 — Soit x € R. Exprimer cos(4x) et sin(4x) comme des polyndmes en cos(x) et sin(x).

22
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Remarque 8.63 — En utilisant que sin? = 1 — cos®

Par exemple,

, on peut toujours écrire cos(nx) comme un polynéme en cos(x).

cos(4x)=(1- cosz(x))2 —6cos? x)a- cosz(x)) + cos* (x)
=1-2 cosz(x) +cos? (x)— GCOSZ(X) + 60034(x) + c0s4(x)

=1-8 cosz(x) +8 cos4(x)

De méme, en utilisant que cos? = 1 —sin?

cos(x) x P(sin(x)).

, on peut toujours trouver un polynéme P réel tel que pour tout x € R, sin(nx) =

sin(4x) = cos® (x) cos(x) sin(x) — cos(x) sin® (x)
=(1- sin? (x)) cos(x) sin(x) — cos(x) sin® (x)

= cos(x) (sin(x) - 2sin® (x))

V- Calcul de sommes de fonctions circulaires

En factorisant par I’angle moitié, on obtient les identités suivantes : pour tous réels x et y, on a
e yelV =
et el¥—elV =
En utilisant ces identités, on peut, par exemple, calculer aisément des sommes de fonctions circulaires :

Soit x € R~{2kmn, k € Z} et soit n un nombre entier naturel.

n n
Calculer C = ) cos(kx) et S=)_ sin(kx).
k=0 k=0
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