7 | Rappels et compléments sur les suites

La nature est un livre écrit en langage mathématiques.

Galilée, polymathe (1564-1642).

I- Généralités sur les suites réelles

1 - Introduction

Intuitivement, une suite réelle est une liste (infinie) de nombres réels. Par exemple, la liste (en ordre croissant) des puis-
sances de 2 est une suite :
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ...

On convient usuellement de poser up = 1, puis u; = 2, puis u, =4, etc.

D’autres choix sont tout a fait possibles : on peut poser vy =1, puis v, = 2, puis v3 =4, etc.

On peut également poser ws = 1, puis wg = 2, puis w; =4, etc.

La suite notée (u,,) est donc une fonction u de N dans R. De méme, la suite (v;) est une fonction v de N* dans R. Enfin, la suite
(wp) est une fonction w de [5; +oo[ dans R.

Définition 7.1 — On appelle suite réelle toute famille (u,) ,eny de nombres réels indexée par N, c’est-a-dire toute appli-
cation u définie sur N et a valeurs dans R. On la note u ou encore (u;) neN-

Notation 7.2 - On note RV I'ensemble des suites réelles indexées par N.

Remarque 7.3 - Une suite réelle de terme général u,, peut aussi étre indexée par les entiers naturels supérieurs a un entier n.
Une telle suite est notée (1) >, Par exemple, la suite (u,,) définie par u,, = v n—2 n’est définie que pour n > 2. On dira alors
que (u,), est définie sur I = [2;+oo[ et on notera la suite () ;,>2.

de rang n de la suite et u = (u,) ,en qui est la suite elle-méme.

ATTENTION! Pour une rédaction rigoureuse, on distinguera bien u,, qui est un nombre car c’est le terme
A C’est la méme chose que de ne pas confondre la fonction f et réel f(x).

2 - Modes de définition d’une suite

On peut définir une suite réelle (1) ,en de plusieurs manieres différentes :

> de maniere explicite : chacun des termes de la suite est donné en fonction de n.

Exemple 7.4 - La suite (1) ,en définie par: VrneN, u, =exp(—n+1) est définie de maniere explicite. Avec cette
définition, on connait directement la valeur de chaque terme de la suite. Ici, upy = exp(—19).

> de maniere implicite : tous les termes de la suite sont correctement définis mais on ne dispose pas de la valeur explicite
de chacun de ses termes.

—

R
Exemple 7.5 — Pour tout n € N, la fonction f;; : X réalise une bijection de R* dans [-1; 400

— P+nx-1
donc pour tout z € N, il existe un unique nombre u, € R" tel que f;,(1,,) = 0. On définit ainsi une suite (i) nen €t,
a priori, il n’est pas possible d’obtenir, pour tout 7 € N, une expression directe de u, en fonction de n.

Exemple 7.6 — Soit la suite (w;),en+ telle que pour tout n € N*, w,, soit le n-iéme nombre premier.
On peut facilement calculer les premiers termes : wy; =2, wy =3, w3 =5, wy =7, ws =11...
Cependant, obtenir une formule donnant w,, en fonction de n est tres difficile.
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> par une relation de récurrence : on définit explicitement le (ou les) premier(s) terme(s) de la suite puis chaque terme de
la suite est défini a 'aide du (ou des) précédent(s).

Exemple 7.7 — On peut définir deux suites (i) nen €t (V) nen par :
up=1 et VneN, un+1:2un+ui,

=0 =1 et VRneN, vy =exp(Vp+1 — Vn)-

La encore, on ne peut pas, a priori, déterminer pour tout n € N une expression directe de u,, et v, en fonction de
n. On peut par contre calculer les termes de ces suites de proche en proche. Ainsi,

ur=3 u» =15 uz =255... vo=e pv3=e®"t...

On dit que (1) nen €st une suite récurrente d’ordre 1 et (v;,) ,en Une suite récurrente d’ordre 2.

ATTENTION! Pour définir une suite par une relation de récurrence, il y a tout de méme des précautions
a prendre : il se peut que la donnée d'un premier terme et d'une relation de récurrence ne définissent pas

correctement une suite.
Un PP .

Par exemple, en posant uy = 7 etVneN, u,. = : , on ne définit pas correctement la suite (1) zen : ON
- n

1 1
aurait u; = 3 Uy = 2 us =1 et uy n'est pas défini!

3 - Opérations sur les suites

Définition 7.8 — On peut définir sur RV trois opérations :
o la somme (S;,) ;en = (Un) nen + (Vi) nen des suites réelles (uy) nen €t (Vn) nen €st la suite définie par

VneN, s,=u,+vy,,
o la multiplication interne (p;,) nen = (Un) nen X (Vn) nen des suites réelles (1) nen €t (V)1 € N est la suite définie

par
VneN, pp=u,x vy,

¢ la multiplication externe (w,),en = A« () nen de la suite (1) zen par le réel A € R est la suite définie par

VneN, w,=Auy,.

Remarque 7.9 - Ces opérations conferent a R une structure d’algebre commutative unitaire. Cette notion sera précisée
plus tard dans I'année.

4 - Suites constantes/stationnaire/monotones

Définition 7.10 — Soit (u#,) ,en Une suite réelle.
o (un)nen est dite constante s’il existe a € R tel que Vn € N, u;, = @ ou, ce qui est équivalent, si elle vérifie

VneN, upe1 =uy.
o (up)nen est dite stationnaire lorsqu’elle est constante au dela d'un certain rang, c’est-a-dire si elle vérifie :

dnpeN, Vn > ng, ups1 = Uy.

Exemple 7.11 -

2
La suite ( {—J ) N est une suite stationnaire : elle stationne a 0 a partir du rang 3.
n | /neN*
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Définition 7.12 - Soit () nen une suite réelle. On dit que

o (Un)nen est croissante lorsque o (Un)nen est décroissante lorsque
VneN, up<upt, VneN, u,2>upa,
* (Un)nen est strictement croissante o (Up)nen est strictement décroissante lorsque
lorsque
VYneN, u,;<up+, YneN, u;>up+,

La suite (u#,) ,en est dite monotone (resp. strictement monotone) lorsqu’elle est croissante
ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Méthode 7.13 - Montrer qu'une suite est croissante ou décroissante
Pour établir qu'une suite est monotone, on peut :

(a) Ftudierle signe de la différence u,+; —u,. En effet, on sait que

(Up) nen €St croissante <  VneN, upy1—u, =0,

(Up) nen est décroissante <  VneN, upq—u, <0.

0 )
O (b) Comparer le quotient 1 et 1 lorsque tous les termes sont strictement positifs.
Un
En effet, on sait que

Up+1

(Un)nen €St croissante < VneN, =1,

Upn

. . Un+1

(Un) nen est décroissante << VneN, —— <1,

Un

Exemple 7.14 -
(a) Montrer que la suite (1) en définie par ug = 1 et pour toutentier n >0, U, = ufl +u, +1 est strictement
croissante.

n
(b) Montrer que la suite (u,,) ,en+ définie pour tout n € N* par u, = ey
n

est strictement croissante.

5- Suite majorée/minorée/bornée

Définition 7.15 - Soient (1) sen Une suite réelle et m et M deux réels. On dit que

o (Un)nen est majorée par M lorsque o (Un) nen est minorée par m lorsque

VneN, u,<M. VneN, u,=>m.

Enfin la suite (#,) ,en est dite bornée lorsqu’elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire si elle vérifie 'une des deux
conditions équivalentes suivantes :

i)ImeR, AMeR, VneN, m < u, < M.

i) AIMeR, VneN, |u,| < M.
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La suite (1) nen €St majorée. La suite (1) zen €St minorée. La suite (u,,) nen €St bornée.
tuy, y=M Un buy, y=M
. o o o o o b o ° . N
[ ] [ ]
[ ]
° n
o <
° L]

Méthode 7.16 - Montrer qu'une suite est majorée/minorée/bornée
Pour montrer qu'une suite est majorée, on opere de la méme fagon que pour une fonction : on étudie le signe
00' de u, — M pour tout n et on montre que u, — M < 0.

De la méme maniere, on étudie le signe de u, — m pour tout n et on montre que 1, —m > 0 pour prouver que
la suite (u;,) nen €St minorée par m.

Exemple 7.17 — Montrer que la suite (¢,,) ,en définie pour tout n € N par u, = est majorée par 3.

n2+1

II- Suites remarquables

Dans la suite, on s’intéresse a des suites réelles ou complexes. Il faut bien avoir en téte que les notions de suite monotone,

ou de suite majorée/minorée n'ont pas de sens pour une suite de nombres complexes (puisqu’il n'y a pas de relation d’ordre
sur C). On peut simplement donner un sens a la notion de suite complexe bornée en remplacgant la valeur absolue par un
module dans le dernier point de la définition 7.15.

1 - Suites arithmétiques

Définition 7.18 — Soit (u#,) nen Une suite. On dit que (u,) nen €St arithmétique s’il existe un réel ou un complexe r appelé
raison tel que
VneN, upyi=up+r.

On passe d'un terme au suivant en ajoutant toujours le méme nombre r.

41 +r  +r +7

YT YT Y 7y

Up ux up us Up  Up+

Remarque 7.19 — Pour montrer qu'une suite (i) zen €St arithmétique, il suffit de montrer que la différence entre deux termes
consécutifs v, — u, est une constante qui ne dépend pas de 7 (il s’agit de la raison r).
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Exemple 7.20 — Déterminer si les suites (u;) ,eny SUivantes sont arithmétiques.

e PourtoutneN, u,=2n+1.

e PourtoutneN, u,= n?+1.

— Proposition 7.21 — Expression explicite

Soit (1) nen une suite arithmétique de raison r € R. Alors pour tout n € N,

Up = Uy + NT.

Up u Uz us e Up

+nr

Démonstration.

Remarque 7.22 - Pour des suites dont I'indice débute a n = 1, 'expression devient
Vnz=l, u,=u;+mn-1r,

et plus généralement,
Vp=0, Vnzp, up=up+n-pr.

— Proposition 7.23
Soit (u) nen une suite arithmétique réelle de raison r.
e Sir >0 alorsla suite (1,),en est strictement croissante.
e Sir <0 alorsla suite (u#,) ,en est strictement décroissante.

e Sir =0 alors la suite (1) ,en €St constante.

Démonstration.
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Si r >0, alors la suite (1) ,en €St croissante. Si r <0, alors la suite (1) ,en €st décroissante.

Up o
8 °

7 °

6 °

5 °

4 °

3 °

21 e

1

ol 1234586777

2 - Suites géométriques

Définition 7.24 — Soit (1) nen Une suite. On dit que (1) ,en est géométrique s’il existe un réel g aussi appelé raison tel
que
VneN, uUpt1=¢gxuy.

On passe d'un terme au suivant en multipliant toujours par le méme nombre g.

xq xq xq xq
Up u uz us Up  Up+l

Remarque 7.25 — Pour montrer qu'une suite (u,) ,eny €st géométrique, il suffit de montrer que le quotient entre deux termes
Un+1

consécutifs (sous réserve que u;, # 0) est une constante qui ne dépend pas de 7 (il s’agit de la raison q).

Up

Exemple 7.26 — La suite (u,) ,en définie par ug = 2 et u,+1 =2u, —3 pour n > 0 est-elle géométrique ?

— Proposition 7.27 — Expression explicite

Soit (u,) nen Une suite géométrique de raison g. Alors pour tout n € N,

up=ugxq".

xq xq xq

Démonstration.
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Remarque 7.28 — Pour des suites dont 'indice débute a n = 1, 'expression devient

et plus généralement,

Vn>1,

Vp=0, VYn=p,

n-1
Up=urxq- -,

up=upxq" "’

— Proposition 7.29
Soit (1) nen Une suite géométrique réelle de raison g € R et de premier terme u, € R. Alors :

¢ Si g <0,lasuite n'est pas monotone.

e Sig>1etuy>0,lasuite est strictement croissante. (c’est le contraire si 1 < 0)

e Si0< g<1etuy>0,lasuite (uy) est strictement décroissante. (c’est le contraire si 1y < 0)

Démonstration.

ug>0

Uy <0

qg>1

0<g<l1

5 qg>1

3 - Suites arithmético-géométriques

Définition 7.30 — Une suite (u,) ,en est dite arithmético-géométrique s’il existe deux réels ou complexes a et b

tels que

Remarque 7.31 -
e Sia=1,alors on obtient

VneN,

VneN,

Ups1 = Up+ b.

Ups1 = Ay + b.

Autrement dit, () ,en €St une suite arithmétique de raison b.

e Si b=0, alors on obtient

VneN,

Up+1 = Alp.

Autrement dit, (1) ,en €st une suite géométrique de raison a.
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Méthode 7.32 - Trouver la formule explicite d'une suite arithmético-géométrique
Soit (1) nen une suite arithmético-géométrique de la forme  uy4) = au, + b.
Pour exprimer u, en fonction de n, on procéde selon les étapes suivantes :

: O. 1. On cherche le point fixe, c’est-a-dire 'unique scalaire « tel que a = aa + b.

2. On introduit une suite auxiliaire (v,) ,en, définie par v, = u, — a pour tout n € N,
et on montre que la suite (v,) ,en €st une suite géométrique de raison a.

3. On exprime pour tout entier n € N, le terme v, en fonction de n puis on en déduit le terme u; en
fonction de n.

Exemple 7.33 — Soit (u45,) nen 1a suite définie par uy = 2 et pour tout n €N, up,+1 =3u,; —8.
Exprimer u, en fonction de n pour tout n € N.

4 — Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 7.34 — Une suite (u4,,),en €St une suite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe a, b et ¢ trois réels ou com-
plexes, avec a et ¢ non nuls, tels que :
VneN Up+2 = Alp1 + buy,.

Remarque 7.35 - Pour définir parfaitement une suite récurrente linéaire d’ordre 2, on complete la formule de récurrence par
la donnée des deux premiers termes de la suite.

Exemple 7.36 — Soit (1) ,en la suite définie par :
5
up=4, u1=-6 et Vnel, un+2:2un+1+gun

La suite (1) neny €St une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On cherche a obtenir I'expression de u, en fonction de n.

Définition 7.37 — Soit (u,) neny Une suite récurrente linéaire d’ordre 2. On appelle équation caractéristique associée a la
suite récurrente linéaire d’ordre 2 'équation du second degré ar? + br + ¢ = 0.

Exemple 7.38 — L'équation caractéristique associée a la suite précédente est
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— Proposition 7.39 — Expression dans le cas complexe

Pour déterminer I'expression du terme général u,, d'une telle suite, on commence par considérer son équation caracté-
ristique (E) : ar? + br + ¢ =0 et le discriminant A de cette équation.

> SiA #0, alors (E) a deux solutions complexes distinctes z; et z; et il existe deux constantes a et f complexes telles
que
VneN, u,=az" +pz".

> Si A =0, alors (E) admet une unique solution zj et il existe deux constantes « et § complexes telles que

VneN, u,=(an+ B)zy".

Dans chacun des cas, les valeurs de «a et § sont entierement déterminées par les valeurs de u et u;.

Démonstration.

— Proposition 7.40 — Expression dans le cas réel

Pour déterminer I'expression du terme général u,, d'une telle suite lorsque uy, u1, a, b et ¢ sont réels, on considere son
équation caractéristique (E) : ar?+ br + ¢ =0 et le discriminant A de cette équation.

> SiA >0, alors (E) a deux solutions x; et x; et il existe deux constantes « et 3 réelles telles que
VreN, u,=ax;™+Bx".

> Si A =0, alors (E) a une unique solution xj et il existe deux constantes « et (3 réelles telles que
VrneN, u,=(an+pB)x".

> Si A <0, alors (E) admet deux solutions complexes conjuguées peie etpe ?

constantes «a et f réelles telles que

ou p R} et 6 €R, et il existe deux

vneN, u, = p"(acos(nd) + Bsin(no)).

Dans chacun des cas, les valeurs de a et § sont entierement déterminées par les valeurs de u et u;.
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Démonstration.

Exemple 7.41 — Déterminer une expression du terme général de la suite (u,,) ,en définie par :

{ up=1 u; =5,

VneN uUpi2=2uUps+3uUy.

10
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Exemple 7.42 - On cherche une expression explicite de la suite réelle (u,) ,cn définie par ug = u; =1 et pour tout n € N :
Up+2 = Up+1 — Up.

11
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