3 | Trigonométrie

Do not worry about your difficulties in mathematics. I
can assure you that mine are still greater.

Albert Einstein (1879-1955), physicien.

I- Fonctions trigonométriques

Le plan orienté étant rapporté a un repere orthonormé direct (O; E)‘l, a?)), on considere le cercle C de centre O et de rayon 1.

Pour un nombre réel x fixé, on définit le point M de C tel que I'angle orienté (071, OM) ait pour mesure Xx.
On construit alors :

1. K le projeté orthogonal de M sur (OA).
2. H le projeté orthogonal de M sur (OB).
3. TTlintersection de la droite (OM) et de la perpendiculaire a (OA) passant par A (si cette intersection existe).

Ces trois points permettent d’obtenir les valeurs de cos(x),sin(x) et tan(x) grace a leur position sur leurs axes respectifs :

\ , axe des tangentes
TT Ttan(x)

R axe des sinus

B : 11
M
c Hy
X X
} i - 0
O K A cos(x) 1| axe des cosinus

Définition 3.1 (Fonctions trigonométriques) —

Pour tout réel x, on appelle cos(x) et sin(x) I'abscisse et 'ordonnée du point M de C tel que I'angle orienté (EZ\, OM) ait
pour mesure x. On définit ainsi les deux fonctions sinus et cosinus de RR dans R.

Leur quotient (la ot il est bien défini) est la fonction tangente, définie par

b4
R\{E+kn,k€Z} - R
tan: sinx
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tan est m-périodique.

— Proposition 3.2 - Périodicité des fonctions trigonométriques
2.

1. cos et sin sont 27-périodiques.
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Graphe de la fonction tangente.
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Gréce aux symétries de la construction, on retrouve la plupart des formules de décalage d’angle et de passage al’opposé :

Pour tout réel x :
sin(—x) = —sin(x),

cos(—x) = cos(x),
cos(mr — x) = —cos(x), sin(r — x) = sin(x)
cos(m + x) = —cos(x), sin(m + x) = —sin(x).
T X
Pour tout xeR\{E+k7r, keZ} :
-1 i —C =c 1
tan(—x) = —tan(x), tan(r — x) = —tan(x),
_S-
T+X =X
-1
+—t

tan(r + x) = tan(x).

On en déduit que :
1. la fonction cosinus est paire,
2. les fonctions sinus et tangente sont impaires.
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1
4-
ot
7 7T
— 4+ X ]_ ——X +1
Pour tout réel x : 2~ LTS
c
7T , (T
cos(——x) = sin(x), sm(— —x) = cos(x), o Tt
2 2 s

cos (E + x) = —sin(x), sin(E + x) = cos(x).
2 2
Pour tout réel xe R~ {kn/2, ke Z} :

tan(g - x) - tanl(x)' tan(g * x) - _tanl(x) '

II- Les formules de trigonométrie

1- Liens entre cosZ, sin’ et tan®

Soit a € R. Puisque cos(a) et sin(a) sont les coordonnées d’'un point sur le cercle trigonométrique,

‘ cos?(a) +sin®(a) = 1. ‘

En factorisant cette expression par cosz(a) lorsque cos(a) # 0, on obtient
p P q

sin?(a) ) _

2
cos (a)(l + 052 (@)

autrement dit

2
cos“(a) = —————.
(@) 1 +tan?(a)

Ensuite, avec la relation sin?(a) = 1 — cos?(a), et la relation précédente, on obtient :

5 1 tan?(a)
sin“(a)=1-— = .
1+tan2(a) 1+tan?(a)

On retiendra que lorsque tan(a) est définie,

cosz(a) = ; et sinz(a) = w
" 1+tan2(a) " 1+tan2(a)’
2 - Les formules d’addition
— Proposition 3.3 - Formules d’addition de sinus et cosinus
Pourtousréelsaetb:
1. cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) 2. sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
3. cos(a—b) = cos(a)cos(b) +sin(a) sin(b) 4. sin(a- b) =sin(a)cos(b) — cos(a) sin(b)
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Démonstration. Démontrons les formules d’addition pour les fonctions sinus et cosinus.
Soient a et b deux réels.
On se place dans un repere orthonormé (O; i; j). 1
On place sur le cercle trigonométrique le point M de coor- K yy N
données (cos(a);sin(a)) et le point N de coordonnées (cos(a + sin(a+ b+ BN
b);sin(a + b)). On a donc '
ON = cos(a+b)i +sin(a+b)]. e
in(h sin(ar/ '
On note K I'image du point M par la rotation de centre O et sin(b) 0s(b)
d’angle g Les coordonnées de K dans le repere (0;7; j) sont a+b
donc (-sin(a);cos(a)). ba -
Ainsi, (O, 0M, OK) forme un repére orthonormé du plan. Dans | Ly |
ce repere, ON forme un angle b avec I'axe des abscisses, donc 0O cos(a+b) cos(a)'1
ses coordonnées dans le repére (O, OM, OK). D’ou
ON = cos(b)OM + sin(h) OK
= cos(b)(cos(a)i +sin(a) ) + sin(b) (- sin(a) i + cos(a) ])
= (cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b))?+ (sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a))f
Les coordonnées d’'un vecteur dans une base étant uniques, on en déduit que
cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sin(a) sin(b), sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

En appliquant ces deux relations a a et —b, on en déduit que

cos(a— b) = cos(a) cos(—b) —sin(a) sin(—b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b),

sin(a — b) = sin(a) cos(—b) + sin(—b) cos(a) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a).

O

De ces quatre formules, on déduit la formule d’addition de la fonction tangente :
Soit (a, b) € R? tel que tan(a), tan(a + b) et tan(b) soit définies.

sin(a+ b) _ sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

cos(a+b)  cos(a)cos(b) —sin(a) sin(b)

sin(a) cos(b)+cos(a) sin(b)
cos(a) cos(b) divi b fai el

= cos@) cos(b)—sin(a)sin(b) (on divise par cos(a) cos(b) pour faire apparaitre les tangentes)
cos(a) cos(b)

sin(a) sin(b)

cos(a) + cos(h) tan(a) + tan(b)

tan(a+ b) =

sin(@) sin(b) ] —
1- cos(a) cos(b) 1 - tan(a) tan(b)

De méme, avec I'imparité de la tangente, on obtient, lorsque tan(a — b) est définie :

tan(a) — tan(b)

tan(a—b) = 1+tan(a)tan(b)

On retiendra que pour deux réels a et b, tels que tan(a) et tan(b) existent.

tan(a) + tan(b)

1. Sitan(a+ b) est définie, alors|tan(a+b) = ——.
1 —tan(a) tan(b)

tan(a) —tan(b)

2. Sitan(a — b) est définie, alors|tan(a—b) = ——.
1 +tan(a) tan(b)

Remarque 3.4 - Nous étudierons dans le chapitre suivant le corps des nombres complexes, et nous verrons en particulier la

formule d’Euler qui permet de faire le lien entre les formes algébriques et trigonométriques d'un nombre complexe :

VOeR, e =cos(®) +isin(®)

Cette formule nous fournira un outil beaucoup plus puissant et efficace pour démontrer les formules d’addition du cosinus et

du sinus.
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3- Les formules de duplication

Avec la formule d’addition de cosinus pour b = a, on obtient pour tout réel a,

‘ cos(2a) = cosz(u) - sinz(a).

On ajoute et on retranche sin®(a) et I'on obtient :

cos(2a) = sinz(a) + cosz(a) - sinz(a) - sinz(a) =1-

On ajoute et on retranche cos?(a) et 'on obtient :

Zsinz(a).

cos(2a) = cos? (a) + cosz(a) - sinz(a) - cos? (a)=2 cosz(a) -1.

On retiendra donc deux formules supplémentaires :

cos(2a) = 2C082(a) -1 et cos(2a)=1 —Zsinz(a).

Avec la formule d’addition de sinus pour b = a, on obtient pour tout réel q,

sin(2a) = 2sin(a) cos(a).

Avec la formule d’addition de tangente pour b = a, on obtient pour tout réel a,

A partir de la formule cos(2a) = 2 cos?(a)—1=1-2sin%(a), on obtient :

1 2 1- 2
COSZ(a) = M, Sinz(a) = %(a)
tan®(a) = I_Ls(za) lorsque cos(2a) # -1
" 1+cos(2a) 4 )

4 - Transformation de produits en sommes

Ona:<

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
cos(a— b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).

€))
2
3
4

En additionnant les lignes (1) et (2), on obtient cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b), de sorte que

cos(a+ b) +cos(a—Db)

cos(a)cos(b) = 5

En soustrayant la ligne (1) ala ligne (2), on obtient de la méme maniere

cos(a—b)—cos(a+b)

sin(a) sin(b) = 2

En faisant de méme (addition ou soustraction) avec les lignes (3) et (4), on obtient

sin(a) cos(b) = @+ er sin(a— b) .

cos(a)sin(b) =

sin(a+ b) —sin(a — b)

2
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5- Expressions en fonction de ¢ = tan(x/2)

On suppose dans tout le paragraphe que tan(x/2) est définie (x est un réel).

1-tan®(a
En posant a = x/2 dans la formule cos(2a) = —(), on obtient
1+ tan?(a)
2
cos(x) = —— avec r=tan(x/2).
(x) 12 (x/2)
2tan(a
En posant a = x/2 dans la formule tan(2a) = ¢, on obtient
1—tan?(a)
tan(x) —Zt avec r =tan(x/2)
= Vi = .
1- 2

En écrivant que sin(x) = tan(x) cos(x), on obtient

sin(x) = avec t =tan(x/2).

1+¢2

. . . X N A .
Les expressions de cos x,sin x et tan x en fonction de tan 5 ne sont pas a connaitre par coeur, vous devez en revanche savoir

les retrouver rapidement en cas de besoin.

III- Limites classiques et dérivées

— Proposition 3.5 — Limites classiques a connaitre
sinx 1—cos(x 1—cos(x 1
T e P G LN
x—0 X x—0 X x—0 X 2
— Lemme 3.6
b4
Pour tout x €]0; E [, sin(x) < x < tan(x).
Preuve du lemme.
T
A
. T
Soit x €]0; E[' B
On construit dans un repere orthonormé (O, f, f) le point A de =
coordonnées (1,0) et le point B de coordonnées (cos(x), sin(x)). J
On construit également le point T, intersection de la droite
(OB) et de la droite d’équation x = 1. Les coordonnées de T
sont donc (1, tan(x)).
A
(0] A

Par construction, I'aire du triangle OB A est strictement inférieure a 'aire du secteur de disque d’angle x qui elle-méme est
strictement inférieure a 'aire du triangle OT A.

sin(x)
Aopa =
2 X X
Asecteur =X —— = —.
AT ‘[airn(x)2
Aora=—= .
oTA= > .
.. . . . sin(x) x tan(x)
Ainsi, par comparaison des aires, on obtient 5 < > < > O
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— Corollaire 3.7 - Inégalité du sinus

Pour tout x € R, |sin(x)| < |x].

b4
Démonstration. Pour x € [0; E]' on a0 < sin(x) < x d’apreés le Lemme 3.6, donc |sin(x)| < |x].
T
Pour x € [-—;0], on a 0 < sin(—x) < —x. En changeant le signe, comme —sin(—x) = sin(x), on a x < sin(x) < 0 et donc
Isin(x)| < [x]. .
Pour x € R\ [—5; E]’ alors |x| > 1 > |sin(x)|. L'inégalité [sin(x)| < |x| est donc vraie dans tous les cas. O

Preuve de la Proposition 3.5.

. T ) N
1. Soit x €]0, > [. Alors, d’apres le lemme, on a

1 1 1

>—> .
sin(x) x tan(x)

Donc

1> sin(x) > sn(x) _ cos(x).

X tan(x)

x) ) . o
est encadrée par deux fonctions de limite 1

On sait que lim+ cos(x) = cos(0) = 1 par continuité de cos en 0, donc
x—0

sin(x
lorsque x tend vers 0 par valeurs positives. D’ol1 lim+ ) =1
x—0 X
sin(x sin(x sin(x
X— %) est paire, donc lim sin(x) =1letlim (3 _
x—0" X x—0 X
. . T
2. Soit x unréel non-nul dans ] — E; 3 [. Alors
1-cos(x) (1—-cos(x))(1+cos(x)) 1-cos?(x) sin?(x) sin(x) sin(x)
— = = = X .
X x(1+ cos(x)) x(1+cos(x)) x(1+cos(x)) X 1+ cos(x)
sin(x sin(x 1-cos(x T
) — 1 # — 0,donc —() — 0. Soit x unréel non-nul dans ] — —; —[. Alors
X x—0 1+ cos(x) x—0 X x—0 2 2
1—cos(x) 1—cos?(x) sin?(x) (sin(x) )2 1
= = = X .
x2 x2(1+cos(x)) x2(1+cos(x)) X 1 + cos(x)
sin(x) 1 1 1—cos(x) 1
- let—— —» —, donc ———— — -—.
X x—0 1+ cos(x) x—02 x2 x—0 2

— Proposition 3.8 — Dérivées trigonométriques

Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R. De plus,
cos’=-sin et sin =cos.

7 b4
La fonction tangente est dérivable sur tout intervalle de la forme -3 + ki, > + km| (ol k € Z) et sur un tel intervalle,

tan’ = 1 + tan® = —
cos

En particulier, la fonction tangente est strictement croissante sur tout intervalle de cette forme.

Démonstration.
e SoitxeR, heR". Alors, on a

cos(x+ h)—cos(x) cos(x)cos(h)—sin(x)sin(h) — cos(x)
h = 7 = cos(x)

cos(h)—1
) tend vers 1 en 0 et que + tend vers 0 en 0.

cos(h)—1 . sin(h)
—— —ssin(x) o

si
Onavu que
Donc le taux d’accroissement de cos en x a une limite finie en 0 qui est —sin(x). C’est a dire que cos est dérivable en x et

cos' (x) = —sin(x).
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e Soit xeR, heR*. Alors, on a

sin(x + h) —sin(x) sin(x) cos(h) + cos(x) sin(k) — sin(x) . cos(h)—1 sin(h)
= =sin(x) ————— +cos(x) .
x+h—x h h h
sin(h) cos(h)—1
On avu que tend vers 1 en 0 et que — tend vers 0 en 0.

Donc le taux d’accroissement de sin en x a une limite finie en 0 qui est cos(x). C’est a dire que sin est dérivable en x et
sin’(x) = cos(x).

T T
e Pour k€ Z, sur |— > + km, > + kn [, tan est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne

7 7
s’annule pas. On a alors pour tout x dans ] ) + kr, 5 + km| que

sin’(x) cos(x) —sin(x)cos’(x)  cos(x)? + sin(x)? 1 )
= = =1+tan(x)“.

! —
tan’(x) = cos(x)? - cos(x)2 "~ cos(x)?

IV- Résolution d’équations trigonométriques

Définition 3.9 — Soient x et y des réels. On dit que x est congru a y modulo 27 et on note x = y[27] lorsqu’il existe k € Z
tel que x = y+2km.

Remarque 3.10 - On notera de la méme maniere x = y[a] si et seulement si il existe k € Z tel que x = y + ka.

—  Proposition 3.11

sin(x) = sin(y)
si et seulement si
Xvaut youm—y

Pour tout x,yeR:
"a2m pres"

cos(x) = cos(y)

si et seulement si
X vaut y ou —y
"a 2w pres"

{ cos(x)=cos(y) <= x=y[2n] ou = —y[2m]

sin(x) = sin(y) <~ x=y[2n] ou x=m-y[2n]

b4
Exemple 3.12 - Pour tout xe R: sin(x) =cos(x) < 3IkeZ,x= i + k.

Démonstration. Cette équivalence se lit bien sur le cercle trigonométrique, mais on peut aussi la démontrer par le cal-
cul. Pour tout x e R :

T
sin(x) = cos(x) < sin(x) = sin (E - x)
T T
<~ JkeZ, x:E—x+2kﬂoux:n—(E—x)+2kﬂ
T T
— JkeZ, 2x=§+2kﬂou0:§+2kn

——
Impossible

T
~— JkeZ, x:Z+kn
O

Parfois, I'équation n’est pas directement sous la forme de la Proposition 3.11. Il faut alors, en général, reconnaitre une valeur
usuelle de cosinus ou de sinus.
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3
Exemple 3.13 - Résoudre I'équation cos(2x) = %

Les termes de I'équation sont bien définis pour tout x € R. Soit x € R.

V3

b/ T
cos(2x) = = — 2x= —E+2]€TL’ Ou 2x = — +2km, avecke Z
T T
<~ x=——+kn Ou2x=— +kn, avecke Z
12 12

— xe{—%+kn|kez}u{%+knlkez}

T b4
L'ensemble des solutions est donc {_E +km|ke Z} u {E +kn|ke Z}.

— Proposition 3.14

Pour toutx,yeR,ona: /
tan(x) =tan(y) < x=y[nl. ///
T+ X

7
Exemple 3.15 - Résoudre I'équation tan (x + Z) =V3

— tan(x) = tan(y)
si et seulement si
xvaut y " a m pres"

(T
Les termes de I'équation sont bien définis lorsque x + i 4 {E +km|ke Z}.

Soitxe[RZ\{%+kn|k€Z}.Alors,

T T T
tan(x+-)=V3 < x+-—=—+km, keZ
4 4 3
T
<~ x=—+kn,keZ
12

— xe{%+kn|kez}

Donc I’ensemble des solutions est {% +km|ke Z}.

Exemple 3.16 - Résoudre I'équation tan(2x) = 3tan(x)

Les termes de I'équation sont bien définis lorsque x ¢ {g +kn|ke Z} et2x¢d {% +kn|ke Z}.

Soit x e R\ ({g +kn|ke Z} U {% + kg | ke Z} ) Alors, en utilisant la formule de duplication de la tangente :
t(2)3t()<:>t()( 2 3)0
an(2x) = 3tan(x an(x) | ————-3| =

1—tan2(x)

1
<~ tan(x)=0 ou tanz(x) = 5

T _
<~ x=0[n] ou x:E[ﬂ] ou x:?[ﬂ]

Lensemble des solutions est donc {k7 | k € Z} U {% +km|ke Z} U {%T +knlke Z}.
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Méthode 3.17 - Résoudre une équation de la forme Acos(x) + Bsin(x) = C

Soient A, B et C des réels. On suppose que A et B sont non nuls (sinon on est dans 'un des cas précédents).
Pour résoudre ce genre d’équation, on commence par la transformer en une équation du type cos(x—¢) = a
et ainsi on est ramené a ce que 'on a vu précédemment.(On peut également la transformer en une équation
du type sin(x + ¢) = a)

Pour transformer la quantité Acos(x) + Bsin(x) en une expression de la forme r cos(x — ¢), on effectue les
étapes suivantes :

« En factorisant I'expression par r = V' A2 + B2 # 0, on obtient
Acos(x) + Bsin(x) = r(a cos(x) + Bsin(x))
aveca=Alretf=BIr;
e Puisque a? + % = 1, il existe un nombre réel ¢ tel que cos(¢p) = a et sin(¢) = B, ce qui donne

Acos(x) + Bsin(x) = r(cos(¢) cos(x) + sin(¢) sin(x)) = r cos(x — ¢).

On notera que ¢ est un argument du nombre complexe A+ iB
Cette transformation permet, en physique, de déterminer 'amplitude et la phase d’un signal de la forme
Acos(x) + Bsin(x) (électromagnétique, sonore,...).

Exemple 3.18 - Résoudre I'équation (E;) V3 cos(x) —sin(x) = V2.
Les termes de I'équation sont bien définis pour tout x € R. Soit x € R.

On va factoriser I'expression par r = \/ \/§2 +(-1)2=2.0naque

\/§cos(x) —sin(x) = V2 — ? cos(x) — % sin(x) = \/72

) — ST —
COSGCOSX S 68 X—Z

V2

b4
<~ cos(—=+x)=—
6 2

T T T T
«— JkeZ,x+—=—+2kn Ou x+—=——+2kn
6 4 6 4

-5
— dkeZx= l+2kn Ou x:——n +2km
12 12

7T 57
Donc I’ensemble des solutions est {E +2kn| ke Z} u { NN +2kn| ke Z}.

10
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V- Le cercle trigonométrique et le formulaire

axe des tangentes 1
, axe des sinus
1
1
. \/§
0 axe des cosinus
1
V3
-1
2
1 3

11
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1 tan®0
cos?6 +sin’0 =1 cos’0=——— | sin0= _any
1+tan20 1+tan20
T b4 b4 T
X 0 — - - -
4 6 3 2
2 3 1
cos(x) 1 £ £ - 0
2 2 2
2 1 3
sin(x) 0 £ Z £ 1
2 2
1
tan(x) 0 1 — V3 X
V3

cos(—0) = cosO
sin(—0) = —sin0

tan (—0) = —tan0

cos (m—0) = —cosl
sin (7 —0) =sinf

tan (7 — 0) = —tan@

cos (m+0) = —cosb
sin(w +6) = —sinf

tan (7 +0) =tanf

cos (g —9) =sinf

cos (g +0) = —sin6

sin(g - 9) =cosf

sin(g + 9) =cosf

T 1 T 1
tan|—-—-0|= tan|—-+0|=-
(2 ) tan@ (2 ) tan®
. . cos2a =cos’a—sin’a
cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb 2 2 1+cos2a
. . cos2a=2cos“a—1 cos"a=———
cos(a—b) =cosacosb+sinasinb . 9 2
cos2a=1-2sin“a
sin(a+ b) =sinacosb+ cosasinb . . .2 1-cos2a
. . . sin2a =2sinacosa sinfg= ———
sin(a—b) =sinacosb—cosasinb 2
tana+tanb
tan(a+b)= —
1 -tanatanb 2tana , 1-cos2a
tan2a= ————— tan“a= ———
tana—tanb 1—-tana 1+cos2a
tan(a—b)= ——
l+tanatanb
A savoir retrouver rapidement :
cos(a—b) +cos(a+b cos(a—b)—cos(a+b sin(a+ b) +sin(a—b
cos(a) cos(b) = ( )2 ( ) sin(a) sin(b) = ( )2 ( ) sin(a) cos(b) = ( )2 ( )
_ ptq P—q . .. (Ptq p—q
cosp+cosq—2cos( 2 )cos( 2 smp+s1nq—251n( 2 )cos( 2 )
_ oun(PTA\ .. (P4 L p+tqy . (P—q
cosp—cosq = ZSIH( )sm(—2 ) sinp s1nq—2cos( 2 )sm(—2 )

12
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