33 | Espaces préhilbertiens réels

Dans ce chapitre, on travaille seulement avec le corps de base R.

I - Produit scalaire et norme

1 - Définitions et généralités

Définition 33.1 - Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E une application

ExE — R
x,y) — (x»

bilinéaire, c’est a dire linéaire a gauche :
Vxi, X, y€E, VAER, (Ax1+X2,¥)=Mx1,y)+{x2, ),

et linéaire a droite :
VX, y1,2€ E, VAER,(x,Ay1+y2) = Ax, y1) +(x, ¥2).
e symétrique: V(x,y) € B%, (x, =<y x).
e positive: VxeE, (x,x)>=0.
o définie: VxeE, (x,x)=0 = x=0g. (propriété de séparation),

Un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien réel. Un espace préhilbertien
réel DE DIMENSION FINIE est appelé un espace euclidien.

Notation 33.2 — Le produit scalaire (x, y) est aussi parfois noté (x| y), (x| y) oubien str x - y.

Remarque 33.3 -

1. Si 'on commence par montrer la symétrie, il suffit de montrer que I'application est linéaire a gauche. La bilinéarité
découle de la symétrie. Prenez le temps de |’écrire pour vous en convaincre!

2. Un cas particulier de la bilinéarité est (x,1y) = A(x, y) avec A = 0. On obtient alors que pour tout x on a (en utilisant
également la symétrie) :
VxeE, (x,0g)=(0g,x)=0.
Définition-Théoréme 33.4 —

n
1. Lapplication (X,Y) — X'V = Z Xk Yk est un produit scalaire sur R” appelé son produit scalaire canonique.

k=1
2. L'application (A, B) — tr (ATB) = Z a;ijb;j est un produit scalaire sur M, ,(R) appelé son produit scalaire
11<<"<<; canonique.

Remarque 33.5 -

« Pourquoi canonique? Parce qu'il s'agit du produit scalaire le plus naturel 2 poser sur ces espaces! Pensez au cas de R?
pour vous en convaincre. La premiere définition donne dans ce cas:

v(xl)XZ)r(ylryZ) ERZ! (xl,x2)‘(J/1yJ’2) =X1) +x2J’2;

qui correspond bien a la définition de produit scalaire dans le plan a laquelle vous avez été habitués.
« Pour tous X, Y € R", le produit matriciel X TY est une matrice carrée de taille 1, i.e. un réel. Plus généralement, AT B est
une matrice carrée de taille p pour tous A, B € M, p(R), que I'on convertit en un réel grace a la trace.
Démonstration.

1. Comme indiqué dans la remarque ci-dessus, pour X, Y € R”, le produit scalaire XY est une matrice carrée de taille 1,
donc automatiquement symétrique.
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« Symétrie: Pourtous X, Y €R": (X, Y)=X'Y=(X"Y) =y X =(V,X).
o Bilinéarité : Par symétrie, la linéarité par rapport a la premieére variable suffit. Pour tous X, X», Y € R”, et 1 € R, par
linéarité de la transposition et du produit matriciel,

AX1+ X0, Yy = (AX) +X0) Y = (AX] + X)) Y = AX] YV + X] ¥ = (X, V) +(Xo, ¥)

n
 Positivité et séparation : Pour X = (xl,...,xn) eR" ona (X, X) = Z xi > 0. De plus, si (X, X) = 0, comme on
k=1

somme des réels positifs : x; = 0 pour tout k € [1, n], i.e X = Ogn.
2. Pour commencer, pour tous A, B € /\/ln,p(IR) :

p
ATBeM,®), donctr(ATB)=Y (ATB);;=)

n
j:l ]:11’:

(AT)jibij = ) aijbij
1 1<ign
1<i<p

-

« Symétrie : Pour tous A, B€ M, ,(R) : tr(AT B) = tr((ATB) ) =tr(BTA).

o Bilinéarité : Par symétrie, la linéarité par rapport a la premiere variable suffit. Pour tous A,B,C € M, (R) et 1 € R,
par bilinéarité du produit matriciel et linéarité de la trace :

tr(AT(AB+C))=tr(A(ATB)+(ATC)) = Atr (AT B) +tr (AT C)
« Positivité et séparation : Pour tout A € M, ,(R) : tr (ATA) = Za?j >0, etsi tr(ATA) =0, alors comme on
i,j
somme des réels positifs: a;; =0 pourtousi,je[l,n], ie A=0.

O

Exemple 33.6 - De nombreux produits scalaires peuvent exister sur un méme espace vectoriel. L'application (X,Y) —

2 1
'l ( 1 2 ) Y est par exemple un produit scalaire sur R? distinct du produit scalaire canonique.

Démonstration. Remarquons encore une fois que le produit matriciel donne ici une matrice de taille 1, i.e un réel.

o Symétrie : pour tous X, Y € [RZ,

T T
<X,Y)=XT(? ;)Yz(XT(f ;)Y) =YT(§ ;) (XT)szT(i ;)Xz(Y,X>.

 Bilinéarité : Il suffit de montrer (par exemple) la linéarité a droite, qui vient directement de la linéarité du produit
matriciel.

o Positivité et séparation : pour tout X = (x, y) € R?:

2
XT(? ;)Xz(x y)(x)i:;i)=2x2+2xy+2y2=x2+y2+(x+y)220,

2 1
etsi X' ( 1 2 )X =0, alors x = y = x+ y = 0 car x, y? et (x + y) sont positifs, donc X = (0,0).
O

b
Exemple 33.7 - Soient a, b € R avec a < b. Lapplication (f, g) — f f(1)g(¥) dr est un produit scalaire sur C([a, b],R).
a

Démonstration. La symétrie est évidente et la bilinéarité provient de la linéarité de I'intégrale. Ensuite, pour tout f €

b b
C(la,b],R) :f fAde=0et sif f?(H)dt =0, f étant CONTINUEET POSITIVE,, alors f* = 0 sur [a, b] donc f = 0. O
a a

ATTENTION! Muni du produit scalaire défini ci-dessus, C ([a, bl, IR) n’'est pas un espace EUCLIDIEN car ce
n’est pas un R-espace vectoriel de dimension FINIE . C’est seulement un ESPACE PREHILBERTIEN REEL.
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n
Exemple 33.8 — Soient xy, ..., x, € R distincts. L'application (P, Q) — Z P (xx) Q (xx) est un produit scalaire sur R, [X].
k=0

Démonstration.

o Symétrie et bilinéarité : Symetrle évidente, donc la llnearlte par rapport a la premiere variable suffit. Pour tous

PQ,ReER,[X] et L, ueR: Z AP+ puQ) (xp) R(xx) = A Z P(xp) R (xp) + Z Q (xr) R (xg).
k=0 k=0 k=0

n n
o Positivité et séparation : Pour tout P e R, [X] : Z P (xk)2 >0, et si Z P (xk)2 =0, alors comme on somme des
k=0
réels positifs :  P(xx) =0 pour tout k € [0, n], i.e. xo,..., X, sont des racines de P. Le polynome P de degré
inférieur ou égal a n possede ainsi 7 + 1 racines distinctes, donc est nul.

O

Définition 33.9 — Soit E un espace préhilbertien réel.

e Norme : On appelle norme sur E (associée au produit scalaire (-,-) ) I'application || - || : E — R définie pour tout
xeEpar: |x|l=+/(x,x). Onditquunvecteur x de E est unitaire si || x|| = 1.

« Distance : Pour tous x, y € E, le réel || x — y||, souvent noté d(x, y), est appelé la distance entre x et y (associée au
produit scalaire (-, -)).

j ATTENTION! Lanotion de distance n’est pas forcément celle qu’on croit! La distance dépend d'un choix

2 I)YsurRZ: (1,00 = V2 #1.

de produit scalaire. Par exemple, pour le produit scalaire (X, Y) — X" ( 1 2

I Définition 33.10 — Un vecteur x € E tel que | x|| = 1 est appelé vecteur unitaire.

Remarque 33.11 -

¢ Soit || - || la norme associée au produit scalaire (:,-) sur E. Alors, pour tout x € E et tout A € R,

IAx] = v/ (Ax, Ax) = V/A%(x, x) = ALl x]].
Cette propriété est aussi appelée propriété d’homogénéité.

A . X .. SN
« On note aussitot que si x # Og alors y = — est un vecteur unitaire colinéaire a x.

llxll

— Proposition 33.12 - Identités remarquables

Soit (E L (o -)) un espace préhilbertien et ||| la norme associée au produit scalaire. Alors, pour tout (x, y) € Ez,

lx+yl? = Ixl? + 1 yl% +2(x, y)
lx = ylI* = Il + lyl* - 2¢x, y)
Xl =yl = (x—y,x+y)

Démonstration.

« Montrons la premiére identité. Soit (x, y) € E2. Utilisons la bilinéarité du produit scalaire :

X+ Y%= (x+p,x+ ) = (X, X) + (X, ) + 5, ) + D, 1),

puis la définition de la norme associée et la symétrie du produit scalaire donne | x + y||2 = ||x||2 + ||y||2 +2(x, ).
o Ladeuxieme identité se déduit de la premiéere en remplacant y par —y.
o Laderniere identité s’'obtient comme la premiére en développant par bilinéarité la quantité (x — y, x + y).
O

Ces identités sont des généralisations des identités remarquables sur R étudiées au lycée avec (x, y) = xy et la norme asso-

ciée ||x||2 =x2.
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Remarque 33.13 - On peut aussi « inverser » ces relations et récupérer le produit scalaire en fonction de la norme. On obtient
alors ce qu’on appelle des identités de polarisation. Pour tout (x, y) € E?,

1
=3 (lxc+ yI2 = l1xI* = 1y 1?)
== (I +1y1% = llx - y1?)

6y == (lx+yI?=lx-ylI%)

BN -

Morale : connaissant la norme, on peut retrouver le produit scalaire, et inversement.

2 - Inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité triangulaire

— Proposition 33.14 - Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E , ~>) un espace préhilbertien et ||| la norme associée au produit scalaire. Alors,
Vi, e B [yl < lxlilyl.

avec égalité, si et seulement si, les vecteurs x et y sont colinéaires.

Démonstration.

e Pourtous (x,y) € Fette R, | x+ tyll2 > 0. En développant cette expression, on trouve que la fonction polynomiale en la
variable ¢, t — ||y||2 P+ 2{x, )t + ||x||2, est toujours positif.

— Si|lyl* = 0, alors ce polynome est de degré au plus 1, et pour étre positif, il doit étre égal a une constante positive,
d’ou (x, y) = 0 et 'inégalité est vérifiée.

— Sinon le polynoéme est de degré 2 et donc son discriminant A doit étre négatif. Or A = 4(x, y)2 - 4||x||2||y||2, d’ ol
I'inégalité.

o Cas d’égalité : Le cas d’égalité est trivial si y = Op. Dans le cas contraire, en reprenant la preuve qui précede, 'inégalité est
une égalité si et seulement si le discriminant calculé est nul, i.e. si et seulement si la fonction #— || x + tyll2 s’annule. Or
cette annulation est équivalente a I'existence d'un réel ty € R pour lequel x + #py = 0g, i.e. a la colinéarité de x et y.

O

Exemple 33.15 - Traduisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit canonique sur R"; pour tous (xg,---, x,) et
(J’l;"‘ ,J’n) € Rnr

n n
STDIEHI
k=1

n
Y XkVk
k=1 k=1

n n
En particulier, en prenant (y1,--+,y») = (1,-++),1), on a pour tous xi,...,x, €R: Y x; < \/ﬁ‘ |2 X3, avec égalité si
k=1 k=1

etseulementsi x; =... = x,,.

Exemple 33.16 - Traduisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit canonique sur C°([a, b],R) :

b b b
f f(ng dt‘ < \/f f(t)zdtf g(n2de.
a a a

vf,geC’a, bl,R),

1 1
Exemple 33.17 - Pour toute fonction f € C'([0,1],R) pour laquelle f(0)=0: f(1) <2\/ f f(1)? dt\/ f fl(02de.
0 0

Démonstration. Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz a f et f' dans 'espace préhilbertien réel C([0,1],R) muni

1 1 1
f fwfw dt' < \/f f(t)zdt\/f f'()2dt. On conclut en calculant
0 0 0

1 1
I'intégrale de gauche, qui vaut 5 (f()? = f(0)?) = 5f(l)z. a

1
du produit scalaire (u, v) — f u(t)v(nde:
0
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Remarque 33.18 — Si nous avions défini le produit scalaire a partir de normes et d’angles, 'inégalité de Cauchy-Schwarz se-
rait une pure trivialité : |- 7| = ||zl x | D] x |cos(@, V)| < ||l - | 7], mais dans le contexte de ce chapitre, cette inégalité est
remarquable justement parce que nous n’avons pas encore de définition propre des angles.

— Proposition 33.19 - Inégalité triangulaire

Soit (E, (, -)) un espace préhilbertien et ||| la norme associée au produit scalaire. Alors,
Vx,yeE, lx+yl<Ixl+Iyl.

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires DEMEME SENS (on dit aussi positivement liés).

Démonstration. Soit (x,y) € E*. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
o+ y1I? = Xl + 1y 1% +2¢x, y) < DxlP + 1y 1% + 20 x 0yl = (1] + IIyII)Z,

Le résultat suit en appliquant la fonction croissante x — v/x. O

— Corollaire 33.20 - Inégalité triangulaire généralisée

Soit (E L ~>) un espace préhilbertien et ||| la norme associée au produit scalaire. Alors,

Vi y) e EX lx—yll =[xl =yl

Démonstration. Il suffitd’ écrire: [ x| =[x+ + I < Ilx+yl+1-yl =lx+yl+I1yl, donc x| -yl < llx+yll, et de méme
Iyl =llxl <llx+yl. O

Exemple 33.21 - Dans le cadre de I'espace préhilbertien C([a, b], R) vu précédemment, I'inégalité triangulaire s’écrit

1 1 1
vf,geCa,bl,R), \/f (f+g)2<\/f f2+\/_[ g
0 0 0

IT- Orthogonalité

1 - Définitions

Définition 33.22 — Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel, x, y € E, X et Y deux parties de E et (x;),; une famille de
vecteurs de E. On dit que :

¢ x et y sont orthogonaux, ce que 'on note x_L y, ssi (x,y) =0;

o les parties X et Y sont orthogonales, ce que 'on note X 1 Y, sipourtoutxe XetyeY: (x,y)=0;
+ lafamille (x;);_, est orthogonale si pour tous i, j € I distincts :  (x;, x;) = 0;

]

o la famille (x;);.; est orthonormale si elle est orthogonale et constituée de vecteurs unitaires, i.e si pour tous
i,jel: ()Ci,x]'> =5ij-

Remarque 33.23 -

« Jusqu'ici, la notion d’orthogonalité reposait sur la notion d’angle, qui elle méme permettait de définir un produit scalaire
viala formule - U = ||| x || U|| x | cos (ﬁ, 17). Ici, on raisonne dans I'autre sens : la notion d’orthogonalité repose sur la dé-
finition préalable d'un produit scalaire. En particulier, a chaque produit scalaire est associée une notion d’orthogonalité,
ce qui fait que les angles droits ne sont pas droits absolument, mais relativement.

o La propriété de séparation énonce que LEVECTEUR NUL EST LE SEUL VECTEUR ORTHOGONAL A LUI MEME. En particulier, seul
le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.
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Exemple 33.24 -

« Pour le produit scalaire canonique de R”, la base canonique (E;); . ;, de R” est orthonormale :

n
Vi<i,j<n, (ELEj) ) 6ixbjk=06ij
k=1

= N

1
« La base canonique de R? n’est pas orthonormale pour le produit scalaire (X, Y) — X ( 5 ) Y sur R?, mais la
(1,0) (1,-2)
V2 Ve

Rappelons que pour X = (il) etY = (il ), on a, pour ce produit scalaire, (X,Y) =2x1y1 + X1 Y2 + X201 +2X2 5.
2 2

famille ( ) I'est.

1) (O
Des lors, <(0) , (1)> = OSSR O 0="1 Donc la base canonique n’est pas orthogonale pour ce produit

scalaire. Par ailleurs,

]+ (3 -

H(L—Z)H_zx(L)2+2x—_2+2x(—_2)2_1_§+§—1
5 7 6 V6) 3 33
<(1,0) (1,—2)>_2XL+__2+0+0—0
v2I Ve /T vz VI
(1L,0) (1,-2)

Donc la famille ( ) est bien orthonormale pour ce produit scalaire.

V2 Ve
« Pour le produit scalaire canonique de M, p(R), la base canonique de M, p(R) est orthonormale.
Pour tous i € [1,n] et j € [1, p], notons E;; la matrice de M, ,,(R) dont tous les coefficients sont nuls a I'exception
du coefficient de position (i, j), égal a 1. Fixons i,k € [1,n] et j, I € [[1, p]. Seules la [-ieme colonne et la j-ieéme
ligne de la matrice EiTjEkl sont éventuellement non nulles. Cela revient a dire que tous les coefficients de cette
matrice sont nuls, sauf peut-étre son coefficient de position (j, I). Et que vaut-il?
Réponse : 6, donc E; Ex;=0ixE j1- CE CALCUL EST IMPORTANT ET MERITE QUE VOUS LE REFASSIEZ SEULS .

Finalement : <Eij;Ekl> = tl‘(Ez;-Ekl) =tr (6ikEjl) = 6ik6jl = 6[i,j),(k,l)-

Exemple 33.25 - La famille de fonctions ¢ : x — cos(kx), avec k € N*, est orthonormale dans C([0,27],R) pour le
2m

1
produit scalaire (f, g) = p fg(n)de.
0
En effet,

2n

i [ 1
Vp,geN, (cpcq)= ;] cos(pt)cos(gt)dt = Ef (cos(p—q)t+cos(p+q)t)dr
0 0

21 27

Or, pour tout k € N, f cos(kt)dt=0si k#0 etf cos(0t)dt =2m.
0 0

Ainsi {cp, ¢4) = 6 p, 4 donc la famille est bien orthonormale.

On montre de méme que les fonctions dj. : x — sin(kx) (k € N*) sont orthonormales pour le méme produit scalaire.

Exemple 33.26 - Soit ay, -, a, des réels deux a deux distincts. Considérons, pour tout i € [0, n]), le polyndme interpo-
lateur de Lagrange

o X-a;
Lx)= [] o
j=0,j#i @j ~ @i

n
Alors la famille (Li)iefo,n) €St une famille orthonormale pour le produit scalaire (B, Q) = Z P(a;)Q(a;) sur R, [X].
i=0
En effet, il suffit de remarque que pour tous i, j € [0,n], L;i(a i) = o, j etles propriétés suivent directement.

Exemple 33.27 — Soit x et y deux vecteurs de méme norme. Alors x — y et x + y sont orthogonaux car (x — y,x + y) =
X% = lylI* = 0. On retrouve 'une des propriétés des losanges.
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— Théoréeme 33.28 - Propriétés des familles orthogonales
Soit E un espace préhilbertien réel.
x+y
1. Théoreme de Pythagore: Pour tous x, y € E, x et y sont orthogonaux si et seulement

. 2 2 2
siflx+yll” =llxlI”+lyl°. <
2

n n
Yoxll =Y Il
i=1 i=1

2. Liberté: Toute famille orthogonale de vecteurs NONNULS de E est libre. En particulier, toute famille orthonormale
de E est libre.

En outre, pour toute famille orthogonale (xy,...,x,) € E:

Démonstration.
1. Le théoréme de Pythagore vient directement de 'identité remarquable: ||x+ y||2 =xI?+ ||y||2 +2(x, ).

n 2 n =0 n
Yol = xilP+2 Y (xixg) =) Il
i=1 i=1

i= I<i<j<n~>—~—i=1

Pour le deuxiéme point, de maniere similaire :

n
2. Soient (x1,...,X,) une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E et 1;,...,1, € R pour lesquels Z ArXxy = 0p. Pour
k=1

n n
toutie€1,n]: 0=(0gx;)= <Z )kak,xl-> = Z Ak (X, xi) = Aillxi1?,  or |lx; |l # O par séparation, donc A; = 0. La
k=1 k=1

famille (x1,..., x;) est ainsi libre.

O

Remarque 33.29 - Il est important de noter qu’avec plus de deux vecteurs, la réciproque du théoréeme de Pythagore est fausse.
considérons en effet les vecteurs e; = (2,0),e, = (2,0) et e3 = (—1,2) de R? muni du produit scalaire canonique. Alors

2 2 2 2
ller +ez2+esll” = llerl” + lle2ll” + lles |,
et pourtant ces vecteurs ne sont pas orthogonaux entre eux.

Terminons par un petit résultat qui nous sera bien utile dans la suite du chapitre.

— Théoréme 33.30

n
Soient E un espace préhilbertien réel, (uy, ..., u;) une famille ORTHONORMALE de E et x € E. Le vecteur x — Z (X, U Uy
k=1
estorthogonal a uy,..., u,.

Démonstration. Pour tout i € [1,n]:
n n
<x— > (XU g, ui> = (X, Uiy — Y (%, ug)ug, Uq)
k=1 k=1

= (X, 1) — ) (%, ) Bk = (X, 1) — (X, ;) =0
k=1

Quelconque, x n'a aucune raison d’étre orthogonal a uy, ..., u,.
Mais si on le « redresse » correctement, il le devient.

2 - Coordonnées dans une base orthonormale

Nous démontrerons bientdt que tout espace euclidien posséde une base orthonormale, mais en attendant, quelques re-
marques simples sur les coordonnées dans une telle base.

Théoréme 33.31 - Coordonnées dans une base orthonormale

Soient E un espace euclidien, (e, ..., e;) une base ORTHONORMALE de Eet x € E.

n
Alors, x = Z (x,ep)ex. En d’autres termes, les coordonnées de x dans (e, ..., e;) sont ((x, e),...,{x, en>).
k=1
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n
Démonstration. D’apres le théoreme qui précede, x — Z (x, ex) ey est orthogonal a ey,...,e,, donc a tout vecteur de E par
k=1
linéarité, donc ce vecteur est nul.

On peut aussi voir les choses autrement. Notons (xj,..., X,) les coordonnées de x dans (e, ...,ey). Pour tout k € [1,n] :

n n n
<x,ek>:<zxiei:ek>:in<ei»ek>zzxi5ki:xk- O
i=1 i=1 i=1

—— Théoréeme 33.32 - Expression du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormale

Soient E un espace euclidien et x, y € E de coordonnées respectives X = (x1,...,X,) et Y = (yl, . yn) dans une certaine

base ORTHONORMALE de E.
n

n
(X;}’):klka’k:XTY et x| = kzlxi=\/XTX.

Démonstration. Notons (ey,...,e,) la base orthonormale considérée.

n n n
Tout simplement: (x,y) = inei,Zyjej>: Z x;yjlei, ej) = Z x;yjbij = Zxkyk:XTY. O
i=1 j=1 1<i,j<n 1<i,j<n k=1

En d’autres termes, le produit scalaire canonique sur R" est un modele pour tous les produits scalaires des espaces eucli-
diens. Calculer le produit scalaire (x, y) dans un espace euclidien abstrait revient a calculer le produit scalaire canonique des
coordonnées des vecteurs x et y dans une base orthonormale quelconque.

Q ATTENTION! Ces formules sont fausses en général pour des coordonnées dans une base non orthonor-
male!

3 - Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

—  Théoréme 33.33 - Gram-Schmidt

Soit (ep,- -, e,) une famille libre d'un espace préhilbertien E. Il existe une unique famille orthonormale (g1, ,€,) telle
que pour tout p € [1, n],

e (e, -, ep) et (€1, ,€p) engendrent le méme sous-espace;
e {ep,ep)>0.

La premiére condition est essentielle pour la construction qui suit alors que la seconde condition ne sert intuitivement qu’a
garantir I'unicité (en conservant «!'orientation » de la base).

Démonstration. On construit la famille (¢1,---,€,) par une récurrence finie sur p € [[1, n]]. Le cas n =1 est traité dans I'initiali-
sation et on suppose par la suite que n > 2.

o Levecteur ¢; doit étre unitaire, colinéaire a e; et vérifier la condition (ej,£;) > 0: £; est nécessairement égala ——e;. La

levll
propriété est donc vraie pour p =1 (et a fortiori pour n =1).
« Soit p € [1,n—1]. Supposons établie l'existence et I'unicité de la famille (¢1, - -, € ;) satisfaisant les conditions de I'énoncé.
Si un vecteur €41 satisfait aux conditions du théoréme alors
€p+1 € Vect(ey, -+, ep) ® Vect(eps1) = Vect(ey, -+, €p) ® Vect(ep1).
Par conséquent, €, est de la forme
p

Y aigi+aepi,

i=1
avec a # 0 (car sinon €41 € Vect(ey, -+, €p) et la famille n’est pas libre et ne peut donc étre orthonormale).
Des relations d’orthogonalité, pour i < p, on obtient @; = —a(ep+1,€;). De plus, comme €1 est unitaire, on obtient

1
lal =

P

€p+1 — Z(ep+1»5i>5i
i=1
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Enfin la condition (e,+1,€p+1) > 0 se réécrit

p
2 2 .
allleps1ll® =) (eps1,€1)°|>0;
i=1

p p
Or les vecteurs ep 1 — Z (ept1,€i)€; et Z (ep+1,€;)€; sont orthogonaux d’apres le Théoréme 33.30. Le théoreme de Py-
i=1 i=1
thagore appliqué a ces deux vecteurs donne alors :

P P
2 2 2
leps1ll® =D (eps1,€0)° = lleps1— )_(eps1,€i0€il° >0
i=1 i=1

. 1
doua>0,iea=

|4
ep+1— ) (€p+1, €€
i=1

14
epi1— ) (€p+1,E1)E;
L. i=1
ReCIproquement, le vecteur !

satisfait bien les conditions. Ce qui acheve de démontrer I’existence

p
leps1— Y (epr1,€)€ill
i=1
et 'unicité du vecteur €.

O

Lalgorithme de Gram-Schmidt construit €, en «redressant » ej1, i.e en le rendant orthogonal a ¢1,...,£,-1 (voir le Théo-
reme 33.30) puis en le rendant unitaire.

Exemple 33.34 — Soit e; = (3,4,0),e2 = (5,0,0),e3 = (0,0,1) des vecteurs qui forment une base de R® (muni du produit
scalaire canonique). Déterminons la base orthonormée (g1, €2, £3) associée par I'algorithme de Gram-Schmidt.

. . 3 4
Commengons par normaliser e; pour obtenir €;. |le; || =5, donc €; = (E' 5,0).
On sait ensuite que ¢, est de la forme A(es + pe;1) avec p = —(e2,€1) = —3. Pour obtenir &y, il suffit alors de normaliser

4 3
ey —3e;. Comme ||e; — 3¢ || =4, on obtient &5 = (5,—3,0).

On recommence la méme procédure avec €3 en I’écrivant comme combinaison linéaire de e3, €7, £2. Cependant on peut
observer que £3 est déja orthogonal aux deux premiers vecteurs € et €, et est de norme 1, ainsi e3 = €3.

La base recherchée est donc :
3 4 4 3
_,_,0 » _)__70 ,(0,0,l).
55 5 B

Exemple 33.35 — La famille (1, V32X-1),V5 (6X2 -6X+ 1)) est orthonormale pour le produit scalaire
1
(RQ)— f P(1)Q(r)dt sur R[X]. Exercice en passant : justifier que c’est un produit scalaire sur R[X].

0
Exploitons I'algorithme de Gram-Schmidt pour construire une famille orthonormale (Uy, Uy, U>) a partir de la famille
libre (1, X, X?).
1
e Constructionde Uj : ||l||2 =[ dr =1, donc on pose Uy = m =1,
0
. L 1 1
o Constructionde U;: (X,Uy) = tdr = > donc X — (X, Up) Uy = X — >
0

2 X —(X,Up) Uy

—— = /32X -1).
X — <X, Uo) Uoll ( :

, 1 L 1)2 1
Ensuite: [[X——| = t——| dt=—, donconpose U; =
2 0 2 12

! 1 ! 1
o Constructionde U : (X2 Uj) :f fdt== et (X3 Uh) :f t* x V32t -1)dt = ——, donc
0 3 0 2v/3

X2—<X2,U0)U0—<X2,U1>U1=X2—X+é.
2 1 2
X2-X+1 =f(t2—t+l
6 0 6
X2 —(X?,Up) Uy —(X?,Up) U
= < . 0)Up =+ . 1) Ui = V5(6X%—6X +1). Ouf!
|X2 (X2, U0) Uo — (X%, U1) Un |

1
Ensuite : dt = —, donc on pose
180

U
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Essentiel en pratique, I’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a aussi des conséquences théoriques.

—  Théoreme 33.36 — Existence de bases orthonormales en dimension finie

1. Tout espace euclidien posséde une base orthonormale.

2. Théoréme de la base orthonormale incompleéte : Soit E un espace euclidien. Toute famille orthonormale de E
peut étre complétée en une base orthonormale de E.

Démonstration.

1. Tout R-espace vectoriel de dimension finie posseéde une base - éventuellement vide - donc une base orthonormale grace
al'algorithme de Gram-Schmidt.

2. Libre, toute famille orthonormale F de E peut étre complétée en une base de E. Or appliqué a cette base, I'algorithme
de Gram-Schmidt n’affecte pas les vecteurs de F (ils sont déja orthonormés!) et on peut donc considérer que F a été
complétée en une base orthonormale de E.

O

III- Sous-espace orthogonal et projection orthogonale

1- Supplémentaire orthogonal d’'un sous-espace vectoriel

Définition-Théoréme 33.37 - Soit E un espace préhilbertien réel et X une partie de E. On appelle orthogonal de X
dans E 'ensemble X+ = {yeE| V¥xeX, (x,y)=0}

1. X est un sous-espace vectoriel de E, orthogonal a X.
2. Si X est un sous-espace vectoriel de E, X et X' sont en somme directe.
3. Xt =Vect(X)! et X < (X1)*.

Démonstration.
1. D’abord 0z € X' car (0, x) = 0 pour tout x € X. Pour la stabilité par combinaison linéaire, soient y;,y, € X+ et 1 € R.
Pourtout x€ X : (X, Ay1+y2) = A(x, y1) +{¥2,x) =1-0+0=0, doncAy; +y, € X*.
2. Si X est un sous-espace vectoriel de E, X N X* contient 0r. Inversement, pour tout x € X N X*+: xLxdonc (x,x) =0,
donc x = 0g par séparation.
3. Par linéarité a droite du produit scalaire, il est équivalent pour un vecteur d’étre orthogonal a X ou a ses combinaisons

linéaires, autrement dit a Vect(X), donc X* = Vect(X) . Enfin, 'inclusion X c X' signifie juste que tout vecteur de X
est orthogonal a tout vecteur de X - ce qui est évident par définition de X*.

O

Remarque 33.38 -

¢ On fera bien attention a noter que X Lestun espace vectoriel pour toute partie X, méme si X n’est pas un sous-espace
vectoriel.

o Légalité Xt = Vect(X)+ signifie que pour déterminer I'orthogonal d'un sous-espace vectoriel F, il n'est pas nécessaire
d’exiger I'orthogonalité a TOUS les vecteurs de F, I'orthogonalité a tout vecteur d'une partie génératrice suffit.

vanche, il n’est pas vrai en général que F et F* sont supplémentaires dans E, ils sont seulement en somme

ATTENTION! Pour un sous-espace vectoriel F de E, F et F L sont TOujoURS en somme directe. En re-
A\

directe. Contrairement aux apparences, il n'est pas non plus vrai en général que = F.Nous yreviendrons.

Exemple 33.39 — Pour tout espace préhilbertien réel E: {0z}t = E et EX = {0}.

En effet, pour tout x € E, ona (0g,x) =0donc E c {OE}L. Linclusion réciproque étant toujours vraie, on a bien {OE}J‘ =E.
De plus, si x € E* alors pour tout y € E, on a (x,y) = 0. En particulier, (x,x) = 0 d'olt x = O par séparation. Donc,
Etc {0g}, et 'inclusion réciproque étant toujours vraie (E L est un sev!), on a bien B+ = {0g}.

10
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Exemple 33.40 - Dans I'espace euclidien canonique R, le plan vectoriel d’équation 3x — ¥ + 2z = 0 n’est jamais que
I'orthogonal {(3, —1,2)}* car pour tout (x, y,2) e R>:  ((3,-1,2), (x, y,2)) = 3x— y+2z. En termes géométriques, le vecteur
(3,—1,2) est normal au plan d’équation 3x — y +2z =0.

Exemple 33.41 - On considére R, [X] muni du produit scalaire (P, Q) — P(—-1)Q(-1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1) (c’est bien
un produit scalaire puisqu'il s’agit d’un cas particulier de I'exemple 33.8). Montrer que R [X]* = Vect (3X2 -2).
Pour tout P = aX?> + bX + c € Ry [ X] :

R, [X]=Vect(1,X)
X]J‘ =

PeR| (P1l)=0et (BX)=0

{ (a—b+c)x1l+cxl+(a+b+c)x1=0

(@—bto)x (D)t cx0+(atbioxl=p & 2&t3c=0" et 2b=0.

Le point important de cet exemple, c’est que I'orthogonalité a 1 et X a suffi car R; [X] = Vect(1, X).

Définition-Théoréme 33.42 — Soient E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel DE DIMENSION FINIE
de E.

1. Supplémentaire orthogonal : F* est un supplémentaire de F dans E, orthogonal a F, et c’est méme le seul. On
I'appelle par conséquent LE supplémentaire orthogonal de F dans E. Pour résumer, on écrit souvent les choses

1
ainsi: E=F&F".
En particulier, si E lui-méme est de dimension finie: dim Ft =dimE-dimF.
2. Bi-orthogonal: F'1 = F.

Démonstration.

1
1. Nous savons déja que F N Ft= {0g}, et bien stir F L F*. Pour montrer que E=F® Fl, il nous reste a montrer que E c
F+F*. Comme F est de dimension finie, nous pouvons nous en donner une base orthonormale (fl, ... ,fn) — éventuelle-

n
ment vide. Pour tout x € E, le vecteur x— Y (x, fi) fx estorthogonala fi,..., f», donc appartient a Vect(fi, .. .,fn)L =Fi,
k=1
donc x€ F+ F*.
Montrons que F est le seul supplémentaire de F dans E orthogonal a F. Soit F un tel supplémentaire. Aussitot F' ¢ F-
car F L F'. Inversement, soit x € F-. Comme E=F+F : x=f+f pour certains f € F et f' € F, donc (f, f) =
(f+f,f)=<(x,f)=0,puis f = 0p par séparation, et enfin x = f' € F'.
2. Nous savons déja que F c F-*. Inversement, pour tout x € F-*, disons x = f + f’ avec f € Fet f' € F*: (f/,f') =
(f+1,fY={(x,f')=0, donc f' =0 par séparation, i.e. x = f € F.
O

ATTENTION! Ilesticiessentiel que F soit DE DIMENSION FINIE . Par ailleurs, il existe un unique supplémen-
taire orthogonal mais tout plein de supplémentaires en toute généralité.

Exemple 33.43 - Dans I'espace euclidien canonique R*, le plan vectoriel P d’équations x—y—z—t=0et2x+y+z—t=0
admet Vect((1,-1,-1,-1),(2,1,1,-1)) pour orthogonal.

Démonstration.
P:{(X,Y,Z, t)€R4| <(1)_17_17_1))(x7yyzr t)>:0 et <(2v1)1)_1)7(x|yyzy t)>:0}
={1,-1,-1,-1),2,1,1,-D}*" = Vect (1, -1,-1,-1),(2,1,1,-1))

or R* est euclidien, donc P* = Vect ((1,-1,-1,-1),(2,1,1,-1))"" = Vect ((1,-1,-1,-1),(2,1,1,-1)). O

Exemple 33.44 - On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique - cela veut dire qu’on travaille avec le produit
scalaire canonique de M, (R). Dans ce contexte : Sn(IR)L = A, (R).

Démonstration. Pour tous S€ S, (R) et A€ A, (R) :

(A,S) =tr(ATS) = —tr(AS) = —tr(SA) = —tr (ST A) = —(S,A) = —(A,S), donc(4A,S) =0,

11
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donc S, (R) et A, (R) sont orthogonaux - donc en somme directe. Bref:  A4,(R) c S, (R)l, et notez bien que ce n'est

, ) L , M+MT M-MT M+MT
qu'une inclusion a ce stade. Cela dit, pour tout M € M,(R): M = 5 + > avec — € S, (R) et
M-MT . L L )
—— e A,(®), donc M, (R) =S, (R) + A, (R). Finalement M ,,(R) = S, (R) & A, (R), donc par unicité du supplémen-
taire orthogonal : A, (R) = S,[R)*. O

2 - Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Définition 33.45 — Soient E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel DE DIMENSION FINIE de E. On
appelle projection orthogonale sur F ou projecteur orthogonal sur F la projection sur F parallelement a F*.

Comme F est de dimension finie, d’apres le Théoréme 33.42,ona E=F é_a F1, etil est donc légitime de parler de la projec-
tion sur F parallelement 2 F*. On pourrait également s'intéresser a la symétrie par rapport a F parallelement a F*.

F~
fRa  X=fHf

- Symétrie T~
- orthogonale |
Projection - R\
orthogonale ‘;(x)

—— Théoreme 33.46 — Expression d’un projeté orthogonal dans une base orthonormale

Soient E un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel DEDIMENSIONFINIE de E et (fi, ..., f,) une base ortho-
normale de F.

n
Pour tout x € E, le projeté orthogonal de x sur F vaut ) (x, fi) fi-
k=1

n n
Démonstration. D’apres nos résultats précédents: — x= Y (x, fi) fe +(x— Y_ (x, fi) fi)- O
k=1 k=1

eF eFt

Méthode 33.47 -

On peut calculer essentiellement de deux manieres un projeté orthogonal. Donnons-nous E un espace pré-
hilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, (f Tyeees fn) une base pas forcément or-
thonormale de F et x € E. Comment calculer le projeté orthogonal p(x) de x sur F? Sila base (fi,..., fu) est
orthonormale, on peut bien sir utiliser le théoréme précédent, mais sinon?

¢ Premiére stratégie : On s’y ramene de force en orthonormalisant (fi,..., f;,) grace a l'algorithme de
Gram-Schmidt.

O-o + Deuxieme stratégie : Le projeté p(x) est caractérisé par deux assertions :

px)eF et x—pkx)E Ft.

Concreétement, on introduit les coordonnées ( Ay,...,4, ) de p(x) dans ( fi,...,fn) :pX)=A1fi+...+
Anfn, puis on les calcule grace aux relations (x — p(x), fj) =0, j décrivant [1, n]. Ces relations expriment
I'appartenance de x— p(x) a F L et fournissent un systeme de n équations a n inconnues qu’on n’a plus
qu’'a résoudre.

Mlustrons ces deux stratégies sur deux exemples.

12
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Exemple 33.48 - Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considere F le sous-espace vectoriel défini par

F={(x,y,z,t)€[R€4:x+y+ t=0etx+y+2z—1t=0}.

Déterminer le projeté orthogonal de u = (1,8,1,1) sur F.
On commencer par rechercher une base de F. Pour cela on écrit que

= 7y

x+y+t=0 Ly—ILp-Ly { x+y+t =0 -t
1 —

(x, 9,2, ) e F —
- {x+y+22—t:0 2z-2t =0

A SR
Il

Ainsi, si on pose u; = (—1,1,0,0) et up = (—1,0,1, 1), on trouve que (u;, uy) est une base de F.
Notons ensuite pr(u) le projeté orthogonal de u sur F et illustrons les deux méthodes pour le calculer.

1
o Premiere stratégie : on va orthonormaliser la base (u;, uy). Puisque [l || = V2, on pose vy = E(_L 1,0,0).
1 -1
On cherche ensuite uj, = up + av; de sorte que {(uy,v1) =0. Cecidonne —+a=0<a= E

. , 1 1 1 1 , o2 101 10
Onobtient u,=(-1,0,1,1)+(~,-=,0,0|=|{-=,—=,1,1|. D’autre part, ||u2” :71+£_1+1+1:Z

2" 2 2" 2

!

u 1
et donc onpose v = H—,2|| = \/ﬁ(—l,—l,z,Z) On sait ensuite que pr(u) = (1, v1) V1 + (U, V2) Vs.
u
2

22

7 =& 77 11
Or, (u,v;)=—=cet(u,v)=—— desorte que <u,v1>v1=(—§,5,0,0) et (u,vg)vgz(—,—,—l,—l

V2 V10

Apres un dernier petit calcul, on trouve pg(u) = (=3,4,-1,-1).

o Deuxieme stratégie : on écrit que pr(u) = au; + buy = (—a—b, a, b, b) de sorte que u— pr(u) =(1+a+b,8—a,1—

b,1—b). On sait que u— pr(u) L u;. Calculant le produit scalaire, on trouve

-1-a-b+8-a=0 << 2a+b="7.

On sait aussi que u— pr(u) L uy et toujours avec ’aide du produit scalaire :
-1-a-b+1-b+1-b=0 < a+3b=1.

Ainsi, (a, b) est solution du systeme suivant, que I'on va résoudre :
a+3b=1 __ a+3b=1 — | a=4
2a+b=7 —5b=5 b=7

On retrouve pr(u) = (-3,4,—-1,-1).

Exemple 33.49 - On note F le sous-espace vectoriel Vect(cos, sin) de C([0,27],R). Le projeté orthogonal de I'identité Id

2n
sur F pour le produit scalaire (f, g) — f(6)g(t)dt estla fonction t — —2sin t.
0

Démonstration. Nous aurons besoin d'un certain nombre de produits scalaires, calculons-les de prime abord pour que

I'essentiel des stratégies adoptées soit bien lisible ensuite.

2n 27 1 4+ cos(21) t sin2p) 72"
||cos||2:f cosztdt:f ——dt= |-+ =7, etdeméme ||Sil’1||2=7[
0 0 2 2 4 =0
ez sin? 17"

Enoutre: (cos,sin) = f costsintds = [ ] =0, donc la famille (cos, sin) est orthogonale. Enfin :
0 =0

1=2m

2 . p=om 2m . b=
f re'fde =[x (-De"],_, —f (- el dt = -2im+i[(-De"],_, =-2iz, donc:
0 0

2n 2
(Id,sin) = / tsintdt =Im (f te”dt) =Im(-2in) = -2n etde méme (Id,cos) =0
0 0

13

)



Maths 2025/26 Ch. 33— Espaces préhilbertiens réels MPSI

¢ Premiere stratégie : On orthonormalise la base (cos, sin) de F grace al’algorithme de Gram-Schmidt. Cette famille
cos sin ) cos sin

-5

étant déja orthogonale, ( ) est une base orthonormale de F. Le projeté orthogonal de Id

TR
[cos| [ sin]|
sur F est finalement la fonction :

<Id cos> cos N <Id sin> sin (Id,cos) N (Id,sin) . 26i
,— ) — ,— ) — = cos sin = —2sin.
N ARV NV 7 /1

¢ Deuxieme stratégie : Notons p(Id) le projeté orthogonal de Id sur F et (A, u) ses coordonnées dans la base (cos, sin)
de F: p(Id) = Acos+pusin. Appuyons-nous sur le fait que Id — p(Id) € F*.

0=(Id - p(d), cos) = (Id — A cos —usin, cos) = (Id, cos) — A|| cos ||2 — p(sin, cos) = —Ax
et 0=(Id- p(d),sin) = (Id — Acos—pusin,sin) = (Id, sin) — A{cos, sin) — i sin ||2 =21 —un

Conclusion: A=0 et p=-2, donc p(d)=-2sin.

3 - Distance a un sous-espace de dimension finie

Définition 33.50 — Soit E un espace préhilbertien réel, F un sev de E de dimension finie et x € E. On appelle distance
de x a F, le réel noté d(x, F) défini par d(x, F) = inlg lx—yl.
ye

Intuitivement, la distance d’'un vecteur x a un sous-espace vectoriel F est la plus petite distance séparant x d'un élément
de F, mais qui nous dit qu'une telle plus petite distance existe? Elle n’existe justement pas forcément et c’est pour cela que la
définition introduit une borne inférieure. Ici, I'’ensemble {le -yl | yeF { est une partie de R non vide (car F # @) et minorée
par 0, donc possede bien une borne inférieure d’apres la propriété de la borne inférieure.

— Proposition 33.51

Soit E un espace préhilbertien, x € E et F un sous-espace de E de dimension finie. Alors d(x, F) = || x— pr(x)|l, ol pF est
la projection orthogonale sur le sous-espace F.

— Théoréme 33.52 - Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie

jeas
Soient E un espace préhilbertien réel, F un sous-espace X
vectoriel DE DIMENSION FINIE de E et x € E. On note p la x—-px) -~ At
|
projection orthogonale sur F. ' dx, P) = llx—-pWll
|
La distance de x a F est mieux qu'une borne inférieure, c’est L
un minimum : d(x,F) =[x - p(x)|, et ce minimum n’est Y
atteint qu'en p(x). Og p(x)
; . 2 _ 112 2
Par ailleurs:  d(x, F)* = || x]|* — [l p(x)||°. F
Démonstration.

EKerp:FJ' elmp=F

' 2 2 2 s P
e Pourtout fe F: x—f=x—-px)+px—-f), donclx—fl°=lx—px)l°+Ilpx) — flI© dapres le théoreme de
Pythagore.
* Notons a présent D ’ensemble {le -flll fe F} Montrons que || x — p(x)|| = min D, cela prouvera que
lx—p)ll=infD=d(x,F). Ordunepart||x—p(x)| €D car p(x) € F, et d’autre part, pour tout f € F :

lx—fll= \/IIX—p(x) 12+ Ip(x) = flIZ > lx— p(x)l, doncD est minoré par [ x— p(x)l|.

e Pour finir, pour tout f € F\{p(x)}: lx—fl= \/le— pI2+Ipx) = fl2>lx—p&x)| car|p(x)— fl > 0 par séparation.
Comme vouly, la distance d(x, F) n’est atteinte qu’en p(x).

O
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1
Exemple 33.53 — Voyons un probleme de minimisation classique. Objectif : calculer inf ° (£ - (at? + bt + c))2 dr.
a,b,ceR Jo

Premiere étape : Traduire cela en un probleme de distance, c’est-a-dire le voir sous la forme inIg d(x,y) ou éventuelle-
ye
ment, inf d(x, y)*. Pour cela
YEF

o Sur quel espace E travaille-t-on?Ici, E=C 0([0, 1]) ou les fonctions polynomiales.

1
e Avec quel produit scalaire ? avec le produit scalaire intégral (f, g) = f f(Hg(rde.
0

e Qui joue le role de x? (C’est la partie qui ne dépend pas des parametres qui varient.) Ici, il s’agit de la fonction
fit— 15
e Qui jour le role de y? (C’est la partie qui varie en fonction des parametres.) Ici, il s’agit de la fonction g : t —
2
at“+bt+ec.

¢ Quel est le sous-espace vectoriel F? (C’est 'ensemble qui est décrit par les vecteurs y quand les parametres va-
rient.) Ici, F = Ry [X].

Deuxieéme étape : On sait que cet inf est atteint lorsque 1'on choisit pour g le projeté orthogonal de f sur F. Le nombre
cherché est alors || f — pr(f)1°.

Il nous reste donc a déterminer ce projeté orthogonal par I'une des méthodes décrites précédemment.

Ici, cherchons une base orthonormée de F = Vect(go, g1, 82) avec g : t — tF. On effectue donc un procédé de Gram-
Schmidt. On obtient au bout d’un temps fini fy = 1, fi = V32t —1), fo = V561> — 61+ 1).

3 3 1
Finalement pr(f) = 2 V= = I+ Pk IIn’y a plus qu’a calculer

57 1

1
_ 2_ 12— 2_1_ o7 1
If=peOI°=1£I7=1pe(OI ===

i 1
et donc min f (t3 — (at2 + bt + c))2 dr = ——.
a,b,ceR Jp 2800
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