28 | Applications linéaires

Un mathématicien est une machine pour transformer le café en théoreme.

Paul Erdos (1913-1996), mathématicien.

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C (si si, je vous assure).

I- Généralités

E, F et G désignent des K-espace vectoriel quelconques dans toute cette section.

1 - Définitions

Définition 28.1 — On appelle application linéaire de E dans F, toute application f de E dans F telle que :
s VL NEE flx+y)=f0+fQ),
e VxeE VAeR f(Ax)=Af(x).

On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Exemple 28.2 -

E — E

X — X

E — F
x — Of

1. Lapplication identité de E est une application linéaire : Idg: {

2. Lapplication nulle de E dans F est une application linéaire : 0: {

E — E

3. L'application suivante est une application linéaire : </>:{ o dx

— Proposition 28.3
Soit f € L(E, F) alors f(0g) = OF.

Démonstration.

O

Remarque 28.4 — On peut utiliser cette propriété pour montrer rapidement qu'une application NEST PAS une application
linéaire, en vérifiant simplement que f(0g) # Of.

— Proposition 28.5

f estune application linéaire de E dans F si et seulement si :

V(x, ) €E? VAeK fAx+))=Af(x)+fy).
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Démonstration.

O

Remarque 28.6 — Plus généralement (récurrence...), si f : E — F est une application linéaire laisse, alors pour tous scalaires
A1,...,An € K et pour tous vecteurs xy,..., X, € E,

f()lel +.o.+Apxy) = )Llf(xl) +... +/1nf(xn)

Méthode 28.7 — Pour montrer qu'une application f : E — F est linéaire
'Q'o On prouve que pour tout (x, y) € E?, pour tout 1 € K,

FfAx+y) =Af(x)+ fO).

Exemple 28.8 - Démontrer que I'application suivante est une application linéaire.

Mayi®) — My (R)

f: X1 2x1 — X2
X2 4x) — 2x2

Moi(R) — Ms;(R)

Exemple 28.9 - Montrer que I'application f: X 32 ~*2)  est une application linéaire.
G - | =
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Exemple 28.10 - Montrer que I'application P — P’ est une application linéaire de K[ X] dans K[X].

Exemple 28.11 - Soit M une matrice de M, ,,(R), montrons que I'application

r: Muy1®) — Mpi(R)
' X — MX

est une application linéaire.

Exemple 28.12 - Les applications suivantes sont-elles des applications linéaires?

1. Lafonction ¢; définie de R* dans R par : ¢1((x,)) = x+ y +1.

2. Lafonction ¢, définie de R* dans R par : 5 ((x,y)) = x +y.

3. La fonction @3 définie de R? dans R par : @3 ((x,3) =xxy.

K2 — K

L0 ) — 2x43y+l
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K2 — K

% 95 (4 12) — (x+3y—2,5%+6y—42)

Remarque 28.13 - De maniére générale, une application ¢ : K" — K” telle que chaque composante de
@(x1,...,x,) est définie comme une combinaison linéaire de x;,..., X, est une application linéaire.

Cc
6. Y6 : z

[N e)

e — C'®

7.
P7 o — (pl

Mn,p(K) - Mp,n(K)

8. Pour n,pe N*, g M M7

—  Proposition 28.14

Lensemble des applications linéaires de E dans F, noté L(E, F) est un espace vectoriel.

Démonstration.
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2 - Cas particuliers

Définition 28.15 — On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E dans lui-méme. Lensemble des
endomorphismes de E est noté L(E).

Exemple 28.16 —

1. Lapplication identité sur E
2. Lapplication f :R?> — R? qui a (x, y) associe (y, x)

3. Lapplication D: f — f’ définie sur C! (R)

4. Lapplication f:R — R qui a x associe x°

Exemple 28.17 - Lapplication P N P (Xz) +2P'(1) est un endomorphisme de K[X].

Démonstration.

O

Remarque 28.18 — Pour montrer qu'une application f est un endomorphisme de E, on doit donc montrer que f est une
application linéaire ET que f est définie et a valeurs dans E.

I Définition 28.19 — On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E a valeurs dans K.
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Exemple 28.20 -

1. Soita€R, f: P e R[X]— P(a) est une forme linéaire sur R[X].

b
2. Soit a < b deux réels. L'application I : C%Ia,b),R) — R qui a une fonction f associe f f () dt est une forme
a

linéaire sur C°([a, b], R).

Définition 28.21 -

1. Une application linéaire bijective entre deux [K-espaces vectoriels E et F est appelée isomorphisme.

2. Une application linéaire bijective d'un K-espace vectoriel E dans lui-méme est appelée automorphisme. C’est
donc a la fois un endomorphisme et un isomorphisme.

Lensemble des automorphismes d'un espace vectoriel E est appelé groupe linéaire de E et se note GL(E).

Remarque 28.22 - Le groupe linéaire ... est un groupe! En effet, (L(E),0) est un magma (un ensemble muni d'une loi de
composition interne) d’apres la Proposition 28.27 et GL(E) correspond a I’ensemble des éléments inversibles de ce magma.

Exemple 28.23 -
1. f: R — R’ est un automorphisme de R?
T (xy) — (Rx+y,3x+2y) p '

E —
x — Ax
Ces applications sont appelées homothéties de E.

1
2. Pour A # 0 dans K, I'application A.1dg : est un automorphisme, dont la réciproque est 1 Idg.

I Définition 28.24 — On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E dans F.

Ry[X] — R3

est un isomorphisme. Que
P = (P(O),P'(O),P"(O)) P

Exemple 28.25 — Montrer que l'application f : {

peut-on en déduire?
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3- Composition des applications linéaires

—  Proposition 28.26

Si f est une application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F dans G alors go f est une application
linéaire de E dans G.

Démonstration.

O
— Proposition 28.27 - Composée d’'isomorphismes
Si f est un isomorphisme de E dans F, et g est un isomorphisme de F dans G, alors go f est un isomorphisme de E dans
G,etona(gof) '=flog™h
Démonstration.
O

Observons a présent que pour toutes f, f € L(E,F)etg,g € L(EG):
go(f+f)=(goN+(gof) et (g+g)of=N+(g'°f).

Attention cependant! La relation (g + g')o f = (go f) + (g’ o f) est vraie en toute généralité sans linéarité alors que la relation
go(f+f)=(go)+(gof') requierta tout prix la linéarité de g. Faites I'effort de vous en convaincre.

Lénoncé qui suit repose entiérement sur I'idée que pour tout IK-espace vectoriel E, la composée de deux endomorphismes
de E est encore un endomorphisme de E. En d’autres termes, la composition est une LOIINTERNE sur L(E).

— Théoréme 28.28 - Anneau L(E)

(L(E),+,0) est un anneau, non commutatif en général, avec 1 £ =Idg.

Démonstration.
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ATTENTION! La loi produit de £(E) estla composition! Pour tous f € L(E) et n€ N, f" désigne donc Idg

A sin=0et fofo...ofsin>1.
—_—

n fois

Remarque 28.29 - Comme dans tout anneau, deux formules importantes sont vraies dans L(E) :

n n-1
f+9"=) (Z)fk 0og" % (formule dubinome) et f'-g'=(f-g ) ffog" k!
k=0 k=0
pour tous f,g € £(E) QUICOMMUTENT . Il est essentiel que f et g commutent. Pour montrer que (f + g)o (f — g) = f* — g° par
exemple, il faut pouvoir simplifier fo g avec go f.
Exemple 28.30 — Les endomorphismes P 2. pet P XP de K[X] NE commutent PAS,l'anneau L(K[X]) N ’est

donc PAS commutatif.

Démonstration.

Définition 28.31 — Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E). On dit que f est nilpotent si f k=0 £(E) pour un certain
k € N*. Le plus petit de ces entiers k est alors appelé I'indice de nilpotence de f.

Exemple 28.32 - Pour tout 7 € N, 'endomorphisme P L, P' de K, [X] est nilpotent d’indice n + 1.

Démonstration.

II- Etude des applications linéaires

1- Noyau

Définition 28.33 — Soit f une application linéaire de E vers F.
On appelle noyau de f 'ensemble des éléments de E dont I'image par f estle vecteur nul de F. Ce sous-ensemble de E
est noté Ker(f), et on a donc:

Ker(f) ={x€E | f(x)=0p}.
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Remarque 28.34 - Comme f est linéaire, on sait que f(0g) = 0 donc Og € ker(f) et ker(f) # @.

Exemple 28.35 - Déterminer le noyau de 'application identité de E et de I'application nulle de E dans F :

E — E E — F
IdE'{x - x 6'{36 — 0p

O Méthode 28.36 — Pour déterminer le noyau d’'une application linéaire
O‘ Onrésout I'équation f(x) = O d’'inconnue x € E.

Myi®) — My i(R)
Exemple 28.37 — Soit 'application linéaire f définie par : f: X X1+ X
( ) 2x1 + 2JC2)

X2
Déterminons le noyau de f.

Exemple 28.38 — Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes.

1. f: R% — [Rz, qui a (x, y) associe (x—y,y — x).

2. D:C'®R,R) — F(R,R), quia f associe f'.
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3. f:(x,7,2) R} — (x—2y+42,3x—2) e R%.

4. Soit a € R, on considére 'application linéaire, ¢p: P € R[X] — P(a) € R.

5. Soit I un intervalle de R et f, g deux fonctions continues sur I. On pose

Sty — o i —
P Heah VY h . WiaW+bh

On peut facilement vérifier que ces deux applications sont linéaires.

— Proposition 28.39
Soit f € L(E, F). Alors ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

10
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— Proposition 28.40 — Noyau et injectivité

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f une application linéaire de E dans F. La fonction f estinjective si et seulement
si Ker(f) ={0g}.

Démonstration.

Exemple 28.41 — Soit A= (;

Vérifier que A est inversible puis montrer que f est injectif.

1) et f 'endomorphisme de M3 (R) défini par : M — AM.

2- Image

Définition 28.42 — Soit f une application linéaire de E vers F. On appelle image de f 'ensemble des images par f des
éléments de E.
Ce sous-ensemble de F est noté Im(f), etona:

Im(f) ={f(x) | x€ E}

ce que 'on peut aussi écrire : Im(f)={yeF|3xe€E, y=fx}.
Remarque 28.43 - Comme f(0g) =0r on a 0r € Im(f) et Im(f) # @.

Exemple 28.44 — Déterminer I'image de 'application identité de E et de ’application nulle de E dans F :

E — E E — F
A WE =

11
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M1 R) — ZERA(N

Exemple 28.45 — Soit 'application linéaire f définie par:  f: *1 A=
X2 — X1+ X2 — X3
X3 —X1+2X2 — X3
5
Le vecteur | 0 | appartient-il a I'image de f?
0

Exemple 28.46 — Déterminer I'image des applications linéaires suivantes :

Mai(®) —  M31(R) Myi®) — Myi(R)
3.X,'1—.X,'2 , '

M- () - e

X2 X2 5x2 —5x1
X1

12
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Exemple 28.47 - Soit g 'application linéaire définie de R? dans R par g((x,y)) = x+ y. Montrer que Im(g) =R.

—— Proposition 28.48
Soit f € L(E, F). Alors Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration.

O

Remarque 28.49 — Les Propositions 28.39 et 28.48 nous donnent une nouvelle méthode pour montrer qu'un ensemble est un
sous-espace vectoriel : on peut montrer qu'il est le noyau ou I'image d'une application linéaire.

Exemple 28.50 - Montrer que F = {(x, ¥,2) € RS, x+2 y—3z= 0} est un sous-espace vectoriel de R3.

— Proposition 28.51

Soit f € L(E, F). Si E admet une famille génératrice (x1, X, ..., X,) alors :

Im(f) = Vect(f (x1),..., f(xn)).

13
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Démonstration.

O

Remarque 28.52 - Cette méthode permet facilement de déterminer I'image d'une application linéaire f mais elle nécessite de
connaitre une famille génératrice de E, pour cela on peut penser aux bases canoniques.

Exemple 28.53 — Déterminer I'image de 'application linéaire

fi(x1,x0) € R? — (X1 4+ Xx2,2x1+2x2) € R?.

Exemple 28.54 — Pour tout n € N*, I'image de la dérivation D des polynomes sur [K ;[ X] est K ,—1 [X].

Démonstration.

—— Proposition 28.55 - Image et surjectivité

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f une application linéaire de E dans F. La fonction f est surjective si et seule-
ment si Im(f) = F.

Démonstration.

14
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Exemple 28.56 — On considere I'application linéaire f : P — P’ définie de R[X] dans R[X]. Déterminer son noyau et son
image. Est-elle injective ? surjective ?

3- Détermination d’'une application linéaire

Pour connaitre une application en général, on n’a pas trop d’autre choix que de connaitre I’ensemble de ses valeurs point
par point. Pour une application linéaire en revanche, ce lot considérable d’informations peut étre résumé par un nombre res-

treint de valeurs stratégiques.

On connait par exemple parfaitement I'application (x, y,z) — (2x + y + z,3x — z) de R> dans R? SI ON SAIT QUELLE EST LI-
NEAIRE et sion saitque: f(1,0,0)=(2,3), f(0,1,0)=(1,0)et f(0,0,1) =(1,-1).

En effet, pour tout (x, y, z) € R3:
fx,y,2) = f(x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)) = xf(1,0,0) + ¥ f(0,1,0) + 2 f(0,0,1) = x(2,3) + y(1,0) + 2(1,-1) = 2x + y + 2,3x — 2)

Le théoreme qui suit, fondamental, généralise ce principe.

—— Théoréme 28.57 - Détermination d'une application linéaire par 'image d’'une base

Soient E et F des K-espaces vectoriels un espace vectoriel. On suppose que E posséde une base B = (e;) ;7 €ton consi-

dere (f;);.; une famille de vecteurs de F.
Alors, il existe une unique application linéaire u : E — F telle que,

Viel, ule)=f;

Cette application est définie de la maniére suivante : Pour tout x € E, en notant (x;),, les coordonnées de x dans la base

B,
ux) =) xifi

iel

Pour connaitre/définir une application linéaire complétement, il suffit de connaitre/dé-
finir les valeurs qu’elle prend sur une base de I'espace de départ.

15
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Démonstration.

Soit B = (ey,...,en) une base de E et u et v deux applications linéaires de E dans F.

Corollaire 28.58 - Deux applications linéaires qui coincident sur une base de E sont égales

Si pour tout k € [[1, n]l, u(ex) = v(ex), alors les applications u et v sont égales (Vx € E, u(x) = v(x)).

Dans le théoreme qui suit, on ne définit plus les applications linéaires par 'image d'une base mais par leurs restrictions a

deux sous-espaces vectoriels supplémentaires - cela dit I'idée est la méme.

—— Théoreme 28.59 — Détermination d’une application linéaire sur une somme directe

L(E», F). 1l existe une et une seule application linéaire u € L(E, F) pour laquelle :  ulg, = u;

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, E] et E> deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E et u; € L(E, F), up €

et ulg, = up.

En résumé, tout élément de L(E, F) est une sorte de concaténation ou de recollement d'un élément de L(E;, F) et d'un

élément de L(E,, F).

16
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Démonstration.

Exemple 28.60 - Montrer qu’il existe une unique application linéaire ¢ de R4[X] dans R, [X] telle que :
VPeRs3[X], @(P)=P et pxhH =X
et la déterminer.

Démonstration.

17
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III- Applications linéaires en dimension finie

1 - Image d’'une famille de vecteurs par une application linéaire

Le résultat suivant a déja été énoncé (sous une autre forme) précédemment, mais il n’est pas inutile de le rappeler ici.

— Proposition 28.61 - Image d’'une famille génératrice par une application linéaire

Soient E et F deux [K—ev. Soit f une application linéaire de E vers F. Soit F = (vy, ..., V) une famille finie de vecteurs de
E. Alors,
fVect(vy,..., vn) = Vect (f(v1),..., f(vn).

Démonstration. Soit y € F, alors

yeVect(f(w1),...,f(vn) < I,.., A, y=Mf W)+ + A f(0p)
— Ay, A, y=fhiv+--+ A0
<= JxeVect(vy,...,vy), y=f(x)
< ye f(Vect(vy,...,vp)

D’out f(Vect(vy, ..., vp)) = Vect (f(v1),..., f(vn). O

— Corollaire 28.62 - Famille génératrice d’'une image

Sous ces hypotheéses, si A est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et si (v, ..., V,;) est une famille génératrice
de A, alors (f(v1),..., f(vy)) est une famille génératrice de f(A).

— Proposition 28.63 — Conservation des propriétés des familles par des applications linéaires
Soient E et F deux [K—ev. Soit f une application linéaire de E vers F. Soit F = (vy, ..., v,) une famille finie de vecteurs de
E.Onpose G = (f(v1),..., f(vp).
1. Si f estinjective et si F est libre, alors G est libre.
2. Si f est surjective et si F est génératrice de E, alors G est génératrice de F.

3. Si f est bijective et si F est une base de E, alors G est une base de F.

Démonstration.

18
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O
— Corollaire 28.64 — Injectivité, surjectivité et inégalités sur les dimensions
Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
1. S’il existe une application linéaire injective de E vers F, alors dim(E) < dim(F).
2. S’il existe une application linéaire surjective de E vers F, alors dim(F) < dim(E).
Démonstration.
O
2- Rang d’une application linéaire
— Proposition 28.65 — Image d’un sous-espace vectoriel de dimension finie
Soit E et F deux K—ev. Soit f une application linéaire de E dans F. Soit A un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E. Alors f(A) est de dimension finie et dim(f(A)) < dim(A).
Démonstration.
O

Définition 28.66 — Soient E et F deux espaces vectoriels et f € L(E, F).
Si Im(f) est un sous-espace vectoriel de F de dimension finie, on dit que f est de rang fini et 'on appelle rang de f la
dimension de Im(f). On la note rg(f).

— Proposition 28.67 — Famille génératrice de 'image

Soient E et F deux KK-espaces vectoriels, E étant de dimension finie 7.
Soient (ey, ..., e,) une base de E et f une application linéaire de E vers F.
La famille (f(e1),..., f(en)) engendre Im(f). Im(f) est donc de dimension finie, donc f est de rang fini et

rg(f) =rg(f(e1),..., f(en)) < dim(E).

Démonstration. On applique la Proposition 28.65 avec A = E. On obtient que f(E) = Im(f) est de dimension finie inférieure a

dim(E).

19
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—— Proposition 28.68 - Rang et composition
Soit E, F et G trois K—ev. Soit f € L(E, F) et g € L(F,G).
1. Si f et g sont de rang fini, alors go f est de rang fini et rg(g o f) < min(rg(f),rg(g)).
2. Si f estun isomorphisme et si g est de rang fini, alors go f est de rang fini et rg(g o f) =rg(g).
3. Si f estde rang fini et si g est un isomorphisme, alors go f est de rang fini et rg(g o f) =rg(f).

Démonstration.

1. ¢ On sait que Im(geo f) c Im(g). Comme Im(g) est de dimension finie, il en va de méme pour Im(go f) donc go f est de
rang fini. Comme dim(Im(go f) < dim(Im(g)), onarg(go f) <rg(g).
¢ On sait que Im(go f) = g(Im(f)) donc dim(Im(g o f)) < dim(Im(f)) c’est-a-dire rg(go f) <rg(f).

2. Im(go f) cIm(g) et Im(g) = Im((go f) o f~1) cIm(go f) donc Im(g) = Im(go f) et c’est gagné.

3. Onalm(go f) = g(Im(f)). Or Im(f) est de dimension finie donc g(Im(f)) est de dimension finie. Notons /5 une base de
Im(f). Puisque B est libre et comme g est injective, g(3) est libre. Or on sait que B est une famille génératrice de Im(f)
donc g(B) est une famille génératrice g(Im(f)). Au final, g(), qui a autant de vecteurs que 3, est une base de Im(go f)
doncrg(go f) =rg(f).

O

—  Théoréme 28.69 — Master théoreme

Soit E un espace vectoriel de dimension n, 5 = (ey, ..., e,;) une base de E, F un K-espace vectoriel de dimension p et
feL(E,F).

1. f estinjective =~ < (f(e),..., f(en)) estlibre = 1gfi=n
2. festsurjective < (f(e1),..., f(en)) estgénératricede F < rg(f)=p
3. f est bijective = (f(e1),..., f(en)) est une base de F — 1g(fl=p=n

Démonstration.

20
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Exemple 28.70 — Pour tous x,...,x, € K distincts, I'application P — (P (x1),..., P(x;)) est un isomorphisme de
K,1[X] sur K",

Démonstration.

O

D’apres la classification des espaces vectoriels de dimension finie que voici, les K-espaces vectoriels de dimension finie
sont tous isomorphes a un et un seul K". En d’autres termes, a isomorphisme pres, on connait tout d’'un espace vectoriel de
dimension finie quand on connait sa dimension. Une telle classification est a la fois satisfaisante - chouette, " est une grande
vérité des mathématiques - et décevante - bof, quel manque d’exotisme!

— Corollaire 28.71 — Caractérisation des espaces isomorphes en dimension finie
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
1. Si E est de dimension n, alors E est isomorphe a K”.

2. E et F sont isomorphes si, et seulement si, ils ont la méme dimension.

Démonstration.

— Corollaire 28.72 — Injectivité et surjectivité entre espaces de méme dimension

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E, F).

Si dim(E) = dim(F), alors

f estinjective < f est bijective <= f est surjective

21
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Démonstration.

Exemple 28.73 — Lapplication (x, y, z) N (x+y,—x+ y,2) estun automorphisme de R3.

Démonstration.

Exemple 28.74 - L'application P L xpls P(0) est un automorphisme de K ,[X] pour tout 7 € N.

Démonstration.

R[X] — R[X]

ATTENTION! Ce résultat est faux en dimension infinie.
A P — P

Par exemple, I'application linéaire est surjective mais pas injective.
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—  Lemme 28.75
Soit f € F(A, B) ou A et B sont des ensembles quelconques.
1. S’il existe g € F(B, A) telle que f o g =1dp, alors f est surjective.
2. S’il existe g € F(B, A) telle que go f =1d 4, alors f est injective.

Démonstration. Application de I'exercice 11 du TD 13. En effet, Id 4 est injective et Idp surjective.

— Corollaire 28.76 - Inversibilité a gauche / a droite

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et # un endomorphisme de E.

1. S'il existe v € L(E) telle que uo v =1Idg, alors u est bijective.

2. S’il existe v € L(E) telle que vo u =1dg, alors u est bijective.

Autrement dit, si u est inversible a gauche ou a droite, elle est inversible.

Démonstration.

3- Théoreme du rang

—— Théoreme 28.77 — Théoréeme du rang, forme géométrique

— Im(fH)

E dans F. Si G est un supplémentaire de Ker(f) dans E, alors g: — W

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un espace vectoriel quelconque. Soit f une application linéaire de

est un isomorphisme de G sur Im(f).

Démonstration.
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O
—— Théoréeme 28.78 - Théoréme du rang, forme usuelle
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un espace vectoriel quelconque. Soit f une application linéaire
de Edans F.
dim(Ker(f)) +dim(Im(f)) = dim(E)
Autrement dit,
dim(Ker(f)) +rg(f) = dim(E)
Démonstration.
O

Exemple 28.79 - On considére I'application f : R3[X] — R,[X] définie par f(P) = P'.
Montrer que f est linéaire et vérifier le théoreme du rang dans ce cas précis.

Démonstration.
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IV- Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel

1 - Définitions des projecteurs et symétries

Définition 28.80 — Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (c’est-
a-dire E = F @ G). Alors tout élément x € E s’écrit de maniere unique x = f + g avec f € F et g € G. On définit alors deux
applications :

> La projection (ou le projecteur) p sur F parallelement a G est'application de E dans E
définie pour tout x € E par p(x) = f.

> Lasymétrie s par rapport a F parallelement a G est 'application de E dans E
définie pour tout x € E par s(x) = f — g.

F estla base et G est la direction de p et s.

On comprend mieux ces définitions un peu abstraites au moyen de quelques figures. Notons p la projection sur F paralléle-
ment a G et s la symétrie par rapport a F parallelement a G.

Projection Symétrie
—F
=]/
/TN f—g=s(x)
— Proposition 28.81

Avec les mémes notations, ces deux applications sont des endomorphismes de E.

Démonstration. C’est une conséquence du Théoréme 28.59.
p est définie par p‘F =1dF et p|G =0.
s est définie par s|p = Idf et s|g = —Idg. O

Remarque 28.82 — Avec les notations précédentes,
Pour x € F, p(x) = x et s(x) = x. (Ces éléments sont appelés invariants de p et s)
Pour x€ G, p(x) =0et s(x) =—x.

Exemple 28.83 -
1. Les symétries et les projections géométriques dans le plan vectoriel euclidien et dans I'espace vectoriel euclidien
sont des projections et des symétries au sens qui vient d’étre défini.
2. En considérant le R-espace vectoriel C :
z+— z est la symétrie par rapport a R parallelement a iR.
z— Re(z) est le projecteur sur R parallelement a iR.
z+— ilm(z) est le projecteur sur iR parallelement a R.

Exemple 28.84 - Dans R[X], on note F = R, [X] et G le sous-espace vectoriel des polyndmes admettant 2 comme racine
de multiplicité au moins 3.

Justifier que F et G sont supplémentaires dans R[X] et déterminer pour P € R[X] une expression de ¢ (P) en fonction de
P, ot ¢ est le projecteur sur F parallelement a G.
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2- Projecteurs
— Proposition 28.85 — Espaces caractéristiques des projecteurs
Soient E un espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de E telsque E=F& G
Si p est le projecteur sur F parallelement a G, alors
Im(p) = F =ker(Idg —p), ker(p) =G
Démonstration.
O

— Théoréme 28.86 - Caractérisation des projecteurs

Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. Alors,

uestun projecteur <~ uUou=u.

Démonstration.
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Méthode 28.87 -
Pour montrer qu'un endomorphisme u est un projecteur, on montre que uo u = u.
OO Ensuite, on détermine les deux espaces caractéristiques de u :
Pour trouver ker(u), on résout u(x) = 0g.
Pour trouver Im(u) = ker(Idg —u), on résout u(x) = x. (Vecteurs invariants par u)

R — R?

Exemple 28.88 — Montrer que u: *7 — G0

est un projecteur et préciser ses éléments caractéristiques.
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Exemple 28.89 - On note F = {aX*+bX +c|a,b,ceRet a+b+c=0} et G=Vect(1 + X + X*) deux sous-espaces vec-
toriels de R, [X].
Déterminer |'expression de p la projection sur F parallelement a G.

— Proposition 28.90 — Lien entre les deux projecteurs liés a des supplémentaires

Soient E un espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de E tels que E = F & G.
Si p est le projecteur sur F parallélement a G, alors la projection p’ sur G parallélement a F est Idg —p. On a donc

p+p =Idg

Démonstration. Soit x € E. Alors x = xg + xg avec xp € F et xg € G.
Alors, (Idg —p) (x) = XxF + Xg — XF = Xg. Donc p' =Idg—p. O
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3- Symétries

— Proposition 28.91 — Espaces caractéristiques des symétries

Soient E un espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectorielsde Etelsque E=F& G
Si s est la symétrie par rapport a F parallelement a G, alors

F =ker(s—1dg), G =ker(s+1Idg)

Démonstration.

—— Théoréeme 28.92 - Caractérisation des symétries

Soit E un espace vectoriel et ¥ un endomorphisme de E. Alors,

u est une symétrie <= uou =1Idg.

Démonstration.
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O
— Corollaire 28.93 - Les symétries sont des automorphismes
Toute symétrie s est un automorphisme et s~ = s.
Démonstration. On avu que si s est une symétrie, elle vérifie so s =Idg. O

Méthode 28.94 -
Pour montrer qu'un endomorphisme u est une symétrie, on montre que zo u =Idg.
Oo Ensuite, on détermine les deux espaces caractéristiques de u :
Pour trouver ker(u —Idg), 'espace par rapport auquel s’effectue la symétrie, on résout u(x) = x pour x € E
Pour trouver ker(u +Idg), 'espace parallelement auquel s’effectue la symétrie, on résout u(x) = —x.

Exemple 28.95 —
R2 — R2
Montrer que s: est une symétrie et préciser ses éléments caractéristiques.

xy) — X
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Exemple 28.96 —
Mp) — MyuK)

Montrer que u :
T q u A AT

est une symétrie. Donner ses éléments caractéristiques.
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— Proposition 28.97 — Lien entre les deux symétries liés a des supplémentaires

Soient E un espace vectoriel, F et G des sous-espaces vectoriels de E tels que E = F& G.
Si s est la symétrie par rapport a F parallélement 4 G, alors la symétrie s' par rapport a G parallélement & F est —s. On
adonc
s+s5'=0

Démonstration. Soit x € E. Alors x = xg + X avec xr € F et xg € G.
Alors, —s(x) = —xp + xg = ' (x). Donc §' = —s. O

4 - Liens entre projecteur et symétrie

— Proposition 28.98 — Relations entre set p

Soient F et G des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Si p est le projecteur sur F parallelement a G et s estla
symeétrie par rapport a F parallelement a G, alors :

1
s=2p-Idg, P:§(5+IdE)

Démonstration. Soit x € E. Alors x = xg + X avec xr € F et xg € G.
Alors 2p —1dg)(x) =2xp — (XF + Xg) = XF — XG = S(X).
Donc s =2p —Idg. On en déduit I'autre relation. O

V- Formes linéaires et hyperplans

Rappelons pour commencer qu'une FORME linéaire n’est jamais qu'une application linéaire A VALEURS DANS K.

1 - Formes coordonnées

Définition-Théoreme 28.99 — Soit E un KK-espace vectoriel. On suppose que E posséde une base B = (e;) ;e7- Pour tout
i € I, I'application qui associe a tout vecteur de E sa coordonnée dans 13 selon le vecteur e; est une forme linéaire de E
appelée la i-ieme forme coordonnée de E (dans ).

Démonstration.
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Exemple 28.100 -

o Les formes coordonnées de R” pour sa base canonique sont, dans cet ordre, les applications (x1,...,%,) — x1,
(X1,00 ) Xn) — X2, (X100, Xn) — X

o Les formes coordonnées de R, [X] pour sa base canonique sont, dans cet ordre, les applications P — ay, P — ay,
...,P— ay sionnote ay,...,a, les coefficientsde P: P=a,X"+...+ a1 X + ap.

2- Hyperplan

Définition 28.101 — Soit E un K-espace vectoriel - pas forcément de dimension finie. On appelle hyperplan de E tout
noyau d'une forme linéaire non nulle de E.

Le noyau de la forme linéaire nulle x — 0 est E tout entier. On précise donc « non nulle » dans la définition pour éviter
que E lui-méme soit un hyperplan de E.

Exemple 28.102 -

« Le plan vectoriel de R® d’équation 2x + ¥ —z =0 est un hyperplan de RS - noyau de la forme linéaire non nulle
(x,,2) —2x+y—2z.

» Lensemble H={PeRs[X]| P'(1)+ P(0)=0} estun hyperplan de R3[X] - noyau de la forme linéaire non nulle
P— P'(1) + P(0).

e 'ensemble { feECPRR)| f "0) = f (0)} est un hyperplan de C*°(R,R) - noyau de la forme linéaire non nulle
f— f0)— f’ (0). Ici, C*°(R, R) est de dimension infinie.

— Théoreme 28.103
Soient E un [K-espace vectoriel et H une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) H estunhyperplande E;
(ii) H estle supplémentaire d'une droite vectorielle de E.

En particulier, si E est de dimension finie n > 1, les hyperplans de E sont donc des sous-espaces vectoriels de dimension
n-1.

En dimension 3 : hyperplan=plan. En dimension 2: hyperplan=droite.

Démonstration.
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Exemple 28.104 — Pour tout n € N, pour une raison de dimension, K, [X] est un hyperplan de K ,,+1[X] et K" x {0} un
hyperplan de K"*1.

Exemple 28.105 -

e L'ensemble {(x, ¥zt E RY| 2x+ y=z+ t} est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 4-1=3 en tant que
noyau de la forme linéaire non nulle (x, y,z,t) — 2x+y—z—t.

e L'ensemble {P € R4[X]| P(0)= P(l)} est un sous-espace vectoriel de R4[X] de dimension 5— 1 = 4 en tant que
noyau de la forme linéaire non nulle P — P(1) — P(0).

— Théoréme 28.106 - Comparaison des équations d’'un hyperplan

Soient E un K-espace vectoriel, H un hyperplan de E et ¢, deux formes linéaires non nulles de E dont H est le noyau.
Alors 1 = A pour un certain A € K*.

Démonstration.
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O

En résumé, tout hyperplan posséde une et une seule « vraie » équation, toutes ses équations sont multiples les unes des
autres. Nous connaissions bien ce résultat en géométrie élémentaire, le plan d’équation x + y + 2z = 0 et le plan d’équation
2x+2y+4z=0sont évidemment un seul et méme plan, et ce plan n'a pas d’équation « vraiment » différente.

—— Théoreme 28.107 - Intersection d’hyperplans
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et r € [1, n].
(i) Lintersection de r hyperplans de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension AUMOINS n—r.

(ii) Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — r estI'intersection d’exactement r hyperplans de E.

Démonstration.

O

Dans R3, nous savons bien quune équation scalaire décrit un plan et que deux telles équations, pour peu qu’elles ne soient
pas multiples 'une de I'autre, décrivent une droite. Lidée générale du théoreme ci-dessus, c’est que dans un systeme linéaire,
chaque équation occasionne potentiellement la perte d'une dimension par rapport au nombre total d'inconnues. Pourquoi
potentiellement? Parce que certaines équations peuvent étre redondantes et ne pas compter vraiment dans le systeme. Par
x + y - 2z =0

exemple, le systeme linéaire{ 2x - y + =z 0 d’inconnue (x,y,z) € R3 décrit une droite et non un point de R®
3x -z =0

car la troisieme équation n’est jamais que la somme des deux premieres.
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VI- Une application aux suites récurrentes d’ordre 2

Fixons a et b deux nombres de C, b étant non nul. On cherche I’ensemble de toutes les suites u de cN qui vérifient :

VneN, Up+2 = Alp1 + buy,.

On note donc E = {u ecN | VReN, Uy = allpeq + bun}. 11 est facile de montrer que E est un sous-espace vectoriel de cN. On
considere alors I'application

(p:E—»tli2
u —  (up,uy).

Lapplication ¢ est clairement linéaire. Or, pour tout (a, f) € C2, il existe une unique suite « telle que

u=a, u=p et VneN, uyr=auys1+buy,

c’est-a-dire une unique suite u € E telle que ¢(u) = (@, f). Donc ¢ est bijective et ¢’est un isomorphisme de E sur C2.

Comme C? est de dimension 2, on en déduit que E est également de dimension 2. Ainsi, pour décrire complétement E, il

suffit d’en trouver une base, qui est donc formée de deux suites linéairement indépendantes. La premiere idée est de chercher
ces suites parmi les suites géométriques.

Soit r un élément de C. On considére la suite géométrique u = (r") ,en. Remarquons que uy = 1 ce qui fait que si r =0, on a

Up # auy + buy.On peut donc supposer que r # 0. Ainsi,
— =~ =~

=0

=0 =b#0

UEE < VneN, uy.p=au,s1 +buy,

< VneN, r'"?=ar™ + pr"
< VneN, " (rP’—ar-b)=0
~—

#0
— r’—ar-b=0 (@)

On reconnait ’équation caractéristique (C) associée a cette suite.

Comme on est dans C, (C) a soit deux racines complexes distinctes, soit une seule.

> Si (C) a deux racines complexes distinctes r; et r2, on obtient que les deux suites u = (r;") pen €t v = (12™) nen appar-

tiennent a E.

Dans ce cas, puisque @(u) = (1,r1) et o(v) = (1, r2) sont deux vecteurs non colinéaires de c? (car r; # ), les suites u et v
sont aussi linéairement indépendantes (car (u, v) est 'image par I'injection (p_l de la famille libre ((1, r), 1, rz)) de C?).
Ainsi, (i, v) est une famille libre de deux vecteurs de E, qui est de dimension 2 donc une base de E, ce qui prouve que

E =Vect(u, v) = {(/lrln +ur2™ nen | AUE CE}.
Si (C) n’a qu'une seule racine rg, on n’obtient alors que la suite u = (ry") ,en dans E sous la forme cherchée. Puisque E

est de dimension 2, il faut encore trouver une autre suite dans E, non colinéaire a u pour obtenir une base de E. On a

@(u) = (1,19). Si'on trouve une suite v de E telle que ¢ (v) = (0,19) (rp # 0 car b # 0), on pourra affirmer (pour la méme
raison que précédemment), que la famille (u, v) est une famille libre de E et donc une base de E.

On cherche donc v telle que vy =0, v; =19 et Vn € N, vy12 = avye + buy,. Avec les relations coefficients-racines de
I'équation (C), ona a = 21y et b = —ry? ce qui donne que v vérifie :

VneN, vyi2 =2rgVp+1 — ro2 Up.

Oncalcule: vg=0, vy =19, V2 = 2r02, V3 = 4r03 - r03 = 3r03, Vg = 6r61 — 2r04 = 4r04, etc. On peut montrer par récurrence
double que pour tout n €N, v, = nry”. La suite v ainsi trouvée est non colinéaire a la suite u et la famille (u, v) est donc
une base de E. On obtient :

E =Vect(u,v) = {()Lron +punrg™pen | A, pe C}.

Autre chose? En procédant de fagon trés similaire, on peut aussi retrouver tous les résultats sur les solutions des équations

différentielles linéaires.
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