27 | Théorie de l'intégration

The greatest strategy is doomed if it's implemented badly.

Bernhard Riemann, 1826-1866

Dans tout ce chapitre, a et b sont deux réels, K est I'un des corps R ou C, et I, /... sont des intervalles. Quand on notera
[a, b], il sera sous-entendu que a < b.

Ce chapitre développe une théorie de I'intégration SUR UN SEGMENT SEULEMENT , vous étudierez en spé une théorie de 'in-
tégration sur un intervalle quelconque. La plupart des résultats de ce chapitre vous sont déja connus, simplement vous ne les
avez jamais démontrés et nous allons apprendre a les utiliser a d’autres fins que le calcul béte et méchant de primitives.

I- Continuité uniforme

La notion de continuité uniforme aurait pu étre présentée au chapitre « Continuité », mais conformément au programme,
nous ne 'utiliserons que pour construire proprement I'intégrale. Pour éclairer les notions de ce paragraphe, on pourra se
reporter a cette vidéo explicative.

Définition 27.1 - Soit f : I — C une fonction. On dit que f est uniformément continue sur [ si:

Ve>0, Ja>0, Vx,yel, |x—-yl<a=|fx)-f(l<e.

Dire que f est continue sur I, c’est dire que f est continue en tout point y de I, c’est-a-dire :
Vyel, Ve>0, 3Jay,.>0, Vxel, |[x-yl<ay.= |f(x)-fyl<e.

Avec la continuité, on se fixe donc un point y € I et un niveau ¢, et on récupere un a,,. Si on change de y ou de ¢, on change a
priorila valeur de a .

Avec la continuité UNIFORME , on obtient un a, en ayant
seulement fixé un €. Cet a, est donc VALABLE POUR TOUT
POINT y € I. Ladjectif « uniforme » est précisément la
pour signifier cette indépendance de a, par rapporta y.

—— Théoreme 27.2 — Lien entre la continuité, la continuité uniforme et la lipschitzianité

« Toute fonction uniformément continue sur un intervalle y est continue.

» Toute fonction lipschitzienne sur un intervalle y est uniformément continue.

Démonstration.
« Evident! S’il existe un a UNIFORME valable pour tout point, alors bien siir qu’il en existe un pour chacun!
€
e Soit f: I — C une fonction K-lipschitzienne sur I pour un certain K > 0. Soit € > 0. Posons a = x
Alors pour tous x, y € I pour lesquels |[x—y|<a: [f(x)-f(PI<K|lx—yl<Ka=E¢.
O

Une fonction uniformément continue est donc continue, mais qu’en est-il de la réciproque? Elle est fausse en générale,
SAUF dans le cas d'une fonction définie sur un SEGMENT .


https://youtu.be/LLR4dzDV9yQ?si=og-D81WcVtYtmrD8
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Théoréme 27.3 - Heine

Toute fonction continue sur un SEGMENT y est uniformément continue.

Démonstration. Explication vidéo.

Soit f € C([a, b],C). Supposons par 'absurde que f NESTPAS uniformément continue sur [a, b].
Alors, pour un certaine >0:Va >0,3x,y€[a,bl,|Ix—yl<a et |[f(x)—-f)|=e.
Pour tout n € N*, pour a =27", il existe donc deux réels xy, y, € [a, b] pour lesquels |x, — yu| <27" et | f (xn) — f (yn)| > €.

Bornée entre a et b, la suite (x,) ,en possede une suite extraite convergente (Xy(n)) ., d’apresle théoreme de Bolzano-Weierstrass,
(n)

neN

. ite £ € . - <9 . . . _ '
disons de limite ¢ € [a, b]. Or | Xp(n) — Yop(m | <2 avec nlirpmw(n) +00, donc nleroo Vo) = ¢ par encadrement

Pour conclure, passons 2 la limite dans 'inégalité | f (xym) — f (Vo) | = € en utilisant la continuité de f en ¢ :

0=f0)-f(0)|=>€e>0 -contradiction.

II - Fonctions en escalier, fonctions continues par morceaux

1 - Fonctions en escalier

Définition 27.4 — On appelle subdivision de [a, b] toute famille finie (xp, x1,...,X;) strictement croissante d’éléments
de [a, b] c’est-a-dire telle que a = xp < x; <--- < x, = b.

Définition 27.5 — Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur le segment [a, b]. On dit que la fonction f est en
escalier si, et seulement si, il existe une subdivision (xg, x1, ..., X;;) du segment [a, b] telle que f soit constante sur chacun
des intervalles ouverts | x;, x;+1[ (0 < i < n—1). Une telle subdivision est dite adaptée a la fonction f. On note £([a, b])
I’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

Remarque 27.6 -
1. Lesvaleurs de f aux points x; n'ont pas d'importance.

2. Tl n'existe pas qu'une subdivision adaptée a f : dans cet exemple, la subdi- Yy
vision obtenue en enlevant le point x; reste adaptée a f. De méme, il est T
toujours possible d’ajouter des points a la subdivision. Pour une fonction en
escalier f donnée, on peut former une subdivision minimale (qui contient
le moins de points possibles) adaptée a f.

3. Pour deux fonctions en escalier sur [a, b] données, il existe toujours une sub- :
division de [a, b] adaptée aux deux fonctions. Cela permet de justifier que les I |
combinaisons linéaires et les produits de fonctions en escalier sont des fonc- : ! !
tions en escalier. De méme, il est clair que si f est une fonction en escalier a = Tor| T2y T4 Ty Te=D
sur [a, b], alors | f| est aussi en escalier sur [a, b].

2 - Fonctions continues par morceaux

Définition 27.7 - On dit qu'une fonction f : [a, b] — C est continue par morceaux si pour une certaine subdivision
(xo,-..,xp) de [a, D], dite adaptée a f :
fitxi,x;.,1 €st continue sur | x;, x;11(

et PROLONGEABLE PAR CONTINUITEEN X; ET X;41 pour tout i € [0,n—1].
Toute fonction en escalier et toute fonction continue sont continues par morceaux.

Lensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] est un sous-espace vectoriel de I'’ensemble des fonctions de
[a, b] dans [K.


https://youtu.be/C5DdbLRUEc4?si=xvOox0cR3LQkeKp2
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ATTENTION! Des fonctions aussi simples que la fonction inverse et la fonction logarithme ne sont pas
continues par morceaux sur [0, 1] quand bien méme on les prolonge artificiellement en 0 car le prolongement
ne pourra jamais se faire par continuité. Lexigence de prolongement par continuité de la définition n’est pas

anodine.

3 - Norme infinie

Une norme est un outil mathématiques permettant de mesurer des « distances ». Une partie importante du programme de
deuxiéme année y est consacrée. 1l existe tout plein de normes en mathématiques, pas seulement celle que vous connaissez

dans le plan ou I'espace.
Lidée de ce paragraphe est d'introduire une norme particulierement importante, la norme infinie, qui permet de mesurer

des « distances » entre fonctions.

Définition 27.8 — Soit D une partie non vide de R. Pour toute fonction bornée f: D — C, on appelle norme infinie de
fsur D et onnote || flloo, 0U || flloo,p €N cas d’ambiguité, le réel :

Iflloo = sup| f (x)1.
xeD
La bonne définition de la norme infinie d'une fonction BORNEE découle bien siir de la propriété de la borne supérieure. Le

théoreme des bornes atteintes montre quant a lui que toute fonction continue sur un segment y est bornée, donc posséde une
norme infinie.

— Théoreme 27.9
Pour toutes fonctions f: D — Cet g: D — Cbornéesetpourtout LeC: |[flleo=0 <= [f=0,

INflloo =A% fllo €t IIf+8loo <Iflloo+ Iglleo (inégalité triangulaire).

Démonstration. Soient f: D — Cet g: D — C deux fonctions bornées et 1 € C.

e Pourcommencer: |[floo=0 <= Vxelabl, |f(x)|=0 .
<~ Vxe€lab]l, f(x)=0 < f=0.

e Ensuite, pourtoutxe D: [Af(x)|=|Alx|f(x)| <IA x| flloo, donc par définition de la borne supérieure :

1 1
N flloo < IAl X || flloo avec égalité si A = 0. Inversement, si A # 0, alors pour tout x € D : | f(x)| = Wl/lf(x)l < m A flloo

1
donc || flleo < mlllflloo, etenfin [Aflleo = IAl X || fllco-

e Enfin, pourtoutxe D: [f(x)+g)| <If ()] +1g2x)| < I fllco + I glloo d’apres I'inégalité triangulaire sur R. Lensemble
{If(x) +gx)| lxe D} est ainsi majoré par || flloo + llgllco, donc par définition de la borne supérieure :

If+8lloo <l flloo + g lloo-
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—— Théoreme 27.10 — Caracteére borné d’'une fonction continue par morceaux

Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée et posséde donc une norme infinie | flco-

Démonstration. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Notons (xj,...,X;) une subdivision de [a, b] adaptée
a f. Pour tout i € [0,n—1], le prolongement par continuité de la fonction réelle [f)x;,x:0, @ [Xi,Xi41] est borné d’apres le
théoreme des bornes atteintes, disons par un certain M; en valeur absolue. Le maximum des réels positifs Mj,..., M, et
\f(xo)|,..., \f(xn)| majore dés lors | f| sur [a, b] tout entier. O

A ATTENTION! Bornée oui... MAIS ELLE N’ATTEINT PAS FORCEMENT SES BORNES! Faites un dessin.

4 - Approximation uniforme par des fonctions en escalier

Définition 27.11 -
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b], 1 vxelab) Ifu(0)-fx)]<e
e Leréel |f—glloo = sup |f(x)—g(x)| est appelé la distance uniforme

x€la,b]
entre f et g.

« On dit qu'une suite de fonctions (f},),c, continues par morceaux sur
[a, b] converge uniformément vers f sur [a, b] si lirP I f— frlloo =0. >
n—+oo

— Théoréme 27.12 - Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux par des fonctions en escalier

Toute fonction continue par morceaux sur [a, b] a valeurs dans K est la limite uniforme d'une suite de fonctions en
escalier sur [a, b] a valeurs dans K.

Démonstration.

lsn—flloo<e€

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b]. Il nous
suffit de montrer que pour tout € > 0, il existe une fonction ¢ :
[a,b] — K en escalier pour laquelle || f — ¢l < €. Si on veut
ensuite une suite (@) neny ON peut par exemple choisir e =27"
pour tout n € N. Fixons donc € > 0.

a b
o Cas ou f est continue sur [a, b] : D’apres le théoréeme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b], donc il existe
un réel @ > 0 pour lequel pour tous x,y € [a,b] : |x—y| <a = |f(x)— f(»)| < €. Fixons un entier n € N* pour lequel

b-a b-a
—— <aetposonspourtout k€ [0,n]: xp=a+k .
n n

Notons enfin ¢ la fonction définie sur [a, b] par :
Vie[0,n—1], Vxelx;xisil, o) =f(x;) et @b =f(b)

Par construction ¢ est en escalier sur [a, b].
Il reste a vérifier que || f — ¢lloo < €. Or pour tout x € [a, b[, x appartient a [x;, x;+1[ pour un certain i € [0, n— 1], donc
|x — x;| < xj+1 — X; < @, donc par continuité uniforme :

If(xX) =) =|f(x)— f(x:)| <e, etcomme Cestvraipourtoutx: [ f—¢lo <e.

¢ Cas général : Soit (xo,...,X,) une subdivision de [a, b] adaptée a f. Grace au point précédent, f étant continue sur
1x;,x;+1[ et prolongeable par continuité en x; et x;;, il existe pour tout i € [[O,n— 1]] une fonction en escalier ¢; :
[x;, x;+1] — K pour laquelle pour tout x €]x;, x;+1[: |f(x) — i (x)| < &.On en tire une fonction en escalier ¢ sur [a, b] en
«accolant» ¢;,...,¢, les unes a la suite des autres, sauf aux points de subdivision o1 'on pose ¢ (x;) = f (x;) pour tout
i €[0,n]. Ainsi | f — @lleo < €.

O
En vue d'une utilisation ultérieure, remarquez bien que dans cette preuve, si f est réelle positive, ¢ I'est aussi car les valeurs

de ¢ ont été choisies comme des valeurs de f. A fortiori, dans ce cas, f estlalimite uniforme d’'une suite de fonctions en escalier
réelles positives.
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III- Construction de l'intégrale

1- Intégrale d’'une fonction en escalier

Définition 27.13 - Soit f une fonction en escalier sur [a, b] et soit o = (xp, X1, ..., X;) une subdivision adaptée a f. Pour
n-1

tout i € [0,n— 1], on note y; la valeur de f sur ] x;, x;+1[. Il est clair que la quantité Z (x;+1 — x;) y; ne dépend pas de la
i=0

subdivision o choisie. On I'appelle intégrale de f sur [a, b] et'on note f le réel

n-1 la,b]
f f=) (xix1—x)yi.
la,b]

i=0

Remarque 27.14 -

1. Géométriquement, (x;+; — X;)y; est égal a laire du y
rectangle limité par l'axe (Ox), les droites d’équa-
tions x = x; et x = x;4; et la droite d’équation
y = y;, affectée du signe + si ce rectangle est au dessus de 9
(Ox) et du signe - dans le cas contraire.

2. Pour se persuader que la somme de dépend pas de la sub- z
division choisie, il suffit de considérer la subdivision « mini-
male »associée a f. Il est alors simple de voir que la somme ne a = xp T, ¥ 3 T4 5=20
change pas lorsque I'on rajoute un point a cette subdivision.

— Proposition 27.15 - Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier

1. Linéarité : pour toutes fonctions f et g en escalier sur [a, b], et tout A, L € R,

f (/1f+ug)=ﬂf f+u g
[a,b] [a,b] [a,b]

2. Positivité: si f est une fonction en escalier positive sur [a, b], alors f f=0.
[a,b]

3. Croissance: si f et g sont deux fonctions en escalier sur [a, b] et f < g, alors f< g.
la,b] la,b]

4. Additivité des intervalles : soit ¢ €]a, b[ et f une fonction en escalier sur [a, b]. Les restrictions de f a [a, c] et [c, D]

[a,b] [a,c] [c,b]

f f‘<f 1< (b= @) flleo.
[a,b] [a,b]

5. Inégalité triangulaire et méme mieux:

Démonstration. 1l suffit a chaque fois de revenir a la définition avec une subdivision adaptée, et pour le dernier point d'utiliser
I'inégalité triangulaire dans K. O

2 - Intégrale d’'une fonction continue par morceaux

Nous avons vu qu'il existe toujours une suite (¢,) zen de fonctions en escalier sur [a, b] dont f est la limite uniforme. Par
ailleurs, on vient de définir I'intégrale d’'une fonction en escalier.
On aurait donc bien envie du coup de définir I'intégrale f[ . f comme la limite nEer b ¢, dans'idée que 'aire algébrique
sous ¢, tend vers l'aire algébrique sous f lorsque p tend vers +oo. Cette « définition » pose hélas trois problemes :

¢ Lalimite existe-t-elle?

+ Ne dépend-elle pas du choix de la suite (), ?

¢ Pour les fonctions en escalier, la limite obtenue coincide-t-elle bien avec 'intégrale du paragraphe précédent?
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Définition-Théoreme 27.16 — Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Pour toute suite de fonctions en escalier (‘Pn)neN sur [a, b] qui converge uniformément vers f, la suite ( f (pn)
[a,b] neN

converge et sa limite ne dépend pas du choix de (¢,) e converge et sa limite ne dépend pas du choix de (¢n) e

Cette limite unique est appelée 'intégrale de f sur [a, b] et notée f fou f(©)dt. En outre, si f est en escalier sur
la,b] la,b]
[a, b], cette définition coincide avec la précédente.

Démonstration.

e Soient (‘/’n)ner\l et (wn)nel\l deux suites de fonctions en escalier sur [a, b] dont f est la limite uniforme. Pour tout n € N,
d’apres les deux propriétés de I'intégrale d'une fonction en escalier déja démontrées :

I 2]
[a,b] [a,b]

)| <t o vl <=l -elt 1 -val)

Pn _Wn)

Il en découle par encadrement que SIJAMAIS les suites ( /
[

(pn) et ( f U’n) convergent, elles ont la méme
a,b] neN la,b] neN

limite, indépendante de (¢,) ,cp €t (Wn) yens-

o Il reste a montrer que la suite ( f
la,b]

neN
rang, etainsi: |@n| = [|@n—F+ fllo <Ufloo+ | f—¢n| o, <Iflloo+1, donc:

(Pn' gf |@n| gf (Iflloo+1) = (b= @) (I flloo + 1). Bornée, la suite (f
la,b] la,b] la,b

n—+oo

(pn) converge. Or lim || f—¢ul|,, =0, donc | f - x|, <1 apartir d'un certain

(pn) possede alors une suite ex-
la,b] 1 neN

Ainsi, d’apres (x) appliquée a ¢, et pg() : <Sb-a) (| f=¢nll o+ I f —Poum]l), donc

traite ( f <p9(,,)) convergente de limite ¢ d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
la,b] neN
f Pn— f Do)
la,b] la,b]
lim ¢n = ¢ par encadrement.
n—+oo [a,b)

¢ Que dire enfin si f est en escalier sur [a,b]? Nous pouvons dans ce cas poser ¢, = f pour tout n € N et aussitot

lim ||f-®n|, =0.Lalimite lim @, se trouve ainsi égale a l'intégrale f de f au sens des fonctions en
n—+oo n—+oo [a,b] [a,b]

escalier. Nos deux définitions de I'intégrale d'une fonction en escalier coincident.
O
Remarque 27.17 -
Comme pour les fonctions en escalier, f f représente l'aire algé-
la,b]
brique de la région du plan délimitée par I'axe (Ox), la courbe repré- /\
sentative de f et les droites d’équations x = a et x = b, en affectant d'un >
signe + les parties situées au dessus de 'axe (Ox) et d'un signe — les par- \

ties situées en dessous.

On vous demandera souvent de «justifier la bonne définition » de telle ou telle intégrale. Il s’agit simplement de montrer
que la fonction intégrée est continue - éventuellement par morceaux - sur le segment concerné. On notera notamment que les
fonctions continues par morceaux incluent le cas des fonctions prolongeables par continuité.

Exemple 27.18 -
Un(+¢
o Lintégrale f ¥ dz est bien définie.

0
In(1+¢
En effet, la fonction ¢ — %) est continue sur ]0, 1 ] et prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1.

.y ™ sh®r o
o Lintégrale | ——— dt est bien définie.
o l—cost
hZ
En effet, la fonction ¢ — T=cont est continue sur ]0,7] et prolongeable par continuité en 0 par la valeur 2 :
—cos
sh?t 1?

1-cost t—0 fzi r—0
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3 - Propriétés

—  Théoréme 27.19

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] a valeurs dans C.

1. Linéarité : Pour tous A, u€C: f (/1f+ﬂg)=/1f f+u 8-
[a,b] [a,b] [a,b]

][‘a,b] f‘ s j[‘a,b] 71

3. Relation de Chasles : Pour tout c € [a, D] : f f= f f+ f.
[a,b] [a,c] [c,b]

2. Inégalité triangulaire :

4. Lien avec les parties réelle et imaginaire : f f= f Re(f) +i f Im(f). En particulier, si f est réelle, son
la,b] la,b] a,

intégrale sur [a, b] est un réel.

5. Modification d’'un nombre fini de valeurs: Si f et g sont égales sur [a, b] sauf en un nombre fini de points :

Jou? =L
[a,b] [a,b]

Démonstration. Les propriétés se démontrent toutes de la méme facon. On la prouve d’abord pour les fonctions en escalier,
puis dans le cas général par passage a la limite. O

Théoréeme 27.20 — Cas d’'une fonction a valeurs réelles

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux a valeurs dans R.

1. Positivité: Si f > 0 alors f=0.
la,b]

2. Croissance: Si f < g alors f< f g
la,D] la,D]

Démonstration.

1. Le premier point se démontre en considérant une suite de fonctions en escalier positives qui converge uniformément
vers f puis en passant a la limite.

2. Comme f< g: (g—f) >0 par positivité, puis < g par linéarité.
la,b] la,b] la,b]

Remarque 27.21 - Lintégrale sur [a, b] de la fonction nulle sur [a, b] vaut 0.

Théoréme 27.22 - Intégrale nulle d’'une fonction de signe constant

b
Si f est une fonction continue sur [a, b], de signe constant sur tout le segment [a, b] et telle que f fx)dx=0,
a

alors f est la fonction nulle sur [a, b].

A ATTENTION! Continuité et signe constant sont essentiels dans la derniére assertion!

Ici, f est de signe constant et d’intégrale IT
nulle, MAIS n’est pas nulle sur tout [a, b] Ly =fx)
|

par manque de continuité. — >
a b y=fx)

Ici, f est continue et d’intégrale nulle,
MAIS n’est pas nulle sur tout [a, b] car
elle n'y est pas de signe constant.

Démonstration. On faitla démonstration dans le cadre d’'une fonction continue et positive sur [a, b].

On raisonne par contraposition : on suppose que f n’est pas partout nulle sur [a, b] et 'on démontre qu’alors f n’est pas
d’intégrale nulle sur [a, b].
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Supposons que [ ne soit pas partout nulle sur [a, b]. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) > 0. Puisque f est continue sur
[a, b], elle est alors strictement positive su un voisinage de c. Quitte a changer de ¢, on peut supposer que c €]a, b[. Comme f
est continue, il existe > 0 tel que

Vxelc—n,c+nl, f(x) > %
Alors, on a
b c-n c+n b
f f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx+f fo)dx
a a c-1n c+n
c+n
> flx)dx > 217m > 0.
c-n 2

Ainsil'intégrale de f est non nulle. Le théoréme est démontré. O
On étend a présent un chouia la notation f dans laquelle on imposait toujours a < b - on intégrait toujours « dans le

la,b)
bon sens ». Pour tous f continue par morceaux sur [a, b] et a, § € [a, b], on pose :

B B
ff=f fode={ o
a a

- f sip<a.
(B,al

Cette nouvelle notation s’utilise comme la précédente, mais attention, avec un petit changement quand méme en cas
B a B
d’'inégalités. Si f < a : U f é[ |fletsideplus f >0: f f<o.
a B a

Nous admettrons les résultats qui suivent pour gagner du temps - ils se démontrent facilement dans le cas continu a I'aide
de la formule de changement de variable, et il faut ensuite les étendre au cas des fonctions continues par morceaux.

f sia<p

— Théoréme 27.23 - Intégrale d’'une fonction paire/impaire
Soit a > 0 et f une fonction continue par morceaux sur [—a, a].
a a a
Si f est paire : fx)dx= 2[ fx)dx, etsif estimpaire: fx)dx=0.
-a 0 -a

Graphe d’une fonction paire Graphe d’'une fonction impaire

A A

i \V

— Théoréeme 27.24 - Intégrale d’'une fonction périodique

Soit f une fonction définie sur R, continue par morceaux et périodique de période T > 0. Pour tous a, b réels, on a

a+T b+T
/ f(x)dx=fb fx)dx
a

ce qui signifie que I'intégrale de f sur tout segment de longueur T est la méme.

Graphe d’une fonction périodique

A
v
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IV- Sommes de Riemann

Définition 27.25 -

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b] et n un entier
strictement positif. Si on partage le segment [a, b] en n intervalles
b— a)

n Jicfon]
on appelle somme de Riemann correspondant a cette subdivision -~
la somme “

_ gl —
aZf(a+ib a)‘
i=0 a+

de méme longueur a I'aide de la subdivision (a+i

S|boocococoos=

Remarque 27.26 —

1. On peut également choisir pour somme de Riemann la somme S/, =

ce qui revient a choisir 'extrémité de droite de chacun des segments de longueur

b— a)
a+i

pour tracer les rectangles.

2. Dans chaque cas, une somme de Riemann est I'intégrale d'une fonction en escalier sur [a, b].

—— Théoreme 27.27 — Convergence des sommes de Riemann

La suite (S;) neny des sommes de Riemann d’une fonction f continue par morceaux sur [a, b] converge vers I'intégrale de
f sur [a, b], autrement dit

11m Sn—f f)dx.

En particulier, pour toute fonction f continue par morceaux sur le segment [0, 1],

Jim s S [3)= [ e

b
Remarque 27.28 — La convergence vers f f(x)dx alieu aussi pour la suite (S,).
a

Démonstration du théoréme dans le cas particulier ot f estlipschitzienne. On suppose que f est lipschitzienne sur [a, b].
On note M un réel positif ou nul tel que

Vx,y€la,bl, |1f(x)—fWMI<Mlx-yl.

Soit n e N*.

b anl(

> f

donc en utilisant ce qui précede et la relation de Chasles,

n=1 pa+(i+1)24 n=1 pa+(i+1)22 b—a
Z[ ) f(X)dJC—Zf f(a+i )dx
a a

: : b—a ¢ b-a
i=oJati =~ i=0 n

+i 24
n=1 pa+(i+1) =4 bh—
Z[ , [f(x) —f(a+i

i=0 e

_a\ 1=l pa+l+nZe b-a
)_qu f(a+l p )dx

iz0 Ja+i e

b
f(x)dx—sn
a

a)] dx' (linéarité de I'intégrale).

+1 7

En utilisant I'inégalité triangulaire puis la majoration classique de la valeur absolue d’une intégrale, on obtient alors successi-
vement

n-1

<%

i=0

b
f(x)dx_sn

+1

[a‘”““)b [ slasi 2= dx‘



n—+oo

Maths 2025/26 Ch. 27 - Théorie de 'intégration MPSI
n=1 pa+(i+1)=4 b—a
< (x) — fla+i dx.
. . . ) .b—a . b-a
Puisque [ est M-lipschitzienne sur [a, b], on a que pour tout i € [0,n—1] et x€ |a+ i ,a+({i+1)——|,
n
‘f(x)—f(a+i _a)'<Mx—(a+i —a) <Mb_a
h n J| n
et donc par croissance de I'intégrale
a+(i+1)24 b-a a+(i+DZL b—a\?
x) — fla+i dx < M dx=M .
faﬂ'”;” ‘f( : f( n ]‘ fuﬂ'l’/‘,“ n ( n )

Ainsi, on obtient

b n-1 b-—a 2

f f(x)dx_sn gZM( )

a i=0 n

donc ) 5
b-a
f f(x)dx =S, <M( ) .
a n
: (b- @) - . : b
Comme lim M =0, par le théoreme des gendarmes, on obtient que ”11111 Sp=1] fx)dx. O
—+o0 "

Remarque 27.29 — Le cas lipschitzien inclus le cas oi1 f est de classe C'. En effet, dans ce cas, f’ est continue sur un segment,
donc bornée par théoréme des bornes atteintes, et I'inégalité des accroissements finis nous dit alors que f est lipschitzienne.

Gréce aux sommes de Riemann, il est possible de calculer des valeurs approchées d’'intégrales mais cette méthode n’est
pas trés performante (en termes de rapidité de convergence). Cependant, les sommes de Riemann sont utiles pour trouver la

limite de certaines suites.

Application 27.30 - Calculer la limite de la suite () ,en+ définie par Ve N*, u,, = Z

Méthode 27.31 —

Pour ce genre d’exercice,

,OO

Pour tout neN*, ona:

0,11 — R
olionaposé f: . 1
1+x2

b4
Donc (u,) nen converge vers 1

” n

=t +k*

il s’agit de transformer |'expression de u; pour I’écrire sous la forme

1)

ln—l ; 12
S I) e X

=1

ol f est une fonction continue. Ainsi on considére u;, comme une somme de Riemann de f entre 0 et 1.

1
. Alors, d’apres le Théoreme 27.27, (uy) nen CONVerge vers f fx)dx.
0

1S

1
0

1
f fx)dx = [arctan(x)]
0

10
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V- Lien entre intégrale et primitive

1- Théoreme fondamental de I'analyse

Dans toute cette section, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

Définition 27.32 - Soit f une fonction continue sur un segment I = [a, b] avec a < b. On appelle valeur moyenne de f

sur I le réel
1 b e
__b—afa f () dx.

Remarque 27.33 - La valeur moyenne pu de f est égale ala valeur de la fonc-
tion constante sur [a, b] qui ala méme intégrale que f sur [a, b]. Autrement K
dit, c’est la longueur du c6té du rectangle dont I'autre coté est [a, b] et qui a
méme aire que I'aire délimitée par la courbe représentative de f, 'axe (Ox)
et les droites d’équations x = a et x = b. (cf figure ci-contre)

—— Lemme 27.34 - La valeur moyenne d’une fonction continue est atteinte

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b] (ot a< b) et u= f savaleur moyenne sur [a, b]. Il existe un

b-a Jian
réel c€ [a, b] tel que f(c) =
Démonstration. Sur le segment [a, b], la fonction f est continue donc elle est bornée sur [a, b] et f([a,b]) = [ 1nf f sup f ]
la,b]
On sait que [inbf] f < f <supf (Image d'un segment par une fonction continue). Par croissance de 'intégrale sur [a b] et en
a la,b]
divisant par le nombre positif b — a, on obtient
e B ] IR
inf f < < su
b—a la,b] [a,b]f b—a [a,b|f b—a la,b] [a},)]f
c’est-a-dire [inbf] f<u<supfdoncpuce f(la,b]) et donc il existe un point c € [a, b] tel que f(c) = p. O
a la,b]

— Théoreme 27.35 - Théoréme fondamental de I'analyse

Soit f une fonction continue de I dans R et a un point de I. La fonction F, définie par:

Vxel, F,l(x):f fode

est une primitive de f sur I. C'est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration. La fonction f étant continue sur /, la fonction F, est bien définie sur I. Nous allons montrer que F, est déri-
vable en tout point x de I et que F,,(x) = f(x).
Soit x € I. Pour toutréel hnonnul telque x+ he I,ona

F, (x+ h) F, (x) (f £l di— f £ dt)

x+h

= E f(t) dt

X

Ce quotient est donc la valeur moyenne de f sur l'intervalle [x, x + h] (ou [x + h, x] si h < 0).

Comme f est continue, cette valeur moyenne est atteinte en un point ¢, compris entre x et x + h et

Fa(x+h) = Fy(x)
h

Ainsi, lorsque h tend vers 0, ¢j, tend vers x et puisque f est continue en x, f(cy) tend vers f(x). Par conséquent, la limite du
quotient précédent existe et

= f(cp) avec |cp,—x|< h

. Fa(x+h)—Fu(x)
im—mF———
h—0 h

= f(x).

11
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On a démontré que F, est dérivable en x de dérivée F[’l(x) = f(x) donc F, est une primitive de f sur I.

Il est clair que F, s’annule en a. Si G est une autre primitive de f sur I, alors il existe C € R tel que G = F, + C. En particulier,
ona G(a) = C, de sorte que G s’annule en a si, et seulement si, C = 0. Il en résulte que F, est'unique primitive de f qui s’annule
en a. O

— Corollaire 27.36 — Primitives des fonctions continues

1. Toute fonction continue sur un intervalle posséde des primitives sur cet intervalle.

2. Soit f une fonction continue sur I et a € I. Pour toute primitive F de f sur I,

X
Vxel, / f() dt = F(x) - F(a).
a

X
3. Soit f une fonction de classe C! sur I et a € I. Pour tout x € I, f(x) — f(a) =f £ de.
a

Démonstration.
1) Evident avec le théoréme précédent.

X
2) D’apreés la preuve du théoreme précédent, pour tout x € I, F(x) = F,(x) + F(a), i.e F(x) = f f(t) dt + F(a) et le résultat en
a

découle immédiatement.
3) C’est une conséquence du point précédent, f étant une primitive de f” sur I. O

Le calcul de I'intégrale d'une fonction continue sur un segment se ramene, a chaque fois que c’est possible, a la recherche
d’une primitive de cette fonction. Dans certains cas, I’expression d’'une primitive peut étre tres compliquée et il se peut aussi
gu’'une primitive ne puisse pas s’exprimer a 'aide des fonctions usuelles, il faut alors définir de nouvelles fonctions (cf. la
définition du logarithme népérien).

Méthode 27.37 - Montrer qu'une fonction définie par une intégrale est de dérivable et calculer sa dérivée
On considere deux fonctions u et v définies sur I et f une fonction continue. On s’intéresse a la fonction ¢

définie sur I par
v(x)

Q:x— fyder
X)

u(

Puisque f est continue, elle admet une primitive F. On a alors, pour tout x € I,

O{) @) = [FI400) = Fw(x) - Fu(x).

Si u et v sont dérivables sur I, comme F est dérivable aussi sur I (en tant que primitive), on obtient avec la
formule de dérivation d'une composée,

@' (X)) =v' ) F'(vx)-u'(x)-F(ux)

d v 1 !
— f@dr=vx)-fwx)—ux)-flulx)
dx u(x)
s * elde P 1 s .
Exemple 27.38 — On consideére ¢ : x — définie sur R. Montrer que ¢ est de classe C~ et donner I'expression
-x V1+ 12

de sa dérivée. ,

La fonction g: f — est bien définie sur R et y est continue par opérations sur les fonctions continues. Ainsi, g a

1+ 2
des primitives sur R. Notons G une de ces primitives. Alors pour tout x € R, on a
=" <L _Gw-cen
Q) = =Gx)-G(—x
-x V1+12
G est de classe C! sur R, donc ¢ est de classe C! surR et pour tout x € R,
@) =G xX)+G(—x)=gx) +g(-x) = ere”
Vit

12
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cos(x)

Exemple 27.39 — Pour tout réel x, on pose f(x) = f exp(Arctan(t® + 1)) dt.
sin(x)
Montrer que f est correctement définie sur R, dérivable, et calculer sa dérivée

La fonction g : t — exp(Arctan(¢® + t)) est bien définie sur R et y est continue car c’est une composée de fonctions
continues sur R. On en déduit que f(x) est bien défini quel que soit x réel.
Ainsi, g a des primitives sur R. Notons G une de ces primitives. Alors pour tout x € R, on a

cos(x)
f exp (Arctan(£? + 1)) dt = G(cos(x)) — G(sin(x))
S

in(x)

G, cos et sin sont définies et dérivables sur R, donc f est aussi dérivable sur R et

f!(x) = —sin(x) g(cos(x)) — cos(x) g (sin(x)).

VI- Formules de Taylor

1- Laformule de Taylor avec reste intégral

—— Théoréme 27.40 - Formule de Taylor avec reste intégral

Soit 1€ N et f une fonction de classe C"*! sur I. Pour tous réels a et b dans I,

f(b) = Z(b k,“ * P+ f (b- f("“)(t)dt
k=0 :

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur n. Pour tout n € N, on note ., la propriété : «pour toute
fonction f de classe C"*! sur I et tous réels a et b dans I,

f(b) Z (b d) f(k)( ) + f (b f(n+1)(t) dt.»

k=0

e Hp est vraie : si f est de classe C'ona déja vu que pour tout a et b dans I,

(b

fb) —f(a)+fbf’(t) dr = i Mf””(awrf
- a = a

« Soit 1 € N et supposons que H,, est vraie. Soit f une fonction de classe C"*2 sur I et soit a et b deux réels dans I. La
fonction f est en particulier de classe C"*! sur I et on peut utiliser 'hypothese de récurrence :

f(b) Z f(k)( )+ f (b f(n+1)(t) dr.

On integre par parties le terme complémentaire (la fonction 1 étant de classe C! sur I) :

_ pn+l b b _ pn+l
f B=0" ey dt_[ Gl r)] . f (b=0"" gy gy
a a

(n+ 1! (n+ 1!
(b-a) n+1 (n+1) b (b— t)n+l (n42)
oo @), o 0
etle résultat est démontré aurang n + 1. O

13
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—— Théoréeme 27.41 - Formule de Taylor avec reste intégral en 0

Soit I un intervalle contenant 0. Soit 7 € N et f une fonction de classe C"*! sur I.

n £k X(x—p"
Pourtoutxel,  f(x)=), ka+f uf("“)(zf) dr.
= K 0 n!

Exemple 27.42 — En appliquant a la fonction cosinus la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 2, montrer que
2

X
Vxe[-mm], cos(x) >1— = En appliquant a la fonction cosinus la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2, on
obtient : Pour tout x € R,

2 X _ 2
cos(x)=1-— z +f Sl sin(¢) dt.
2 0 2

Comme la fonction sinus est positive sur [0; ] et négative sur [—; 0],

Vxe|[-mmn], f
0

X 2
(xzt) sin(f) dt >0

ce qui donne :
2

X
Vxe€[-m, ], cos(x) >1— ?

2 - Inégalité de Taylor-Lagrange

La formule de Taylor avec reste intégral est exacte mais le reste intégral n’est pas trés maniable. Or il nous suffit souvent de
connaitre une majoration du reste. C’est ce que donne I'inégalité de Taylor-Lagrange.

—— Théoréeme 27.43 - Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f une fonction de classe C "lgur Iet (a,b) € I%.Si M est un majorant de |f ("“)I sur le segment d’extrémités a et b,
alors .
(b a)* Ib —al"™

f(k)( )| <

’f(b) — k! (n+1)!'

Démonstration. C’est un corollaire de la formule de Taylor avec reste intégral. Supposons que a < b. Si 'on applique cette
formule a f sur I, on obtient :

= O | [ e

k=0
b b
< (_ f(”+1)(t)|dt
n!

a
bb_[n
ng( )d
a n!

[_ (b_ t)l’H—l b
(n+1)!
|b_a|n+l

(n+1)! °

a

Le cas ol b < a se démontre de facon similaire. O
Remarque 27.44 - Comme f est de classe C"*! sur un segment dans le théoréme précédent, I'existence de M est assurée. On

peut choisir en particulier M = sup|f e+
la,b]

14
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—— Théoreme 27.45 - Inégalité de Taylor-Lagrange en 0

Soit I un intervalle contenant 0. Soit f une fonction de classe C"**! sur I et x € I. Si M est un majorant de | f"*V| sur le
segment d’extrémités 0 et x, alors
|x|n+1

ok
|fm_kgoﬁf o) <M

Exemple 27.46 — Appliquons I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 3 a la fonction sinus :
3 4

X X
VxeR, |sin(x) X+ E| < Ph puisque : YueR, |sin(4)(u)| =|sin(u)| < 1.

— Corollaire 27.47 - Développement en série entiére de exp
n xk
Quel que soit le réel x, la suite ( Z —) est convergente et sa somme est égale a exp(x), ce qu'on peut écrire :
neN

i=o k!

Démonstration. Montrons que pour tout x € R,

La fonction exponentielle étant de classe C* sur R, on peut lui appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a n'importe quel
ordre en 0. Soit x € R. Pour tout n € N,

six>0 vyel0,x], lexp"V(y)=le’|<e"

<e
six<0  Vyelxo0], lexp™V(pi=le¥|<1

Dans tous les cas, en notant I le segment d’extrémités 0 et x, ona: Vy € Iy, |exp(”+”(y)| < M ol M = max(e*, 1). Linégalité
de Taylor-Lagrange donne donc pour tout n € N,

n xk W n xk |x|n+1
X X
e — — exp (0)’: e’ — —‘<M— .
,;0 k! ,;) kST (n+ 1)
Le second membre de cette inégalité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo d’ ot le résultat. O
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