23 | Espaces vectoriels

Supposé qu’Euclide et ses prédécesseurs aient considéré le triangle comme une moitié de carré ou, mieux, d'un parallélogramme :
ils auraient été immédiatement conduits au vecteur, c’est-a-dire a la structure de 1'espace comme espace vectoriel.

Michel Serres, philosophe et historien des sciences (1930-2019)

Le concept de linéarité a déja été introduit de maniere informelle dans le Chapitre 12 consacré aux équations différentielles
linéaires. De maniére générale, nombreux sont les problémes, que ce soit en mathématiques, physique, économie, vérifiant le
principe suivant : « si u et v sont deux solutions, alors Au + v est également solution pour tout A e R ou C. »

Ce type de probleme amene assez naturellement a introduire la notion d’espaces vectoriels. Le nom provient de 'ensemble
le plus simple a visualiser, celui des vecteurs du plan ou de I'espace. Vous savez qu’il est possible d’additionner deux vecteurs
mais aussi les multiplier par un réel 1. De la méme maniere, nous avons vu qu’il était possible d’additionner deux fonctions
ou bien les multiplier par un réel et I'objet obtenu est encore une fonction. Méme chose avec les polyndmes, les matrices, les
suites...

Lintérét de I'étude des espaces vectoriels est de dégager les propriétés communes que partagent ces ensembles pourtant
tres différents. Nous obtiendrons ainsi des théorémes généraux qui s’appliqueront aussi bien aux vecteurs du plan, de ’espace,
aux fonctions, aux polynomes, ..

Le structure d’espace vectoriel est un nouvel exemple fondamental de structure algébrique - apres les groupes et les an-
neaux. Cependant, alors que vous n’aviez que peu de choses a savoir sur les groupes et les anneaux, vous en saurez bientot
beaucoup sur les espaces vectoriels, dont la théorie est appelée 1'algebre linéaire.

Dans ce cours, sans surprise, K désigne R ou C. Ceci étant dit, tous les résultats présentés demeurent vrais sur un corps K
quelconque.

I- Structure d’espace vectoriel

1 - Définitions

X1 N
Exemple 23.1 — On considere E = M3 ;(K). Soient x = | xo | € Eet y=|y2 | € E avec x1,x2,X3,)1,V2, V3 €K et L € K,
X3 Y3
calculer:
xX+y
X1 i X1+ 0
X+y=|x2|t|)2|= X2+ )2
X3 V3 X3+ Y3
A-x
X1 /lxl
A-x=A- X2 | = /1)62
X3 /1X3

On constate que x + y € E. On dit que + est une loi de composition interne sur E. On constate que A - x € E. On dit que -
est une loi de composition externe sur E.

Définition 23.2 — Soit E un ensemble non vide.
On dit que la loi + est une loi de composition interne sur Esi: V(x,y)€ E> x+yeE.
On dit que la loi - est une loi de composition externesur Esi: Vxe€E VAleK A-xeE.

Exemple 23.3 - Si on se place sur E = M, (K), nous avons défini une loi de composition interne + et une loi de compo-
sition externe dans le Chapitre 17. En effet,

V(M,N) e M,(K)?, M+ Ne M,(K) et VYAeK,A-M=AMe M,(K).
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Dire qu'un ensemble E est un espace vectoriel, c’est mettre une loi externe et interne sur E tel que ces deux lois vérifient
un certain nombre de propriétés.

Définition 23.4 — On appelle K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur [, ou tout simplement espace vectoriel, tout
triplet (E, +, ) vérifiant les propriétés suivantes :

e (E,+) est un groupe commutatif dont I'élément neutre est noté Or ou 0 et appelé le vecteur nul de E. Autrement

dit + est une loi de composition interne sur E qui satisfait les propriétés suivantes :

— pourtousx,y€E: x+y=y+x,

— pourtous x,y,z€ E: x+(y+2)=x+y) +z

— pourtoutx€eE: x+0p=0g+x=x,

— pour tout x € E, il existe y € E qui vérifie: x+ y = y+ x = 0g, (y est appelé opposé de x et noté —x)
o Laloi de composition externe - satisfait les propriétés suivantes :

— pourtoutxeE: 1-x=x,

— pourtousx,ye EetAeK: A-(x+py)=A-x)+A-y),

— pourtousxe€ Eet AL, peK: A+ -x=QA-x)+(u-x),

— pourtousxe€ Eet A, peK: A-(u-x)=Apw - x.

Le corps K est appelé corps de base pour E.

Remarque 23.5 -
e Lorsque E est un espace vectoriel, les éléments de E sont appelés les vecteurs et les éléments de K les scalaires.

¢ La tradition veut qu'on ne mette pas de fleches sur les vecteurs d'un espace vectoriel quelconque. On continue cepen-
dant d’en mettre quand on fait de la géométrie classique dans le plan et dans I'espace.

« Lélément neutre Og (souvent noté simplement 0 mais a ne pas confondre avec zéro) est appelé vecteur nul, il est présent
dans tout espace vectoriel.

« Le symbole - qui se trouve entre un scalaire et un vecteur est la plupart du temps omis, comme c’est le cas par exemple
lorsqu’on multiplie une matrice A parunréel 2 : on écrit 2A et non 2 - A.

— Proposition 23.6 - Regles de calcul dans un espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Pourtousxe Eet 1 eK: A-x=0 < A=00ux=0g.
2. Pourtoutxe E: -x=(-1)-x, ou-xestl’'opposéde x dans E.
Démonstration.

1. Trois étapes. Soient x € Eet A € K.
e Soitxe E.Alors0-x=(0+0)-x=0-x+0-x.
De plus, tout vecteur de E posséde un opposé, donc :

0Op=0-x+(-0-x)=(0-x+0-x)+(-0-x)
=0-x+0-x+(-0-x))=0-x+0g=0-x

e Soit A € K. Alors, A- O = ' (O +0p) = A 0+ A- Og.
De plus, tout vecteur de E posséde un opposé, donc :

OEZ/I~OE+(—/1'OE)Z(A'OE+/1~OE)+(—/1~OE)
:/1~OE+(A-OE+(—/1-OE):/1~OE+OE:/1~OE
SiA 0 A#0 1 (1 /1) ! A-x) ! 0 0
° . — ] : = . =|— x . _ — . —_- — i 7.
il-x=0gavec X X 1 X 1 X 7 0E =0k

2. PourtoutxeE: x+(-1)-x=1-x+(-1)-x=(1-1)-x=0-x=0g, donc—-x=(-1)-x.
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Exemple 23.7 — Dans I'ensemble R? :
. (IRZ, +) est bien un groupe commutatif, comme déja vu dans le chapitre 14.

e Six=(x1,x)€ R? et « € R, on définit a - x comme (ax1,axp) € R%. 11 s’agit bien d'une multiplication externe, qui
vérifie les propriétés :

1. pour tout x = (x1,x2) € R? et pour tout (a, B) € [RZ,

(@+P)-x=((a+P)x1, (@+ P)x2) = (ax; + fx1, axz + fx2)
= (ax), axz) + (Bx1, fxz) =a-x+f-x

2. pour tout x = (x1, Xx2) € R?, y = (y1,72) € R®etaeR,

a-(x+y)=a(xi+y,x2+y2) = (ax +ay, axz +ays)
= (ax;,ax2) + (ay1,ay2)=a-x+a-y

3. pour tout x = (x1, x2) € R? et pour tout (a, B) € IR?Z,
a-(B-x)=a-(Bx1,Bx2) = (afx1,afxz) = (@pP)-x

4. pour tout x = (x1,x2) € Rz,l-x: (X1, x2) = x.

Donc (R?, +,) est un espace vectoriel sur R, ou R-espace vectoriel.
De la méme maniére, on pourrait remplacer R par C dans tout ce qui a été fait ci-dessus. Ainsi, (Cz, +,+) estun C-espace
vectoriel, avec les lois + et - définies de maniere analogue a ce qui a été fait pour R?.

Exemple 23.8 — Pour tout corps K, (K, +, x) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Cela résulte directement de la définition des corps. Il suffit de considérer la multiplication x sur K
comme un loi de composition EXTERNE . On obtient alors toutes les propriétés voulues sans aucun travail. O

Lexemple 23.7 se généralise facilement via la notion d’espace vectoriel produit.

—— Théoreme 23.9 — Espace vectoriel produit

Soient Ej,..., E, des K-espaces vectoriels. Le produit E; x ... x E, est un groupe commutatif pour la loi + définie pour
tous (x1,..., Xz) €t (y1,...,¥n) € E1 x... x E, par:

(X1, eees X)) + (V1o V) = (X1 + Y1, X+ Vi)
On le munit d'une loi externe - en posant pour tous A € K et (x1,...,X;) € E] X...x Ej; :
Ae(xX, o X)) =A-x1,..,4-x).

Le triplet (Ej x ... x Ep, +,-) est alors un [K-espace vectoriel. Ici:  0g, x..xg, = (0g,,---,0E,).

Démonstration. Le produit (E; x... Ey, +) estun groupe d’apres le Théoréme 14.28 sur les groupes produits. Nous nous conten-
terons de deux axiomes concernant la loi de composition externe. Pour tous A € K et (xl,...,xn),(yl,...,y,,) € Eyx...xE,:
1-(x1,...,xp)=00-x1,...,1-x,) = (x1,...,x,) et:

A (1o, X))+ (V10 yn)) = A (14 11, Xn+yn) = (A (14 01) o A (X0 + yn))
=(Ax1+ Ay A X+ A X)) = (A X1, A X)) + (A Y1, A )
:/1'(x1y~--,xn)+/1'(J/1,~~-)J/n)

n termes

. . ’_/% .
En particulier, K" = K x ... x K est un [K-espace vectoriel pour tout n € N.
Nous retrouvons ici le cas des vecteurs du plan avec R® (cf exemple 23.7) et celui des vecteurs de I'espace avec R>.
Par exemple: (1,4,-3)+2-(0,2,5)=(1,8,7).
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2 - Espaces vectoriels de référence

Exemple 23.10 -

1. Les ensembles M ;(K), My 1(K), M3 (K) et My, (K) avec les lois + et - définies dans le Chapitre 17 sont des
[K-espaces vectoriels.
Plus généralement, pour n et m e N, M, ,,(K) est un K-espace vectoriel.

0 X1 —X1
Par exemple, pour M3 ; (K), 'élément neutre est la matrice nulle | 0 | et 'opposé de x = | x2 | est —x = | —x2 |.
0 X3 —X3
2. On a déja vu que pour tout n € N*, (K", +,-) est un espace vectoriel.
3. Lensemble des polynémes (K[X], +,-) est un espace vectoriel.
L'addition de polynomes et la multiplication par une constante ont été définis dans le Chapitre 19.
Lélément neutre est le polynome nul P = 0.
Lopposé d’'un polynéme P = a,x" +a,_1 X" +...+ a; x+ag estle polynome —P = —a,, x" - an X" = .~ a1 x—ay.

4. L'ensemble des suites ([KN, +,-) est un K-espace vectoriel.
Lélément neutre est la suite nulle.
Lopposé d'une suite (i) nen €St la suite —(u4,,) pen = (— Un) nen-

5. L'ensemble des fonctions de I dans R (resp. de classe C k) (FU,R), +,-) (resp (C s (I,R), +,) est un espace vectoriel.
L'élément neutre est la fonction nulle f = 0.
Lopposé d'une fonction f estla fonction — f définie par Vx € I, (— ) (x) = — f(x).

Exemple 23.11 - (N, +,-) N’ESTPAS un espace vectoriel.

1 3
En effet, par exemple, pour x=3eNet A = > eER, Ax= B ¢ N.

Remarque 23.12 - Nous avons vu que C? est un C-espace vectoriel. Puisque la multiplication d’un complexe par un nombre
réel reste un nombre complexe, C? est également un R-espace vectoriel (mais R? n’est pas un C-espace vectoriel!). Attention
toutefois, ces deux structures sont bien différentes, comme nous le verrons plus tard.

—— Théoreme 23.13 — Espaces vectoriels d’applications

Soient X un ensemble non vide et E un K-espace vectoriel. Lensemble EX est un groupe commutatif pour la loi + définie
pour tous f, g € EX par:
VxeX, (f+g)x) =f(x)+g).

On le munit d'une loi externe - en posant pour tous f € EX et A€ K: Vxe X, (A-f)(x)=A-(f(x)).Le triplet (EX, +,7)
est alors un K-espace vectoriel. Ici, 0gx est'application nulle x — O de X dans E.

Démonstration. Le fait que (EX, +) soit un groupe a déja été vu dans le Chapitre 14. Nous nous contenterons de deux axiomes
sur les quatre pour la loi externe. Soient A€ K et f,g€ EX. Alors1- f = f carpourtoutx€ X: (1-f)(x)=1-(f(x) = f(x), et
A-(f+g=A-f+A-gcarpourtout xe X :

A+ =A2-(f+@@)) =2 (f(X) +g(x) = A- (f () + A-(g(x) = (A- /H(x) + (A~ ) ().
O

Ce théoréme justifie en particulier que pour tout intervalle I, 'ensemble R’ des fonctions de I dans R, et que I'ensemble
des suites réelles RN, sont tous les deux des espaces vectoriels.

3 - Combinaisons linéaires de vecteurs

Définition 23.14 — Soit (E, +,-) un [K-espace vectoriel et (x, ..., X;) une famille de n vecteurs de E (n > 1).
On dit qu'un vecteur u de E est une combinaison linéaire des vecteurs xy, ..., x, s’il existe A,...,1,, dans K tels que

u=Mx1+Arx2+---+Apxy.
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Exemple 23.15 -
1. Le vecteur nul est une combinaison linéaire de n'importe quelle famille de vecteurs.

2. On se place dans un K-espace vectoriel (E,+,). Soient u et v deux vecteurs de E. Alors, u, —v, 2u —4v sont des
combinaisons linéaires de u et v.

3. Dans le R-espace vectoriel (R%,+,), le vecteur (3,—-2,4) est une combinaison linéaire des vecteurs i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) et k= (0,0,1) car
(3,-2,4)=3-i—2-j+4-k.

4. On se place dans le R-espace vectoriel (R[X], +,-). Alors le polynome 2X” +3X* — X3 + X — 8 est une combinaison
linéaire des polynomes X, X8, x°, x* x3 X2 X, et1car

2X 43X - X3+ X-8=2-X"+0-X5+40-X°+3-X*+(-1)- X3+0-X?+1- X+ (-8)- 1.

(1 2 2 (7 10
Exemple 23.16 - DansMg(R),onposeA—(3 4) etB=A —(15 22).

B est-elle une combinaison linéaire de A et I, ?

1 2
B est une combinaison linéaire de Aetly < JA, ueR, B=AA+ul, < JL, ueR, (175 22) = (/l;lu a1 i ,u)
A+p = 7 no= 2
20 = 10 A = B
— I uUER, 31 = 15 — JLueR, 0 = 0
A+p = 22 0 = 0

Ainsi, A® est une combinaison linéaire de A et I» (et on a A% =5A + 2I,).
Exemple 23.17 - Dans CN, on pose u = (nz)neN, V= (1)nen €t W = (1) yeN-
u est-elle une combinaison linéaire de v et w?

u est une combinaison linéaire de v et w <= 3N, ueC, u=Av+puw
<~ JA,peC, VneN, n® =A+un
S’il existe A, u € C, telsque Vn e N, n=A+ un, alors en prenant 7 =0, ona A =0, puis en prenant n =1, ona g =1. On

adonc que Vn €N, n® = n, ce qui est faux (par exemple pour 7 = 2).
On arrive donc a une absurdité, il n’existe donc pas A, p € C tels que u = Av + pw.

ATTENTION! (Péché d’identification)

n
A En général : 3 Akxi =
k=1

Par exemple: (1,1) +2(0,1) +2(1,0) = (3,3) =2(1,1) + (0, 1) + (1, 0).

¥
Y ugxp == A= pourtout k€ [1,n].
k=1

n
Méthode 23.18 — Pour vérifier que x est combinaison linéaire de (e}, e2,--, ep)

'Q'o 1. On peut en trouver une a I'ceil ou grace a une astuce.

2. Sinon, on procede par identification pour trouver les A; et on résout le systeme correspondant.
Attention, il est possible de ne pas trouver de combinaison linéaire!

-1 -3
Exemple 23.19 — Dans M3 ; (R), on considére les vecteurse; = | 2 |,e2=| 5 |etes=| 1
0 1 -2
1
Montrer que x = | —1 | est combinaison linéaire des vecteurs de la famille (e;, e, e3).
1
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X est combinaison linéaire de la famille (e, ez, e3) si et seulement si il existe 11,12, 13 € R tels que

X = /1161 +/12€2 +13€3.

1 —1 -3
Cette relation s’écrit : —1|=2A1] 2 |+A2] 5 |+A3| 1 |. Cela est équivalent au systeme :
1 0 1 -2
- - 3A = 1 A1 - 34 = 1
) { 24 + 5 + A3 = -1 L. ii”z ~ A o+ A3 = 1
Aoy — 23 = 1 A — 213 = 1
-1 - 3\ = 1
Ly —Ly+ L
3 (:Z) 3 — Ao + A3 = 1. Le systeme est alors échelonné et on sait le résoudre :
- A3 = 2

A3=-2, Ap=A3—-1=-3, A;=-31,-1=8.

On vérifie bien que 8e; —3ey —2e3 = x.

Exemple 23.20 - Dans R[X], montrer que P(X) = 2X? — X + 3 n'est pas une combinaison linéaire de P; (X) = (X —1)% et
de P»(X) = X.
Raisonnons par 'absurde et supposons qu'’il existe (11, 12) € R? tels que P = 11 Py + A, P,. Cette égalité s’écrit :

D2 = JX 4= P = D08 =12 4= A K.

En évaluant en 0 et 1, cela nous donne alors : 3=A1etd=27A,.
Or 3P (X) +4P5(X) =3X?-2X +3, ainsi 2X? - X +3=3X2-2X +3.
Absurde. Le polyndme P n’est donc pas combinaison linéaire de P; et de P.

Définition 23.21 — On dit qu’'une famille d’éléments de KK indexée par I est presque nulle si tous ses éléments sont nuls
SAUF UN NOMBRE FINI D’ENTRE EUX.

Certains auteurs notent K" 'ensemble des familles presque nulles d’éléments de K indexées par I, mais cette notation
n'est pas au programme donc on ne I'emploiera pas ici. Ne la confondez pas en tout cas avec la notation k! qui désigne
I’ensemble de toutes les familles d’éléments de K indexées par I.

On se contentera dans ce cours de « phrases » du type : « V(/ll-) ek! presque nulle» ...

iel

Définition 23.22 — Soient E un espace vectoriel et (x;);c; une famille de vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire

de (x;) ;e tout vecteur de E de la forme Z Aix; ol (A;);es est une famille PRESQUENULLE d’éléments de K.
iel

Exemple 23.23 - Placons nous dans le cadre du R-espace vectoriel des fonctions de R dans R, noté R®. Alors, une
combinaison linéaire de la famille (f3), g o0 f1 : x — e'* est une fonction de la forme

n
=Y Afr, ouneN et (Ag...,A,)eR"
k=0

Nous pourrons maintenant parler des combinaisons linéaires d'un nombre INFINI de vecteurs, mais chacune de ces com-
binaisons linéaires reste fondamentalement une somme FINIE . Les vraies sommes infinies n’ont aucun sens sans une notion
de passage a la limite adéquat.

Exemple 23.24 - K[X] est 'ensemble des combinaisons linéaires de la famille (X k)k N
&

A ATTENTION! Pour un nombre FINI de vecteurs, pas besoin de familles PRESQUE NULLES de scalaires!
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II- Sous-espaces vectoriels

1 - Définition et caractérisation

Dans toute cette partie, F désigne un sous-ensemble de E.

Définition 23.25 - Soit E un espace vectoriel. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F est un espace vectoriel
etsiFcE.

Exemple 23.26 — {0y} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

— Théoreme 23.27
F est un sous-espace vectoriel de E (en abrégé : s.e.v.) si et seulement si F est une partie non vide de E telle que :

e V(x,y)€EF? x+yeF (onditque F est stable pour I'addition)

e VleK VxeF A-xeF (onditque F eststable pour la multiplication par un scalaire)

Démonstration.

¢ Supposons que F est un sous-espace vectoriel de E. Alors, F est un espace vectoriel donc il contient au moins un vecteur
(le vecteur nul) et il est inclus dans E, donc F est une partie non vide de E.
De plus, puisque F est un espace vectoriel, il est stable par addition et multiplication par un scalaire. Le sens direct est
donc démontré.

¢ Réciproquement, on suppose que F est une partie non vide de E, stable par addition et par multiplication par un scalaire.
Soient x, y € E. Alors, (—1).y € F (stabilité par multiplication par un scalaire). Or, —(1).y = —y (Proposition 23.6), donc
—y € F. Ainsi, x— y = x+ —(y) € F (stabilité par addition). En particulier, 0 = x — x € F. Donc, (F,+) est un sous-groupe
de (E, +) (caractérisation des sous-groupes, Théoreme 14.33) donc c’est en particulier un groupe.
Par ailleurs, - est une loi de composition externe sur F par stabilité par multiplication par un scalaire. Et cette loi vérifie
bien, sur F, les axiomes de la définition d'un espace vectoriel, puisqu’elle les vérifie sur E et que E c F.
Ainsi, (F,+,-) est un bien un espace vectoriel, qui plus est inclus dans E. Donc, c’est bien un sous-espace vectoriel de
(E,+,°).

O

Remarque 23.28 — Une des manieres que vous utiliserez en pratique pour démontrer qu'un ensemble est un espace vectoriel
sera de montrer qu’il est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel connu.

— Corollaire 23.29
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
e« FCE « F£¢ e VAeK V(x,y)eF? Ax+yeF
Démonstration.

¢ On suppose que F est un sous-espace vectoriel de E. Alors, d’apres le Théoréme 23.27, F est une partie non vide de
E donc les deux premiers points du Corollaire 23.29 sont vérifiés. Soient maintenant x et ye Eet Al €K, ona Ax € E
(stabilité par multiplication par un scalaire, Théoréme 23.27) et donc Ax + y € E (stabilité par addition, Théoréme 23.27).

» Réciproquement, si F vérifie les trois points du Corollaire 23.29, alors F est une partie non vide de E, stable par addition
(en prenant A = 1) et par multiplication par un scalaire (en prenant y = 0g). Donc, F est un sous-espace vectoriel de E
d’apres le Théoreme 23.27.

O
Remarque 23.30 — En général, pour montrer que F est non vide, on vérifie que Og appartient a F.

C’est TOUJOURS le résultat précédent qu’il faut utiliser pour montrer qu'une partie d'un espace vectoriel en est un sous-
espace vectoriel. Si on utilisait la DEFINITION des sous-espaces vectoriels, on serait obligé de vérifier beaucoup d’axiomes dont
la CARACTERISATION fait ’économie.
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Par ailleurs, pour montrer qu'un ensemble muni d’'une addition et d'une multiplication par un scalaire est un espace vec-
toriel, il suffit souvent de montrer qu'’il est sous-espace d'un autre espace vectoriel connu.

Exemple 23.31 - Considérons le systéme linéaire :

0
0

X1 + 2x — X3
(S)
-XxX + X2 + X3

Les solutions de (S) sont les triplets (x1, X2, x3) € R® vérifiant les deux équations du systeme. La résolution d’un tel sys-
téme est bien connue : elle se fait par la méthode du pivot de Gauss. Montrons que I'’ensemble des solutions S de ce
systéme est un sous-espace vectoriel de R>.
Par définition :
X1 + 2x - x3 = 0
=<(x1,Xx2,x3) € R®
S{(lzg) l{—x1+ Y + %

Il
(=]

« On a clairement S c R3.

o Le vecteur nul (0,0, 0) est solution de (S) donc (0,0,0) € S. Ainsi S # @.

o Soit X = (x1,x2,x3) €S et Y = (y1,)2,¥3) €S alors pour tout A € R, montrons que A X +Y € S, c’est a dire que A X + Y
est solution du systéme.

On calcule AX + Y = (Ax1 + y1,Ax2 + y2, Ax3 + ¥3) := (21, 22, 23).

Puis, on vérifie que (z1, 22, z3) est solution du systéme :

* Montrons que (z1, 22, z3) Vérifie bien la premiére ligne du systéme :

z1+22p — 23 = Ax1 + 1 +2(Ax2 + y2) — (Ax3 + ¥3)
=A(X1+2Xz—X3)+y1+2y2—y3
=Ax0+0=0.

* De méme, on montre que (z;, 2, z3) vérifie bien la deuxieme ligne du systeme :

—21+22+23 = —(/1)61 +y1)+ (/1)(,'2+yg)+ (/1)63-1—_)/3)
=A=x1 + X2+ x3) + (=y1+ y2 + ¥3)
=Ax0+0=0.

Nous venons donc de montrer que (21, 22, z3) est solution du systeme donc (z;, 22, 23) € S et donc S est un sous-espace
vectoriel de R.

2- PLEIN d’exemples a connaitre et savoir refaire

¢ Méthode : Soit n > 1. On se place dans le R-espace vectoriel (R”, +, ).
Soit’ensemble F = {(xl, X)) ERY X+ X4+ Xy = 0}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R".
> F est bien une partie de R”.
> Le vecteur nul de R” est Og» = (0,0,...,0). Comme 0+0+---+0=0, Ogn € F.
> Soient u = (x1,X2,...,X,) EF, v=(¥1,¥2,..,yn) € Fet LeR.
Alors, d’apres les définitions,

Arut+v=2A-(x1,X2,...,X5) + (Y1, ¥2,--, Yn)
= (/lxl,/lxz;---,/lxn)+(,V1yJ/2,~--:}/n)
=Ax1+y1,Ax2+y2,..., AXn + yi)

Axy + YD)+ A2+ y2) + o+ AXp + V) = Ax] + Axg + -+ Ax) + (1 + Yo+ + V)
=/1(x1+x2+~--+x,l)+(y1+y2+...+yn)
=1-0+0=0

DoncA-u+veF.
F est bien un sous-espace vectoriel de R”.
e Onpose F, = {(x,y,2) € R® | x +2y+z = 1}. F est-il un sous-espace vectoriel de R*?
F, est-il bien une partie de R*?2 Oui
Ops € F>? Non, car Ogs = (0,0,0) et 0+2 x0+0 # 1, donc Ogs ¢ Fo.
F, n'est donc pas un sous-espace vectoriel de R>.
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e On considere F3 = {P eR[X] | P(0) = 13(1)}. Montrons que F3 est un sous-espace vectoriel de R[X].
> F3 cRIX].
> Le vecteur nul de R[X] est le polyndme nul qu’on note 6. 6(0)=0etH(1) =0doncO(0) =0O(1) et € Fs.
> Soient A € R, B,Q € F3. Montrons que AP + Q € F3, c’est a dire que }L’PTQ(O) = }L’PTQ(I).

AP+Q(0) = AP(0)+ Q(0) = AP(1) + Q(1) = AP + Q(1).
Donc AP + Q € F3 et F3 est bien un sous-espace vectoriel de R[X].

« Soit n € N Montrer que K, [X] est un sous-espace vectoriel de (K[X], +,-).
> K,[X]cKI[X].
> Le polynéme nul est de degré —oo, donc inférieur a n. Donc il appartient a <, [ X].

> On a déja montré dans le cours sur les polynomes que K, [X] est stable par addition et par multiplication externes
(grace aux relations sur le degré).

Donc K, [X] est un sous-espace vectoriel de (K[X], +,).

e Soit Fy = {(u,,) neN € RV |VneN, Upio + Uy = uo}. Montrer que F4 est un espace vectoriel. On notera donc qu'’ici les vec-
teurs sont des suites.

> FycRY,
> Soit (0,,) nen la suite nulle. Alors, pour tout ne€N, 8,42 +60,, =0+0=0=0y. Donc (0,) nen € Fi.
> Soient u et v dans F4, A € R. On note w = Au+ v. Montrons que (W) nen € Fy.

SoitneN,

Wh2 + Wy = (Alpi2 + Upe2) + (Alty + vy)
= Aupt2 + Vppo + AUy + vp
= AMups2 + up) + (Vpi2 + Up)
= /lu() + Vg

= Wy.

Donc (wy) nen € Fy. Fy est bien un sous-espace vectoriel de RV,
« Soit n € N*. On considere 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C qui sont symétriques. C’est a
dire S, = {M eEM,OC) | M= tM}. Montrons que S, est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel (M (C),+,-).
> S, c M, (0.
> Sil'on note Z la matrice carrée nulle de taille n x n,ona “Z =2 donc Z€ S,,.
> Soient A€ C, A,B€ S;,. Montrons que A- A+ BE€S,,.

"MA+B)='AA)+'B par propriété de la transposition
=A('A)+'B par propriété de la transposition
=)AA+B car'A=Aet'B=B

Donc AA+BE€S,.
S,, est bien un sous-espace vectoriel de (M, (C), +, -).

« Soit n € N. Soit I un intervalle de R. Montrons que C”(I) 'ensemble des fonctions a valeurs réelles de classe C" (I) est un
sous-espace vectoriel de (F(I,R), +,-). (Ici, les vecteurs sont donc les applications de I dans R.)

> C"(I)c F.

> Soit 0 la fonction nulle. 6 est n fois dérivable et 0" = 0. En particulier, 0 est continue sur I donc """ est continue
sur I. Finalement, 0 € C" ().

> Soient f, g e C"(I), A € R. D’apres le cours de dérivation, A f + g est de classe C" sur I, donc A- f + g€ C™(I)
C™(I) est bien un sous-espace vectoriel de (F(I,R), +, ).

o Soit Fs = {f € C*(R) | f" +3f"+4f =0} (0 est donc la fonction nulle). F5 est donc I'ensemble des solutions de 'équation
différentielle y"" + 3y’ +4y =0.

Montrons que F; est un sous-espace vectoriel du R-ev (C*(R), +, ).

> Fs cR-ev (C*(R),+,-).
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> Soit 6 la fonction nulle sur R. 0 est de classe C? et 0 =0, 0" = 6. Ainsi,
0" +30'+40=80=0=0.Donc O € Fs.

> Soit A eR, f,g€ F5.Onpose h=Af + g. Montrons que h € Fs.
h est de classe C2 sur R et
W=Af"+g.
n' =Af"+g". Donc,

B +30 +4h=Af"+g)+3Af +g)+4Af+ @ =A(f"+3f +4f)+(g" +3g'+4g)=20+0=0
Donc h € Fs.
Donc F; est un sous-espace vectoriel du R-ev (C*(R), +, ).

3 - Intersection de sous-espaces vectoriels

Certaines opérations sur les ensembles se comportent bien avec les espaces vectoriels. C’est le cas de I'intersection.

—— Proposition 23.32

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors F N G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
e Onsaitque FNGcFet FNGcG,orFcEetGc Edonc FNGCE.
e Onsaitque O € FetOpe GdoncOp € FNG. Ainsi FNG # @.

e Soit (x,y) € (Fn GPletlde K, comme (x,y) e Fet AeK,onaAx+y€ F car F est un s.e.v. On peut raisonner de la méme
facon pour G etdonc Ax+ y e G. Ainsi Ax+y € G.

On en conclut que F N G est un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque 23.33 — Le résultat reste vrai pour une intersection d'un nombre fini ou infini d’espaces vectoriel.

Exemple 23.34 -
1. Si on pose F = {(x,),2) eRS | z=0}et G ={(x,y,2) e R® | x=0}alors FNG = {(x,),2) € R® | x =0,z =0} est
sous-espace vectoriel de R3.
2. On se place dans le C-espace vectoriel C[X]. On considére :
F= {P e C[X] | P est paire} (Vérifier que c’est un bien un sous-espace vectoriel).
G= {P eC[X]|P42) = 0} (Vérifier également que c’est un sous-espace vectoriel).
Alors l'intersection FNG = {P € C[X] | D est paire et P(42) = 0} est un sous-espace vectoriel de C[X].

A ATTENTION! Lerésultat précédent est faux pour I'union de deux s.e.v.

Exemple 23.35 -

En effet, {0} x R et R x {0} sont deux s.e.v. de R? mais ({0} x R) U (R x {0}) n’est pas un
s.e.v. de R?. car il contient (0,1) et (1,0) mais pas leur somme (1, 1).

4 - Sous-espaces affines

Les éléments d'un espace vectoriel E sont naturellement des vecteurs, mais dans le plan et dans I'espace, nous savons bien
que nous pouvons identifier les points et les vecteurs via le choix d'un point de référence ou origine O. Une telle origine étant

fixée, toute relation OM = #i nous autorise a identifier le point M et le vecteur .
Plus généralement, tout élément d'un espace vectoriel quelconque E peut étre vu comme un point via le choix du vecteur

nul O = 0 comme origine. Si pour tous A, B € E, on note AB le vecteur B — A, alors pour tout M € E, I'identification points-

vecteurs s’'écrit simplement: M = OM .

Point / \ Vecteur

10
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Définition 23.36 — Soit E un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace affine de E toute partie .% de E de la forme
F =x+F={f+x| [fe€F}oucF estun sous-espace vectoriel de E et x est vecteur de E. Le sous-espace vectoriel F
associé au sous-espace affine .# est unique. On I'appelle la direction de .7 et ses éléments sont appelés les vecteurs
directeurs de .7 .

Nous noterons souvent les sous-espaces vectoriels avec des
majuscules droites (F, G, H, ...) etles sous-espaces affines avec 7 R
des majuscules rondes (%, ¥, 7, ...). . i

Notons que tout sous-espace VECTORIEL F de F est un sous- . + O .
espace AFFINE de E puisque F = Og + F. La réciproque est  “~----__ , A
fausse en revanche car un sous-espace affine ne contient en L7 Tt 7 y
général pas Of. ‘ /

Montrons maintenant I'unicité de la direction de .%. Te--o P=x+P~ ‘

Démonstration. Soient F et F' deux sous-espaces vectoriels de E et x,x’ € E pour lesquels .% = x + F = x' + F'. Pour montrer
que F = F', il nous suffit par symétrie de prouver I'inclusion F c F'. Soit f € F. Comme x = x+0p € x+F =x'+F,on a
x = x'+ f] pour un certain f] € F'. Or, x + f € x + F également, donc x + f = x’ + f, pour un certain f, € F'. On obtient donc
X+ fi+f=x'+f,douf=f,—f{ € F.Doulinclusion. O

Cette notion d’espace affine offre un nouvel éclairage a un principe bien connu déja rencontré dans plusieurs chapitres

précédents :

Solution générale — Solution particuliere - Solution générale
de I'’équation complete del'’équation HOMOGENE

— Théoréeme 23.37 - Ensemble des solutions d’un systéme linéaire

Soit Ae M, p(K) etBe [K". Sile systeme linéaire AX = B d’inconnue X € IK” est compatible, 'ensemble de ses solutions
est un sous-espace affine de K”. Sa direction n’est autre que I’ensemble des solutions du systéme linéaire homogene
associé. En particulier, toute droite de R? ou R® et tout plan de R® en sont des sous-espaces affines.

Démonstration. Posons . = {X e K" | AX = B} et S = {X e K” | AX = 0}. Le systeme étudié étant compatible, nous pouvons
nous en donner une solution particuliere Xp,a;¢ et d’aprés notre cours sur les systémes linéaires: . = Xpar¢ +S.  Par ailleurs,

nous avons déja vu que S est un sous-espace vectoriel de K”. O
+y=2
Exemple 23.38 — La droite de R® d’équation { i_ ;/, tz=1 est un sous-espace affine de direction la droite vectorielle
). . x+y=0
d’équation { ey
9 — 3 xX+y=2 _ 3 x+y=0
Plus précisément, en notant & {(x,y,z) eR7| { X—ytz=1 " et D (x,y,2) €ER” | X—y+z=0 ‘[’ on a (par
exemple) :
2=1,1,1)+D
— Théoréeme 23.39

Soient I un intervalle et a,b € CC(I,K). Lensemble des solutions de I'’équation différentielle y’ + a(x)y = b(x) est un
sous-espace affine de D(I, K).

Démonstration. Posons . ={ye D(I,K) |y’ +ay="b}etS={yeD(U,K)| y'+ay=0}. Daprés notre cours sur les équations
différentielles linéaires, nous pouvons nous donner une solution particuliére ypa;¢ de I'équation complete Y +a(x)y=b(x) et
affirmer que .’ = ypare + S. Par ailleurs, nous avons déja vu que S est un sous-espace vectoriel de D (I, K). O

11
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Exemple 23.40 - I'ensemble des solutions de I'équation différentielle ' + 2y = x est un sous-espace affine de D(R,R)
de direction Sgy = {x— 1e ** | L e R}.
Lensemble des solutions de 'équation homogene y' +2y = 0 est Sy = {x— Ae 2| Le R}. Une solution particuliere

1 1
est donnée par ypare : X — Ex 7 Ainsi, en notant .’ 'ensemble des solutions de cette équation différentielle, on a:

S = Vpart + SH

Finissons par un dernier exemple illustrant ce principe.

Exemple 23.41 - Lensemble & = {P eR[X]| XP +P=2X } est un sous-espace affine de R[X] de direction le sous-
espace vectoriel E={PeR[X]| XP'+P=0}.

Démonstration. 1l n'est pas dur de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de R[X]. Remarquons par ailleurs que
X € & - solution particuliere! Ainsi, pour tout P € R[X] :

Pe& <— XP +P=2X < XP-X)'+P-X)=0 < P-Xe€E < PeX+E.

Conclusion : & = X + E, ce qui confirme que & est un sous-espace affine de R[X] de direction E. O

De la méme maniére qu’il suffit de trouver UNE solution particuliére pour déterminer ZENSEMBLE des solutions de I'équa-
tion complete (connaissant I’ensemble des solutions de I'’équation homogene), il suffit D’UN point d'un espace affine pour le
caractériser entierement (connaissant une direction).

—— Théoréme 23.42 - Caractérisation des sous-espaces affines par leur direction et un point

Soient E un K-espace vectoriel et .% un sous-espace affine de E de direction F. Alors pour tout Ae % : % =A+F.

Démonstration. Par définition : .% = x + F pour un certain x € E, donc A = x + f pour un certain f € F, puis % = x+F =
(A= f)+F = A+(F-f).Or F est un sous-espace vectoriel de E, donc F— f c F= (F+ f)— fc F— f,donc % = A+ (F—f) = A+F.
O

— Théoréeme 23.43 - Intersection de sous-espaces affines

Soient E un K-espace vectoriel et (.%;) ;c; une famille de sous-espaces affines de E. Pour tout i € I, on note F; la direction

de yi.

On dit que les .%;, i décrivant I, sont concourants ou sécants si ﬂ %; # . Dans ce cas, ﬂ Z; est un sous-espace affine
iel iel

de E de direction [ F;.

iel

Démonstration. Posons .7 =[)|.%; et F = | F; et supposons .# # &. Un point A de .# étant donné, nous avons vu plus haut
iel iel
que .%; = A+ F; pour tout i € I. Il nous suffit des lors de montrer que .% = A+ F.
e Montrons que .% < A+ F.Soit M€ .%.Pourtoutie I: M= A+ f; pourun certain f; € F;, et ces f; sont tous égaux,
donc éléments de ﬂ F; =F.Commevoulu Me A+F.
iel

o Inversement F c F; pour tout i € I, donc A+ Fc A+ F; =.%;,donc A+ Fc .%.

ATTENTION! Alors qu'une intersection de sous-espaces vectoriels contient toujours le vecteur nul, une
A intersection de sous-espaces affines peut vraiment étre vide, pensez par exemple au cas de deux droites pa-
ralleles non confondues.

12
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5- Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition 23.44 — Soient E un [K-espace vectoriel et X une partie de E.

(i) Lintersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant X est appelée le sous-espace vectoriel (de E)
engendré par X et notée Vect (X). A ce titre, Vect (X) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant X.
En particulier, tout sous-espace vectoriel de E qui contient X contient aussi Vect (X).

(ii) Si X ={x;| i€ I}, Vect(X) est aussi’ensemble des combinaisons linéaires de (x;),, et est noté Vect(x;)
Dans le cas d'une famille finie (x1, ..., x;), on a donc

iel”

Vect (x1,...,%Xn) ={Aix1+- -+ Apx, | A1,..., A €K}
={ueE|IN,.. , ApelK, u=A1x1+---+ A, x5}

Quelques figures illustrent bien la notion :

u Vect(u) v u Vect(u, v) // <—_./IY 4

~=~--_____Vect(u,v) 2

-——__ 7

Démonstration.

(i) En tant qu'intersection de sous-espaces vectoriels de E contenant X, Vect(X) est lui-méme un sous-espace vectoriel de
E contenant X, et il est inclus par définition dans tous les sous-espaces vectoriels de E contenant X, ce qui montre que
tout sous-espace vectoriel de E qui contient X contient en réalité Vect(X) tout entier.

(ii) Notons V I’ensemble des combinaisons linéaires de (x;);c; et montrons que V = Vect(X). Or Vect(X) est stable par com-
binaison linéaire en tant que sous-espace vectoriel de E et contient X, donc contient toute combinaison linéaire de
(xi)jer, autrement dit V < Vect(X). Pour I'inclusion réciproque, d’apres (i), il nous suffit de montrer que V est un sous-
espace vectoriel de E contenant X.

Pour commencer V c E et V contient a la fois Og et X car Og = ZO cxpetxj=1-xj+ Z 0-x; pour tout j € I. Ensuite,
i€l i#]
pour la stabilité par combinaison linéaire, soient v,w € V et a € K, disons v = Z/lixi et w= Zﬂixi pour certaines
iel iel
familles presque nulles (1;);cy et (:“i)ia d’éléments de K. La famille (aA; + ,u,-)ie[ est aussi presque nulle et av + w =
Y (ali+p;) x;, donc av + w € Vect(X).
iel

O

Exemple 23.45 - Soit E = M ; (R). Soient x; = (;) et x, = (_03) deux vecteurs de E.

+/12 0

Vect(xl,xz):{/hler/lgxg | (11,12)€R2}2{11 (;

) | (Al,az)etmz}.

A1 =312

Ainsi, Vect (x1, xp) = {( o1
1

) | M, A€ RZ}.

Méthode 23.46 —
Oo Pour montrer qu'un sous-espace vectoriel contient Vect(xi,...,x;), il suffit de montrer qu’il contient
X1y.-yXn.

Exemple 23.47 — Soient les polynomes :
Pi=2X?+X, P,=2X?+3, Ql=2X’+2X-3, Q,=-2X>-3X+6

Montrer que Vect (Pq, Py) = Vect (Q1, Q2).

On remarque facilement que Q; =2P; — P, et Q2 = —3P; +2P,. Ainsi, Q; et Q. sont des combinaisons linéaires de P; et
P,, c’est-a-dire que Q; et Q, sont dans Vect (P, P»).

Vect (P, P») est un sous-espace vectoriel de R, [X] contenant Q et Qz, d’ou Vect (Qy, Q2) < Vect (Py, Py).

13
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Q1
Q2

2P, - P,

_3p,+2p, OF

Pour le sens réciproque, on peut remarquer que 'on cherche a inverser le systéeme {

-3 2
On en déduit que P; et P, sont dans Vect(Q;,Q2), qui est un sous-espace vectoriel de Ry[X], donc Vect(Py, P2) ©
Vect (Q1, Q2) et on a I'égalité par double inclusion.

| 2 1
( ) est inversible d’inverse (3 2), donc Py =2Q; + Q2 et P =3Q; +2Qs.

Pour montrer qu'une partie d'un espace vectoriel en est un sous-espace vectoriel, il suffit
trés souvent de I’écrire comme un Vect.

Exemple 23.48 -

X+y+t+z =
x+2y+3z+4t = 0
F est un sous-espace vectoriel de R? en prouvant qu’on peut I’écrire sous la forme F = Vect(...).
Soit (x, ¥, t, z) € R* un vecteur quelconque de R*. Alors

.x+y+z+t:0 .x+ y + z + t =0
(x.y,z,t)eF@{ X + 2y + 3z + 4r =0 — .y + 2z + 3t =0

1. Soit FI’ensemble des solutions du systéme { d’inconnues réelles x, y, z et t. Montrer que

x =A+2u
y =-21-3u

— JLeR,ueR, =1 — JLeRuUeR, (x,1,2,1)=A+2u,-21-3, A, 1)
I =pu

— JLeR,ueR, (x,),2,1) =(,-21,1,0) + (2w, —3u,0, @)
<~ IAeR,ueR, (x,)21)=1(1,-2,1,0)+ u(2,-3,0,1)

<~ (x,),%,1t) € Vect(u, v)

avecu=(1,-2,1,0) et v = (2,-3,0,1). Donc F = Vect (u, v), en particulier, F est un sous-espace vectoriel de R?,

Remarque 23.49 — Cela s’applique a tout systeme linéaire homogene. L'ensemble des solutions d'un systéme
linéaire homogene a n inconnues est toujours un sous-espace vectoriel de K",

2. Soit G = {P e R3[X]| P(1) = 0}. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R[X] en I'écrivant sous la forme
G =Vect(...).
Soit P un polynéme quelconque de R3[X].
On peut écrire P sous la forme P = aX> + bX* + cX + d ol1 a, b, ¢, d € R. Alors,

= A-pu—v
=1
=p
=v

PeG < P(1)=0 < a+b+c+d=0 < L veR,,

QLo T

— El/l,u,vER,P:(—A—u—v)X3+7LX2+uX+V
= ILpVERP=AX]+X) +p-X>+X)+v(-X>+1) < PeVect(-X*+ X*, - X3+ X,-X> +1)

Donc G = Vect (—X3 + Xz, -X3+ X, -x3+ 1) est bien un sous-espace vectoriel de R3[X].
3. Autre méthode : Soit P € R3[X].

PeG <> P(1)=0 <> lestracinedeP < X—-1|P
— JQeRy[X],P=(X-1)Q < Ja,b,ceR,P=(X—-1)(aX?+bX+c)
< Ja,b,ceR,P=aX*(X-1)+bX(X-1)+c(X-1)
< PeVect(X*(X-1),X(X-1),X-1)
Donc G = Vect (X*(X - 1), X(X - 1), X - 1).

Remarque 23.50 — I1n'y a donc PAS unicité des vecteurs engendrant un sous-espace vectoriel.
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4. Soit H={f¢€ CPR) IVLER, f"(O+2f (D +f(H) = 0}, c’est a dire I'ensemble des solutions de I'équation différen-
tielle y' +2y' +y =0.
Léquation caractéristique de cette équation différentielle est r> +2r +1 = 0 qui admet une unique solution double
—1. Donc les solutions de " + 2y + y = 0 sont toutes les fonctions de la forme

R —- R
: _ eR.
T t e (A+ppet avec A, € R
On pose g : o= R et gy: o= R
p 81 - et 82 t - te!

Ainsi, les solutions de y” +2y' + y = 0 sont toutes les fonctions f qui peuvent s'écrire f = 1g; + ugs, ot A, u € R.
Donc H = Vect (g1, 82)-

Comme g; et g» ne sont pas colinéaires, H est un plan vectoriel.
En effet, il n'existe pas de réel a e R tel que V£ € R, g1 (¢) = ago(t) ou VI €R, g2 (1) = a g (1).

Exemple 23.51 — Le plan & de R® d’équation 2x — ¥ +3z =2 est le sous-espace affine de direction Vect((1,2,0), (0,3,1))
passant par (0,-2,0). Enrésumé: & =(0,-2,0) + Vect((1,2,0),(0,3,1)).

Démonstration.

P ={(x,2x+32-2,2)| x,zeR}={(0,-2,00+x(1,2,00+2(0,3,1)| x,zeR}
=(0,-2,0) + Vect((1,2,0), (0,3,1)).

S5x+y—-z=2
x+2y+z=1
passant par (0,1,-1). Enrésumé: 2 =(0,1,-1) + Vect((1,-2,3)).

Exemple 23.52 - La droite 2 de R® d’équation { est le sous-espace affine de direction Vect ((1, —2,3))

Démonstration. Pour tout (x, y,2) € RS :

Sx+y—-z=2

(x,y,z)€9<:>{ D)

< y=1-2xetz=3x-1.

Enfin: 2 ={(x,1-2x,3x-1)| xeR}={0,1,-1)+x(1,-2,3)| xeR}=(0,1,-1)+Vect((1,-2,3)). O

Pour finir, il faut toujours étre bien attentif, lorsque I'on utilise la notion de Vect, au corps de base, comme le montrent les
exemples ci-dessous.

Exemple 23.53 - Sile corps de baseestR: Vect(l)={ax1| aeR}=R et Vect(l,i)={a+ib| a,beR}=C.
Si par contre le corps de baseest C:  Vect(l) ={ax1| aeC}=C.

6 - Somme de sous-espaces vectoriels

On considére E un [K-espace vectoriel.

Définition 23.54 — Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On note F + G et on appelle somme des sous-espaces vectoriels F et G I'ensemble

F+G={f+glfeFgeG}.

— Proposition 23.55 - La somme est un sous-espace vectoriel

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors, F + G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
> Soitue F+G.Alors,3fe Fge G, u=f+g. f et gsontdes élémentsde Edoncu=f+geE.D'ou F+GCE.
> Ogpe FetOge G.Donc0g+0g € F+ G. Comme Og+0 =0g,0na0g€ F+G.
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> Soientu,ve F+ G, AeK.Alors3f}, b€ F,3g1,82€Gtelsqueu=fi+ g etv=fo+go.

Au+v=Af1+g1)+(f2+g2)
=Afi+ )+ (Ag1+ )

Afi+ f> € F car F est un sous-espace vectoriel de E. Ag; + g2 € G car G est un sous-espace vectoriel de E.
Donc Au+ v € F + G. Finalement, F + G est un sous-espace vectoriel de E.

— Proposition 23.56 - Minimalité de la somme comme SEV contenant 'union

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de
I'inclusion) contenant F U G.

C’est a dire que pour tout sous-espace vectoriel H de E contenant FuU G, alors F+ G c H.

Démonstration. Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant FuU G.
Soitue F+G.Alorsu=f+gavec fe Fetge G. Fc Het Gc H donc f,g € H. Comme H est un sous-espace vectoriel,
f+8€H.Ainsi, F+ Gc H. O

Exemple 23.57 -

1. Dans le R-espace vectoriel (F(R,R), +,-), on considere les sous-espaces vectoriels F I'’ensemble des fonctions po-
lynomiales de R dans R et G = Vect (exp).

R — R . R - R
On pose h: e 3t oxs Dol .Alors, h € F+G car h estla somme de la fonction f': v o 3xt_2x
. o . R - . o
qui appartient a F et de la fonction g : X — Zexp(x) qui appartient a G.

2. Les droites vectorielles F = Vect((1,0,0)) et G = Vect((0, 1,0)) ont pour somme le plan d’équation z = 0.

F+G=1{x00)]| xeR+{0,5%0]| yeR ={x00+(0,0]| xyecR
={(x,5,0)| x,y€R}=R*x {0}

ATTENTION! Ne confondez pas SOMME et REUNION ! La somme est un sous-espace vectoriel, mais pas la
réunion en général.

— Proposition 23.58 - Somme de SEV engendrés par des familles finies

Soient (x1,...,Xn) €t (y1,...,yp) deux familles de vecteurs de E.
On note F = Vect (xy,...,x,) et G = Vect(y1,..., yp). Alors,

F+G=Vect(x1,...,Xp, Y1,.., ¥p).-

Démonstration. On procéde par double inclusion.

> Sens c : Soit w € F+ G. Alors il existe u € F et ve G tels que u+ v = w. u € F donc il existe 11,...,1, € K tels que
u=A1x;+--+A,x,. Deméme v € G doncil existe yy,..., up €K telsque y = p1y1 +-+-+ tpyp.
Alors w=A1Xy +-+ + ApXp + U1 y1++ UpYp.
Donc w € Vect(X1,..., Xp, Y1,-.., Vp) €t F+ G Vect (x1,..., X, Y1,-.., Vp) -
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> Sens>:Pourtouti € [1,n], x; appartient a F donc a F+G. Les y; sont également dans F+G. Donc, par la remarque 23.46,
F + G contient Vect (x1,...,Xp, Y1,..., Vp)-

Par double inclusion, Vect(x1,..., Xy, y1,...,¥p) =F+G

O
— Proposition 23.59
Toute combinaison linéaire d'un vecteur de F et d'un vecteur de G est un élément de F + G.
Démonstration.
Soitue Fetve G, A,pelK. Alors Aue F et uv € G car F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
DoncA.u+p.ve F+G. O

7 - Sous-espaces vectoriels en somme directe

La somme de sous-espaces vectoriels est un outil intéressant, mais elle souffre d'un défaut important, qui est le manque
d’'unicité des décompositions : si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors un vecteur de F + G peut s’écrire de
plusieurs facons comme somme d’'un vecteur de F et d'un de G. C’est un souci si on a, par exemple, envie de définir des
systemes de coordonnées.

Question : Quelle condition doit-on rajouter pour que les décompositions dans F + G soient uniques?

Définition 23.60 — Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont en somme directe lorsque
tout vecteur de F + G se décompose de maniere unique en la somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de G. Cette

condition peut aussi s’écrire : x=x'

Vx,x' €E Vy,y €G, x+y=x'+y’2{ e

Lorsque la somme de F et G est directe, on la note F & G.

Le petit rond qu’on ajoute a la notation F + G pour indiquer que la somme est directe ne fait pas de F+ G et F @ G des
ensembles différents, la notation F @ G contient juste une INFORMATION d’unicité en plus.

— Proposition 23.61 - Caractérisation 1 des sommes directes

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

. . . x=0
F et G sont en somme directe si et seulement si pour tout xe Fettout ye G : xX+y=0= { E

y=0g °

Démonstration.

e Supposons que F et G sont en somme directe.
Soient x € F et y € G tels que x+ y = 0. On peut décomposer Og en O = 0 + 0 avec Og € F et O € G. Comme on a
supposé que F et G sont en somme directe, la décomposition de O est unique donc x =0g et y = 0p.
x=0g
y=0g °
Soient x,x' € Fet y,y € Gtelsque x+y = x'+ . Alors (x—x') + (y—y') = 0. De plus, x— x’ € Fet y—y' € G. Ainsi, d’apres
I'hypotheése, x — x' = 0p et y— y' = 0. Finalement, x=x" et y = y/'.

¢ Supposons quereF,VyeG,x+y:OE:>{

O

— Proposition 23.62 - Caractérisation 2 des sommes directes

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
F et G sont en somme directe si et seulement si FN G = {0g}.

Démonstration.
e Supposons que F et G sont en somme directe. Nous allons montrer par double inclusion que FN G = {0g}.
F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, donc ils contiennent tous les deux 0g. Donc {0g} € FN G.
Soit x € FN G. Alors x € F et x € G. Montrons que x = 0p.

On peut écrire x = x + 0 avec x € F et O € G. On peut également écrire x = 0 + x avec Op € F et x € G. Comme F et G
sont en somme directe, ces deux décompositions sont identiques, donc x = 0g. Donc FnN G < {0g}.
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¢ Supposons que FN G = {0g}. Montrons que F et G sont en somme directe.
Soient x e Fet ye Gtelsque x+y =0.Alors x =—-y.Or —y € G (car c’est un s-EV), donc x € G. D’'out x € FN G et x = 0 puis
y =0.D’apres la caractérisation 1, F et G sont donc en somme directe.

O

Exemple 23.63 -

« Dans R3, le plan F = {x,y,2)€ RY| x+y+z= 0} et la droite G = {(x,y,2) € RY| x=y= z} sont en somme di-
recte.
Vous vérifierez seuls que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R® - par exemple en les écrivant comme des
Vect. Montrons que F NG ={(0,0,0)}. Pour tout (x,y,2) e FNG: x+y+z=0 etx=y=2z doncx=y=z=0,
i.e. (x,y,2) =(0,0,0).

« Dans l'espace vectoriel C*(R), on pose F 'ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et
G={geC’®)|g(0)=g'(0)=g"(0) =0}.
On peut montrer (exercice!) que F et G sont des sous-espaces vectoriels de C?(R). Montrons que F et G sont en
somme directe. Pour cela, on va montrer que F N G = {0} ou 0 est la fonction nulle.

1. 1I est facile de voir que 8 € Fn G. En effet, F et G étant tous deux des sous-espaces vectoriels de E, il
contiennent 6. Donc {8} c FN G.

2. Soithe FNG.Alorshe Fet heG.

h est une fonction polynomiale de degré 2, donc il existe a,b et c réels tels que pour tout x € R, h(x) =
2
ax“+bx+c.

Ona h(0) =c.

Pour tout x € R, A’ (x) = 2ax + b. Donc h'(0) = b.

Pour tout x € R, 1" (x) = 2a. Donc k" (0) = 2a.

Comme h" (0) = h'(0) = h(0) = 0, on a forcément a = b = ¢ = 0. Donc pour tout x € R, h(x) = 6(x) donc h = 0.
Finalement, F N G c {6} et par double inclusion, F n G = {#}. Donc F et G sont en somme directe.

8- Sous-espaces vectoriels supplémentaires

On cherche maintenant a rajouter une nouvelle condition aux sommes directes : Pouvoir décomposer TOUS les vecteurs
de E comme somme d’'un vecteur de F et d'un vecteur de G. Pour cela, on a besoin de la notion de supplémentaire.

Définition 23.64 — Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans E
lorsque tout élément x de E se décompose de maniére unique comme x = xXr + xg avec X € F et xg € G.

Deux sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans Lo
E sileur somme couvre E et s’ils sont le plus possible « séparés » / 77 x=f+g
I'un de l'autre, i.e. si leur somme est la plus grande possible et v

leur intersection la plus petite possible. On a '’habitude, pour !
se représenter géométriquement deux tels sous-espaces vecto- !
riels, de faire des figures valables dans R® censées illustrer le cas !
général. ! O !

— Proposition 23.65 — Caractérisation 1 des supplémentaires

Soient deux sous-espaces vectoriels F et G de E.
F et G sont supplémentaires dans E si et seulementsi F+ G=E ET F et G sonten somme directe.

Démonstration.

—> Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

Supposons que F et G sont supplémentaires dans E. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, on sait que
F+GcE.

18



Maths 2025/26 Ch. 23 - Espaces vectoriels MPSI

Réciproquement, soit x € E. Alors, x = xp+ xg avec xp € Fet xc € G.Donc x € F+G.D'ou Ec F+Get E = F+ G par
double inclusion.
Enfin, F et G sont bien en somme directe car tout élément de F + G se décompose de maniére unique comme d’'un
élément de F et d'un élément de G.
<= Supposons que F + G = E et F et G sont en somme directe.

Soit x € E. Alors x € F+ G. Comme F et G sont en somme directe, x se décompose de maniére unique comme x = Xp + Xg
avec xr € F et xg € G. Donc F et G sont supplémentaires dans E.

O

En combinant ce résultat avec la caractérisation 2 des sommes directes, on obtient

— Proposition 23.66 — Caractérisation 2 des supplémentaires

Soient deux sous-espaces vectoriels F et G de E.
F et G sont supplémentaires dans E si et seulementsi F+G=E ET FNG={0g}.

Exemple 23.67 -
o Lensemble S, (K) des matrices symétriques et ’ensemble A, (K) des matrices antisymétriques de M (K) sont
supplémentaires dans M, (K).

Démonstration. Soit M € M,,(IK). Nous voulons montrer ceci: 3!(S,A4) €S, (K) x A,([K), M=S+A.
Analyse: Soient S € S, (K) et A€ A, (K). Si M = S+ A, alors MT =8"+ AT =S- A, donc par demi-somme et

M+MT M-MT
demi-différence: S= — et A= ——
. M+MT" M-M" . N
Synthese : Posons S = = et A= — Alors M = S+ A et S est symétrique et A antisymétrique car :

ST = =—A.

M+MT)T_ M +M

M—MT)T_ M -M
2 2 -

2 2

S et AT:(
O

* Onaaussidéjavu que toute fonction de R dans R se décompose de maniere unique comme somme d'une fonction
paire et d’'une fonction impaire. Donc {f :R— R| f paire} et {f:R— R| f impaire} sont supplémentaires dans
F(R,R).

Par exemple, la décomposition de exp est exp = ch +sh.

o Pour tout P € K[X] non nul de degré n: K[X] = PK[X]®K,_1[X] ouPK[X]={PQ| QeK[X]}.Ilsagit
de montrer que : VA € K[X],3(Q, R) € K[X] x K,,—1[X], A= PQ + R. C’est exactement le théoréme de la division
euclidienne.

e EXEMPLE TYPE, METHODE A CONNAITRE
Dans I'espace vectoriel (C°([0,11), +,.), on considere :

1
F= {fec0([o,11)|f0 f( dtzo}

G={fe C°([0,1]) | f est constante sur [0, 11}

Exercice a faire chez soi : Montrer que ce sont des sous-espaces vectoriels de co([o,1)).
Montrons que F et G sont supplémentaires dans C°([0, 1]).
1l faut donc montrer que toute fonction ¢ continue sur [0, 1] s’écrit de maniére unique comme une somme ¢ =

1
f+gavec feFetgegG,cestadire telles que g est constante et[ f=0.
0

Autrement dit, pour ¢ € C°([0,1]), on cherche 2 montrer que I'équation ¢ = f + g d’inconnue (f, g) avec f € F et
g € G possede une unique solution.

Procédons par analyse-synthese. Soit ¢ € C°([0,1]).
Analyse : On suppose que ¢ = f+ g avec f e Fet geG.

1
On a donc que f f =0etqu'il existe c € R telle que pour tout x € [0, 1], g(x) = c. Alors,
0

1 1 1 1 1
fw(t)dtzf (f(t)+g(t))dt:f f(t)dt+f gmdr:f o
0 0 0 0 0
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1 1
Donc ¢ = f ¢(t)dt, d’ou'on déduit que g estla fonction constante égale é[ p(t)dtet f =@—c.Cestadire que
0 0

[0,1] — R

. 1 .
f: X — (p(x)—/(; @(r)de

Il'y a donc un unique couple solution candidat, le couple (f, g) obtenu ci-dessus.
Synthése : On définit

[0,1] — R [0,1] — R
f: ! : 1 .
X — (p(x)—f @()dt X — @(1)dt
0 0
Ces fonctions sont bien continues sur [0, 1].

> g est bien une fonction constante, donc g € G.
1

> On pose c = f @(1)dzt. Alors,

0

1 1 1 1
f f(t)dt:f ((p(t)—c)dt:f (p(t)dt—f cdt=c—c=0
0 0 0 0

Donc feF.
> Pour tout x € [0,1], on a

1 1
fx)+gx) :<p(x)—f0 (p(t)dt+f0 @) dt = p(x).
Donc f+ g = ¢.

Conclusion : ¢ s’écrit bien de maniere unique ¢ = f + g avec f € F et G € G. Ce raisonnement est valable pour
tout @ € 6 ([0,1]), donc F et G sont bien supplémentaires dans E.

Spoiler Alert - Dans le prochaine chapitre, nous disposerons d’'un nouvel outil pour démontrer que deux espaces sont supplé-
mentaires : la dimension! La méthode exposée ci-dessus garde tout de méme son intérét, d'une part car elle est valable méme
quand les arguments de dimension ne fonctionnent pas (en dimension infinie notamment...), et d’autre part car en plus de
démontrer I'existence et 'unicité de la décomposition, elle permet d’obtenir explicitement ladite décomposition.
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