21 | Relations de comparaison

There’s no sense in being precise when you don't even know what you're talking about.

John Von Neumann, 1903-1957

Dans ce chapitre, D est une partie de R qui est de la forme D = I ou D = I \ {a} avec I un intervalle de R contenant au moins
deux pointset @ € I.

Sixp € R, on appellera voisinage de xj et on notera Vy, tout intervalle ouvert contenant xp.
Par exemple, si xg € R, tout intervalle de la forme ]xy — ¢, X9 + €[, avec € > 0, est un voisinage de xp.

I - Fonction dominée ou négligeable devant une autre fonction

1- Négligeabilité

Définition 21.1 - Soit a € R, et f, g deux fonctions définies sur un voisinage V, de a. On dit que f est négligeable devant
g au voisinage de a lorsqu’il existe une fonction ¢ définie sur Vj, telle que

VxeV, [f(x)=gx)e(x) etque ;lciE};E(x) =0.

—

On note alors f(x) x:ao(g(x)) ou fi o(g) eton lit « f est un petit o de g au voisinage de a » .

Remarque 21.2 -

e ON PENSERA EN PRATIQUE LA NEGLIGEABILITE DES FONCTIONS EN TERMES DE QUOTIENTS , méme si la définition a 'aide d'une
fonction € est un peu plus générale. Les preuves de ce chapitre sont d’ailleurs rédigées a 'aide de quotient par souci de
clarté.

o Lespetits o sontla formalisation définitive des « croissances comparées ». Certains infinis sont plus « grands » que d’autres,
2

. P . . X . .
certains zéros sont plus « petits que d’autres ». Par exemple, x* = o(xh) (puisque = T 0) est une maniére de dire
00 X% x—+o0

que x* est «<immensément plus grand » que x° en +oo. A l'inverse, dire que x* = o(x?), c'est affirmer «I'infinie petitesse »

de x* par rapport a x* lorsque x est petit.

Exemple 21.3 -

2 x?
° X =00(x) carpour x non-nul, —=x — 0
X— X

X 1
e x = o(x?car pour x non-nul, - =— — 0.
o) x2

X—+

1
1 1 o]
* — = o|-|carpourxnonnul, T-=—- —
X% x—+o0 X ES X X—+o0
X
1 1 1
e — = 0|—|carpourxnonnul, - =x-—0.
X x—too |\ x 5 x—0
B

xsin(x)  sin(x)

—

Pour x non-nul, xsin(x) = o(xz) car
X (o0}

—+

x2 X x—+oo

ATTENTION! On désigne par le symbole o(g) n'importe quelle fonction f qui est négligeable devant g.
A C’est une notation! Ainsi, sion a f = o(g)eth = o(h), on ne peut pas en déduire que f = h!

Remarque 21.4 - Lécriture f(x) xfag(x) + o(h(x)) signifie que f(x) — g(x) o o(h(x)).
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Exemple 21.5 -
1 1 (1)
e Ona—— = —+of—|
X+ 1 x—+oo x X
-1
1 1 -1 1 =l ; -1
En effet, -——= =—x , AN
x+1 x x(x+1) x x+1 % X+1 x—+o0
X Y—1-x e¥-1 .
e Onae :01 + x + o(x) car pour x non-nul, = =1l S 0 (par la dérivabilité de exp en 0) donc
X— x x X—

e*—1-x = o(x).
x—0

—

sin(x) —x _ sin(x) B

e On a sin(x) =" + o(x) car pour x non-nul, 1 . 0 (par le cours de trigo) donc sin(x) —
x— x—

X X

x = o(x).
x—0

Remarque 21.6 — Laffirmation sin(x) = x + o(x) permet de donner un sens précis a I'affirmation «sin(x) = x pour x proche
de 0» (que I'on utilise souvent en physique, pour approximer I’équation du pendule par exemple). Cette approximation n'a de
sens que si l'on peut mesurer I'erreur commise. En ’occurrence, ici, sin(x) = x AUN o(x) PRES . Un peu comme lorsque I'on dit
quen=3,14a 1072 pres.

Imaginez justement qu’on vous dise : « 7 est égal a 3,14012 a 1072 pres », vous répondrez naturellement : « Pourquoi pas
seulement 3,14 puisqu’on raisonne a 1072 pres?» Et vous aurez raison, raisonner a 102 preés, c’est négliger tout ce qui est
plus petit que 1072, Ainsi I'approximation 7 ~ 3,14 2 10~2 preés est aussi précise que 'approximation 7 =~ 3,141592 2 102 pres,
quand bien méme on écrit deux décimales correctes dans un cas et six dans l'autre.

X

1l se passe la méme chose avec les petits o. Le terme x? est inutile dans la relation: e =0 1+x+x*+o0(x) parce que
X—
x? o o(x), nous pouvons donc le supprimer : €° = 1+ x + o(x). Cette nouvelle proposition n’est ni plus ni moins précise que
X

—0
la précédente mais elle est plus lisible et plus économe.

X—

Tout petit 0 est un NIVEAU DE PRECISION , un SEUIL DE VISIBILITE .
De vous-mémes, A CHAQUE INSTANT , faites le ménage et supprimez tout ce qui est inutile.

2- Opérations sur les petits o

Les résultats de ce paragraphe sont importants, mais les exemples qui les suivent sont beaucoup plus utiles et éclairants
que les énoncés théoriques.

—— Théoreme 21.7 — Les petit o0 absorbent les constantes multiplicatives
Soit A € R*. Si f; o(g) alors:: fz o(Ag) et )ij o(g).

A
Démonstration. Silim f(—x; =0,alors: lim fx) =0 et lim ﬁ

=dad. D
x—a g(x x—a 1g(x) x—a g(x)

1 1
Exemple 21.8 — On verra (exemple 21.16) quee!’* = 1+—+o0 (—).Alors,
X—+oo X X

) 2
2 = 242420
X

X—+00

1) 2
—|=2+—+0
X x

g

—— Théoreme 21.9 - La somme de deux petits o est un petit o
Si fi o(h) et 8= o(h), alors f + 8= o(h).

+
Démonstration. Si lim L) =0etlim 8 =0alors par somme: lim f+gx) =0
x—a h(x) x—a h(x) x—=a  h(x)
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Exemple 21.10 - On a vu que e* =01+x+0(x) et sin(x) =0x+0(x),alors
xX— X—

e’ +sin(x) :0(1+x+0(x))+(x+0(x)) :01+2x+0(x)+0(x) :01+2x+0(x).

—— Théoreme 21.11 — Un petit o d’'un petit o est un petit o

La relation « étre négligeable » est transitive.
Si fz o(g) et 8= o(h) alors fj o(h).

Démonstration. Si lim M =0etlim 8 =0, alors par produit: lim m =0.
x=a g(x) x—a h(x) x—a h(x)

1 1 1 1
Exemple 21.12 - On verra (exmple 21.16) que e”’c'2 = 1+—+o0|—| alorscomme — = o|—
X—+00 x2 x2 X2 x—+o0 X

1/%2 1 1 1 1 1
® = l+o|—|+o|o|— = l+of—|+0o|—| = 1+o0|—].
X—+00 X X)) x—+oo X X ) x—+o0 X

— Théoreme 21.13 - Avec le produit, tout va bien
Sifio(g) et h;o(k),alors fhzo(gk).
De plus, sifjo(g), alors fhjo(gh).

Exemple 21.14 - On a vu que e* :01+x+0(x) et sin(x) =0x+0(x),alors
X— X—

e’sin(x) :0(1 + x4 0(x) x (x + 0(x))
o

:Ox +o(x)+ X+ 2x0(x) + o(x) x o(x)

X—

30(x2)
= x+o(x)+ X+ o(xz)
x—0 —_——
o(x)+o(o(x))

= x+o(x).
0

X—

—— Théoréme 21.15 - Changement de variable pour les petit o
Si f(y) yibo(g(y)) et lim h(x) = b, alors f(h(x) xiao(g(h(x))).

1 1 1 1 1 1
Exemple 21.16 - Montronsqueex = 1+—+o|—|etquee? = 1+—+o|—]|.
X—+00 X X X—+00 x2 x2

On avu que e’ = 1+x+o0(x). Comme — — 0,0n peut en déduire que
X X X—+o0

—0
1 1 1
ex = 1+—+o|-
X—+00 X X
5 1 1 1
De plus, x° — +o00, donc par compositionex* = 1+—+o0|—
xX—+00 x—+oo  x2 x2
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3 - Domination

Définition 21.17 - On dit que f est dominée par g au voisinage de a lorsqu’il existe une constante M € R, tel que
VxeVy [f(X)I<MIgx)l.

On note alors f(x) x:aO(g(x)) ou fj O(g) etonlit « f est un grand O de g au voisinage de a ».

On retiendra en particulier que : O(1) = «une fonction bornée au voisinage de a ».

Dans le cas ou1 g ne s’annule pas au voisinage de a - sauf éventuellement en a avec dans ce cas f(a) = 0 - il est équivalent

d’exiger que la fonction = soit bornée au voisinage de a.

Exemple 21.18 -
1
e sin (—) = O(1) car pour tout x non nul,
X ) x—0

sin(x) O( 1 )

(1
sin|— || < 1.
X
X — xx—>_+oo X :

Pour x>1,0onax—+x>0, et x—vx<x.Dou

sin(x) - 1

X—Vx  x—VX

<

K=

&I

e xcos(x) :OOO(x).

—+

Pour tout x € R, |xcos(x)| = |x|-|cos(x)| < |cos(x)].
o [e*] = Ofe").

X—+00

Pour tout X € R, | X] < X. En particulier, pour tout x € R, [e*] <e”.

— Théoréme 21.19 - Lien grand O/petit o
Si f; o(g) alors fj O(g).
S . o J(X) - f . . i,
Démonstration. Silim e =0 alors la fonction = est bien bornée au voisinage de a. O
x—a g(x

ATTENTION! Ladomination n'implique pas la négligeabilité, c’est le contraire qui est vrai!
!:: 2 _ 2 . 2 _ 2
Par exemple, 2x e O(x%), mais 2x ;—g o(x7).

Exemple 21.20 -
e Puisque e* = 1+ x+ o(x) alors e* = 1+0(x).
X— X—
Ce résultat est plus fin que le simple fait de dire e* — 1 mais plus grossier que e* = 1+x+ o(x).
X— X—

—>

e Puisque sin(x) = x+ o(x) alorssin(x) = O(x).
x—0 x—0

Ce résultat est plus fin que le simple fait de dire sin(x) — 0 mais plus grossier que sin(x) =" + o(x).
X— X—

Enfin, les théorémes du paragraphe « Opérations sur les petits o » sont tous vrais avec des grands O a la place des petits o.
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4 - Comparaison des fonctions de référence

ATaide des croissances comparées, on obtient les comparaisons suivantes.

— Théoréme 21.21 - Croissances comparées

Soient a, B, trois réels strictement positifs.

1
@ - B B = Yx @ _
(In(0)" = ok xF = o™ (IIn(x)1) xioo(xﬁ)

—+00

— Proposition 21.22 - Comparaisons des puissances

Si m et n sont deux réels tels que m < n, alors

x™ = o(x™ et x" = o(x

™
X—+00 x—0

Exemple 21.23 -

35_(3) 15753 = (5) 1_ 1 23_ 1
X x:oo X X = olx gy, x:oo e Fx_:rooo o)

II- Fonctions équivalentes

1 - Définitions et exemples

Définition 21.24 — Soit a € R et soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage V, de a. On dit que f et g sont
équivalentes au voisinage de a lorsqu’il existe une fonction ¢ définie sur V, telle que

VxeV, [fx)=gx)¢ex) et chi_IBl(p(x)=l.

On écritalors: f ~ gou f(x) ~ g(x)etonlit« f est équivalente a g au voisinage de a ».
a X—a

Comme dans le cas des petits 0o, ON PENSERA EN PRATIQUE UEQUIVALENCE EN TERMES DE QUOTIENTS méme si la définition a
I'aide de la fonction ¢ est un peu plus générale. Les preuves sont d’ailleurs a nouveau rédigées a I'aide de quotient pour plus
de clarté.

Exemple 21.25 -

) ) . XP+x+5 1 5
e x*+x+5 ~ x°car lim —— = lim 1+—+— =1.
xX—+00 x—-+00 x2 X—-+00 X x2

2

e x+x*> ~ xcarlim =liml+x=1.
x—0 x—0

X— X
1
1 1 T
. ~ Z.Eneffet, lim XL = —— = lim —=1
x+1 x—+oc0 x X—+00 N x—+oo x+1 x—+00] 4 %
e Onaln(x+1) ~ Inx.En effet, pour tout x € R},
X—+00
In(x(1+1) 1 1
In(x+1) ¥)) I@+n(l+g)  In(l+3)
In(x) In(x) B In(x) B In(x) x—+o0
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2 - Propriétés des équivalents

— Proposition 21.26 — Propriétés de la relation ~
Soient f, g, h des fonctions définies sur D et a € R un point ou une extrémité de D.
1. Symétrie:Si f ~8 alors g ” f- On peut donc dire que f et g sont équivalents.
2. Transitivité: Si f ~g et g~h, alors f~h.

fx) gx) 1 1
Démonstration. Slf g, alors ? — 1 donc e = T® a1 —-=1.Doug ~ f.
g
Sif ~getg ~ h, alors lim [ =1letlim gtx) =1, donc par produit, hm U = lim [ g(x) =1x1=1 doncf ~ h.
x—a g(x) x—a h(x) h(x) x—ag(x) "
O
— Proposition 21.27 — Liens entre les différentes relations
Soient f, g, h des fonctions définies sur Det a e Run point ou une extrémité de D.
1. Sif ~8 alors fj 0(g).
2. f~g= f-g=zolf) = f-g=0(g.
3. f;o(g) = f+g ~ 8
, ; . _ f(x) N | . .
Démonstration. 1. Sif =8 alors h_r}l @ =1 donc en particulier, § est bornée au voisinage de a.
2. f~ g<:>hm]§c —14:>l1mf § =0 f-g=o0(g)
3. f=0(g) <= hmmzo = limwzl — f+g~g
x—a g(x) x—a g(x) a
O

La derniere équivalence est tres utile pour trouver des équivalents de sommes.

Exemple 21.28 — Donner des équivalents de :

1. In(x) + 2x au voisinage de +oo
Onaln(x)+2x ~ 2xcarln(x) = o(2x).
+00 +00

2. In(x) +2x au voisinage de 0
Onaln(x)+2x 5 In(x) car 2x 3 o(In(x)).

3. e¥+x° auvmsmage de +o0

Onae*+x% ~ e carx2 = o(e)

4. e*+x% au voisinage de 0
X 2 X 2 % . xz
Onae*+x° ~e”* car x~ = o(e"). En effet, lim — =0.
0 0 x—0 e¥

— Proposition 21.29 - Equivalents et signe de la fonction
Soit a € R, et f et g deux fonctions définies sur un voisinage V, de a.

e Si f(x) o g(x) etsi f ne s’annule pas au voisinage de a alors g non plus.

e Si f(x) ~ g(x)etsif estpositive au voisinage de a, alors g I'est également.
X—a

Exemple 21.30 — La fonction f définie pour x € R} par f(x) = —

L
/x

2
— —; est positive pour x assez grand car elle est
bY;
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Arref s 1 -
équivalente a T au voisinage de +oo.
X

— Proposition 21.31 - Produit et quotient d’équivalents
Soit ae R et f1, f2, &1 et g2 des fonctions définies sur un voisinage V, de a.
e Sifily) ~ fetgi(x) ~ gax)alors (fig)(x) ~ (f282)().

h I

« Side plus g2 ne s’annule pas au voisinage de a alors —(x) ~ ==(x).
& g

Q ATTENTION! Siles équivalents se comportent bien avec le produit, ils ne sont PAS COMPATIBLES AVEC LA
SOMME !

Exemple 21.32 - On gardera en téte le contre-exemple suivant. On définit les fonctions f, g, h et k sur R par : f(x) =
X2 +x, g(x) = x%, h(x) = k(x) = -

On a alors f(x) i g(x) et h(x) i k(x) mais f(x) + h(x) = x}\7~§g(x) +k(x) =

— Proposition 21.33 - Equivalents et passage a la puissance

Soit a € R, et f et g deux fonctions définies sur un voisinage V, de a. Soit a € R.
Si f(x) a g(x) alors f*(x) a g%(x) des que les puissances sont bien définies.

Remarque 21.34 — Ce résultat est en particulier vrai pour toutes les fonctions si @ € N* et pour toutes les fonctions a valeurs

* . *
dans R} sia e R}.

Vi3 +x
x?+1
Ona, d'une part, x> +x ~ x° et donc par passage a la puissance v/ x3 + x ~ Vv x3.
(0.0}

X— +00o

% N . 3
On a, d’autre part, x> +1 ~ x? et par passage a la puissance V' x2+1 ~ \/
X—+00 Xt

Exemple 21.35 - Déterminons au voisinage de +oo un équivalent de f(x) =

oln

insi i X 3 3 2 VX 5 .
Ainsi par passage au quotient f(x) ~ ——orVx’=x2 et V/x2 = x3 donc ~—— = x6.En conclusion, f(x) ~ x
X—+00 ,«/xz ,/

X—+00

— Proposition 21.36 - Equivalents et limites

Soit a € R, et f et g deux fonctions définies sur un voisinage V, de a.
e Si )lcl_I}}lf(x) =/ eR", alors f(x) x:aé.

e Si f(x) o g(x) etsi )lcln}l g(x) existe, alors )lcln}l f(x) existe et ces deux limites sont égales.

Exemple 21.37 - Determlner la limite en +oo de f(x) = X —x— Vx.

Onaf(x) ~ x*.0Or llm x* = +00 donc hm f(x) +00.
X—+00 +0o

j ATTENTION! Siles fonctions f et g tendent vers la méme limite finie £ non nulle alors f(x) T g(x) (car

les deux fonctions sont équivalentes a ¢ au voisinage de a). En revanche, si £ € {—o0,0, +00}, on ne PEUT RIEN
CONCLURE !

1 1
Exemple 21.38 - On peut penser au contre-exemple f(x) = x et g(x) = x* ou encore flx)=— et glx) = 2’ au voisinage
de +oo.
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3 - Obtention d’équivalents classiques

— Proposition 21.39 - Equivalents des polynémes
Soit n €N, (ai) je[o,,] une famille de réels avec a, non-nul.
R — R

X — apx"+--+ax+a,
soitnon-nul,ona:

Soit f: une fonction polynomiale. Alors, en notant k le plus petit entier tel que ay

n k n
X) ~ apx X) ~ apx X) ~ apx
A )x—>—oo " It )x—>0 k I )x—>+oo n
Démonstration. Pour tout x € R, f(x) = a,x" + -+ apx".
. (x) an- a (x) (x)
Sonx;éO.Alorsf—:l+"—l+~-+ k .Doncf letf 1
apx" anXx a,x"k Ap X" x—+oo apx" x—-oo
Cfo apx™k Afs1X (x)
Onaaus31f =T 2T Do ! — 1. O
apxk ay ay apxk x—o
Exemple 21.40 -
e 2x3-5x°+2x-3 ~ 2x°.
X—+00
o X0—2x3+4x% ~ 4x°
x—»
o 2x*-3x%+24%2-3 ~ 2x%
X——00

— Proposition 21.41 - Equivalent en un point de dérivabilité
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. Si f est dérivable en a et si f'(a) # 0, alors

fO-f@ ~ flax-a).

Démonstration. On suppose que | est dérivable en a et que f”(a) # 0. Alors,

lim L= S(@

i~a f'(a)(x—a)

ce qui prouve bien que f(x) — f(a) T fl(a)(x—a). O

Equivalents classiques: Grace a cette derniére proposition, on obtient les équivalents classiques

sin(x) ~ x tan(x) ~ x Inl+x) ~ x
x—0 x—0 x—0

—

e*-1 ~ «x 1+x0%-1 ~ ax
x—0 x—0

a étant une constante réelle indépendante de x.
Un autre équivalent classique qui n’est pas une conséquence de cette proposition :

1-cost) ~ &
—cos(x) ~ —
x—0 2
Lo . . . . l-cos(x) 1 A . PN
Cet équivalent découle de la limite classique hII(l) —= 3 On le retrouvera plus tard grace au développement limité a
xX— X

I'ordre 2 de cos.
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Equivalent par encadrement

—  Proposition 21.42

Soient f, g et h trois fonctions définies sur D et a € R un point ou une extrémité de D.
Si f < g < hauvoisinage de a et si f(x) Za h(x), alors g(x) x~af(x).

Démonstration. Si f(x) ~ h(x) alors il existe uy définie sur D qui converge vers 1 en a telle qu’au voisinage de a, on ait
X—a
fup = h.On adonc, en se placant sur V un voisinage de a ou1 y est strictement positive, pour tout x € V.

1
f@)<gx) < fup(x), ——g) < fx)<gl)
Up(x)

Ainsi, f et g ont les mémes points d’annulation sur V.
On pose u qui vaut 1 1a o1 f s’annule et qui coincide avec 1 en dehors. On a f(x) < g(x) < f(x)u(x) pour xe V.

D —- R
On définit la fonction w sur D par w: I sif(x)=0,auquelcas g(x) =0
— g .
=—— sinon
f)

Ainsi, pour tout x au voisinage de a, on a g(x) = f(x)w(x) et
1< lwX)| < lux)].

Par théoreme des gendarmes, on en déduit que )lgx}l w(x) =1 donc g(x) a fx) O

— Proposition 21.43 - Théoréme des gendarmes pour les équivalents

Soient f, g, h et k quatre fonctions définies sur D et a € Run point ou une extrémité de D.
Si f < g < hauvoisinage de a etsi f(x) Za k(x) et h(x) a k(x), alors g(x) a k(x).

Démonstration. Preuve similaire a celle de la proposition 21.42. O

Exemple 21.44 — Donner un équivalent en +oo de x + sin(x).
Pour tout x € R,

x—1<x+sin(x)<x+1,

etx+1 ~ x ~ x-—1,doncd’apreslethéoreme précédent, x +sin(x) ~ x.
X—+00 X—+00 X

—-+00

Equivalent d’'un logarithme

Méthode 21.45 - Obtention d'un équivalent d'un logarithme

Soit u une fonction strictement positive définie sur D. Soit a un point ou une extrémité de D.

> Si u possede une limite finie £ strictement positive et différente de 1, alors In(u(x)) i In(4).
(D’apres la composition des limites)

—

> Siutendvers1en aalorsIn(u(x)) =In(1+u(x)-1) ~ u(x)—1 (Calcul arefaire systématiquement)
~——— X—a

G =
O > Si u tend vers 0 ou +oo : on cherche un équivalent v(x) de u(x) en a, puis on effectue le calcul suivant :
(%)
() - Ine@)-In@x) " (%) .
In(u(x)) = In(u(x)  In(u(x) x—a

. . . . v(x)
puisque le dénominateur tend vers +oco ou —oo et que le numérateur tend vers 0 (car —— tend vers 1)
u

quand x tend vers a. On en déduit que In(u(x)) a In(v(x)).
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1
Exemple 21.46 — Déterminer un équivalent en +oco de x — In (x sin (—2))
X

. . PP 1
Remarquons que I'expression est bien définie si x > —.

VT
. 1 . (1 1
lim — =0etsin(x) ~ x,doncsin|— ~ —.
x—-+oo x2 x—0 x2 | x—+o00 x2
N 1
D’oul xsin = ~ -,
X¢ ) x—+o00 x

Pour tout x au voisinage de +oo,

= |~

m) In(L) - In(xsin( L)) i ln(xsin(xlz )

Inxsin (L)) Inxsin (L)) In(xsin (%))

1 1

=1,donc lim In| —X—|=0.
X—+

o0 xsin(iz)
X

—

D’apres I’équivalent obtenu avant, lim
X—+00 : 1
xsin —2)
X
. (1 . (1
Deplus, lim xsin|—|=0,donc lim In{xsin|—||=—o0.
X—+00 x2 X—-+00 x2
1
In ()

1
Finalement, lim —————-1=0, doncln(—) ~ ln(xsin(—z)).
x—»+ooln(xsin(x_12)) x| x—+o0 X

—

III- Relations de comparaison pour les suites

Les relations o, O et ~ que nous venons de voir pour les fonctions peuvent aussi étre utilisées pour les suites, avec des

définitions similaires. C’est 1'objet de cette section. Les preuves étant similaires aux précédentes, nous les éluderons.

1 - Domination et négligeabilité

Définition et exemples

Définition 21.47 — Soient (u,) nen €t (V) nen deux suites a valeurs réelles ou complexes. On dit que :

1. la suite (u#y)nen est dominée par la suite (v,,) ey S'il existe M € R* tel que Vn > ny, |lu,l < M|vyl, ou encore, si

Un

(Vn) nen ne s’annule pas au dela du rang ny, tel que Vn > n,

un grand O de vy, ». "

< M. On note alors u,, = O(vy), on lit « u, est

2. la suite (uy,) zen est négligeable devant la suite (v,) ,en S'il existe une suite (€,) ,en coOnvergeant vers 0 et un rang

no € N tels que Vn > ny, u, = v,e,. On note alors u, = o(v,), on lit « u, est un petit o de vy, ».

Un

Si (v5) nen e s’annule pas au-dela du rang n;,cela revient au méme de dire que ( )
Un/n>nm

converge vers 0.

Exemple 21.48 -
3/2 3/2 n3'2 cos(1/n)
e Onan™“cos(l/n)=0(n""°) car pour tout n > 1, —— |5 lcos(1/n)| < 1.
n
- ) n®2cos(1/n)  cos(1/n)
e Onan~“cos(l/n) =o(n°) car pour tout n > 1, % =
n Vn
lim cos0i) =0 puisque Vn e N* -l < cos(t/n) < !
e ym P m T vm S on

10
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Suites de référence

— Proposition 21.49 - Comparaisons de référence
1. Si (u4,) nen est bornée et si liIP |vp| = 400, alors uy, = o(vy).
n—+oo

2. Soit (a, B) € R%. Si a < B alors n® = o(nP).
3. Soit (a,b) € R%.Si0 < a< b, alors a” = o(b™).

4. Pourtousréelsa>0,>0eta>1,
Inn)%=0nP), nP=o0@ et a"=omn).

5. Pourtousréelsa>0,8>0etac]0,1],

i—o(a") a"—o(i) et ——o(;)
nl ' " \nb nf \(nme)

Démonstration. Tout cela découle des résultats classiques des croissances comparées. O

Exemple 21.50 —

D" =otm), n=otn), —=o(=5), n(m)’=o(n), r’=ofe"
n n

Propriétés des o et O

— Proposition 21.51

Les regles de calcul avec les suites sont les mémes qu’avec les fonctions. Voir Propositions du paragraphe « Opérations
sur les petito» .

Exemple 21.52 -
¢ In(n) = o(n) donc In(n) = O(n). Comme nsin(1/n) = O(n), on peut écrire : nsin(1/n) +1In(n) = O(n).

e nsin(1/n) = O(n) et In(n) = o(n) donc nln(n)sin(1/n) = o(n?).

— Proposition 21.53 - Composition par une suite

Soient f et g deux fonctions définies sur D et a un point ou une extrémité de D et (1) ,en une suite d’éléments de D qui
tend vers a.

L Sif(x) = o(g(x)),alors f(un) = 0(g(un)).
2. Sif(x) = O(g(x)), alors f(un) = O(g(un))-

2 - Suites équivalentes

Définition et propriétés

Définition 21.54 — Soient (1) nen €t (V1) nen deux suites a valeurs réelles ou complexes.
On dit que la suite (1) ,en st équivalente a (v,,) e S'il existe une suite (ay) ,en convergeant vers 1 et un rang ny tels
que pour tout n > ngy, U, = Vya,. On note alors u;, ~ vy, on lit « u, est équivalente a v, ».

. . N . . . A . . Un
Sila suite (v;,) ne s’annule pas a partir d'un certain rang n,, cela revient au méme de dire que la suite (—

) converge
Unlnzm

vers 1.

11
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Exemple 21.55 -
n+1In(n) i In(n)

n n n—+oo

On a n+In(n) ~ n car pour tout n > 1,

— Proposition 21.56 — Lien entre ~ et 0

Sous les hypothéses de la définition précédente, u, ~ v, si, et seulement si, u, — v, = 0(vy).

Exemple 21.57 — In(n) = o(n) donc n +In(n) ~ n.

Remarque 21.58 — Lécriture u, = v, + o(w,,) signifie que u, — v, = o(wy).

— Proposition 21.59 — Propriétés de la relation ~

Les regles de calcul avec les suites sont les mémes qu’avec les fonctions. Voir Propositions du paragraphe « Propriétés
des équivalents » .

ATTENTION! On retiendra notamment que les équivalents se comportent bien vis a vis du produit, du
2 quotient et de la puissance MAIS PAS VIS A VIS DE LA SOMME OU DE LA COMPOSITION!

1. Siu, ~ v, etw, ~x,, on NNAPAS nécessairement u, + w, ~ vV, + Xj.

2. Siu, ~ vy, on N°APAS TOUJOURS In(uy) ~ In(v,) ou exp(uy,) ~ exp(vy).

— Proposition 21.60 — Propriétés transmises par ~
Soient (i) nen €t (V) nen deux suites équivalentes.

1. Sila suite (v,) est strictement positive (respectivement négative) au dela d'un certain rang, alors (u,) est stricte-
ment positive (resp. négative) au dela d'un certain rang.

2. Sila suite (v,,) nen @ une limite dans R, alors la suite (¢,,) peny @ une limite et lil}_l Uy = lil}_l Vy.
n—+oo n—+oo

— Proposition 21.61 - Composition par une suite

Soient f et g deux fonctions définies sur D et @ un point ou une extrémité de E et (i) ,en une suite d’éléments de D qui
tend vers a. Si f(x) ~ g(x),alors f(un) ~ g(un).
X—a n

—+00

1 b4
Exemple 21.62 — Déterminer un équivalent de Arctan (1 + —2) T
n

1
Arctan est dérivable en 1 et Arctan’(1) = B # 0. Donc

Pl = L = (1)
rcan(x)—— ~ —(x-—
4 x—12

1
Comme lim 1+ — = 1, on a par changement de variable :
n—+oo n

& Arctan(l + —) - % !
) ou rctan( +ﬁ) Zzwmoﬁ

1 T

Arctan(1 + ﬁ) = Z nﬂ:oo 5(1 ar ﬁ

12
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Equivalents classiques

— Proposition 21.63 — Equivalence a sa limite
Soit £ un réel non-nul. (1,) converge vers ¢ si et seulement si u,, ~ ¢.

— Proposition 21.64 - Equivalence des suites polynomiales
SiP:x— a,,x” + ap_lxp L4 ... 4 a1 x + ag est une fonction polynomiale dont le coefficient a, est non nul, alors

P(n) = apn” +cz,,_1n”_1 +-+ag ~ apn’

— Proposition 21.65 - Equivalents classiques

Soit (u#,) une suite convergeant vers 0 et ne s’annulant pas au dela d'un certain rang.
Alors chacune des suites suivantes est bien définie au dela d'un certain rang, et pour tout a € R,

2
u
1. sin(u,) ~ uy,. 2. l—cos(un)~?”. 3. tan(u,) ~ Up.

4. In(1+uy) ~ uy,. 5. A+uy)®-1~au, 6. e¥r—1~u,.

Démonstration. On utilise les équivalents de fonctions usuelles en 0 et la composition par une suite de limite nulle.
2 n(n+1)

Exemple 21.66 — Déterminer la limite de la suite de terme général (1 + —2)

n

Pour tout n € N*,

4 —

2 n(n+1)
nz)

2
= exp (n(n+ l)ln(l Sl
n

2
[

2
5|~ —Z.Onaalors
n n

1
— 0, donc In
n

2) 2n(n+1) 2n?

n(n+1)1n(1+—2
n

2 2
Donc n(n + l)ln(l + —) converge vers 2, donc exp (n(n + l)ln(I + — ) converge vers e?.
n n

2 2

A ATTENTION! ONNECRITJAMAIS u;, ~0!!

IV- Exemples et applications

1- Série harmonique et constante d’Euler

Théoréme 21.67 — Développement asymptotique de la série harmonique et constante d’Euler

n
1
Z T Inn+y+o(1) pour un certain réel y appelé la constante d’Euler : v =0,577.
k=1 /¢ ITree
71 1
En particulier : I; T oo Inn+0(), etméme: kzz:l T oo Inn.

13
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n 1 n
Démonstration. Posons pour tout n € N*: 1w, = ) P -In(n+1) et v,=) —-Inn.
k=1 k=1
Rappelons a toutes fins utiles que pour tout x €] — 1, +oo[ : In(1 + x) < x *. Nous allons montrer que les suites (i) ,en+ €t
(Vn) nen+ sont adjacentes.

e Lasuite (uy,),en+ €St croissante et la suite (vy,) ,en+ décroissante car pour tout 72 € N* ;

ntlg UNS | 1 +2 1 1 ) *
un+1—un:ZI—C—ln(n+2)—Z%+ln(n+l):n+1—ln(n ): —ln(l+F)>0

k=1 k=1 n+1 n+l 1
n+1 n
1 1 1 n -1 - *
et Upy1—Up= ——In(n+1)— ) —+Inn= +ln( ):— +In 1+—)<0
e ,;k ( ) k;k n+1 n+1 n+1 n+1

1
1+—) 0.
n) n—+oo

En particulier, d’apres le théoréme des suites adjacentes, la suite (v,,) ,en+ €st convergente. En notant y salimite, on a liI}_l Up—
n—+00

e Enfin: v,—u,=In(n+1)—Inn=In

Y =0,i.e u, =y+o0(1) ce qui donne exactement le résultat annoncé. O

2- Etudes de sommes par encadrement d’intégrales

Nous verrons, dans le chapitre sur la construction de I'intégrale, que toute intégrale peut étre approchée par des sommes
par construction de I'intégrale. Expliquons simplement que les sommes en question représentent dans ce cadre des « aires
sous la courbe » de fonctions en escalier. L'idée de base de ce paragraphe, c’est qu'on peut aussi faire I'inverse et approximer
certaines sommes par des intégrales.

—— Théoreme 21.68 - Comparaison somme-intégrale

Soit f € C([1, +oo[,R) une fonction positive décroissante.
Pour un certain £ e R :

Y fo = ff(t)dt+£+o(1)
=1 n—+oo J1

n n
Démonstration. Posons, pour tout n € N*, 1, = Z fk) —f f()dt. Montrons que la suite (un)neN* ainsi définie est
k=1 1

décroissante et minorée, ce qui, avec le théoréme de convergence monotone, nous donnera le résultat annoncé.
e SoitneN*.Ona:

n+l n+l

n+l n n n+1
Uns1—Un= ) f(k)—fl f(ode— Zf(k)+f1 f(t)dt:f(n+1)—f f((t)dt:f (fn+ D) - f()de
k=1 k=1 n n

Or, f est décroissante sur [1, +oo[ donc en particulier sur [n, n + 1]. Ainsi, pour tout t € [n,n+1],ona f(n+1) < f(f) i.e
n+1
f(n+1)— f(#) <0. Par décroissance de l'intégrale, on a donc f (f(n +1)— f(t)) dr <0, i.e Upi1— Uy < 0.
n

Donc, (un]ne,\,* est décroissante.

 De plus, pour tout k € N*, et pour tout ¢ € [k, k+ 1], on a, par décroissance de f, f(k+1) < f(#) < f(k) donc, par
k+1

croissance de l'intégrale, f(k+1) < f(®)dt < f(k) puis par croissance du signe Z, pour tout n € N*,
k

n-1 pk+1

n-1 n-1
Y fk+n< Y fode< ) fk)
k=1 k k=1

k=1

n n

n
On en déduit, par relation de Chasles et changement d’indice, Z fk)-f) < f fde< ) fk)— f(n).
k=1 1 k=1
Etdonc, f(n) < u, < f(1). En particulier, (un)ne,\,* est minorée par 0, car f est positive.

En particulier, dans le cas de la fonction inverse, on retrouve le
développement asymptotique de la série harmonique :

Z % n~=+ooln(n) +y+o(1)

14
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3 - Suites d’intégrales et fonctions définies par une intégrale

Comme nous le savons déja, il suffit parfois d'un simple encadrement pour trouver un équivalent d’intégrale.

x+1
Exemple21.69—f elntdt ~ e*(e-1Inx
X—+0o0

X

x+1

x+1 x+1
Démonstration. Pour tout x>0 : lnxf eldr < f e’'lntds <In(x+ l)f e'et, donc:
X X X

x+1
(ex+1—ex)lnx<f e'lnrde < (e —e¥)In(x +1)
35

1

In(x+1)
e‘(e—-1)Inx

] —d’ou le résultat par encadrement. O
nx

Sl
puis: 1< f ellntdr <
X

Souvent hélas, encadrer ne suffit pas, voici donc une idée parmi d’autres. Une intégration par parties transforme toujours
une intégrale en une somme de deux termes - un « crochet » et une autre intégrale - et quand on s’y prend bien, cette décom-
position peut fournir un début de développement asymptotique pour I'intégrale de départ.

— Théoréme 21.70 - Un exemple de développement asymptotique par IPP
1 1
. 1 n _ 1 S . n f
Soit f € C'([0,1],R). Alors, fo t f(t)dtn—:i—ooT +ol—|. En particulier, si f(1) Z0: A "fode ~ .

—+c0 1

1

1 n+l 1!
Démonstration. Pour tout n e N : f "rde 2 f (t)] -—— | ™fwade
0 +1 0o n+ 1Jo

1
= &_Lf tn+1f,(t)dl‘.
0

n+l n+1
Or [’ est continue sur le segment [0, 1], donc bornée d’apres le théoréme des bornes atteintes. Ainsi, pour tout 7 € N :

1 1 ' 1
‘f () dt’ < ”f’“oof dr = %, donc nliIPoof t"*1 f'(£)dt = 0 par encadrement.
0 0 —+00 Jo

! 1 1 1 1
Conclusion : ft”f(t)dt = &+0(—) = m+0(—). O
0 n—+oo p+1 n+1jn—+oo n n
1 o—xt 1 1
Exemple21.71—f © de = —+O(—)
0 1+12 x—toox x?

Démonstration. Tachons si possible d’adapter la preuve du théoréme précédent au contexte de cette nouvelle intégrale.
Pour commencer, pour tout x>0 :

1 o—xt
e IPP
[
o 1+¢

1 tefxt 1 te—xt 1 l—e* 1
f ———dt :f —dtg[ e Mdr= < -, donc en effet :
0 (1+1?) o ( 0 x

_ 1
Rl 1

1 ! 2¢te™* 1 e* 2l e
. L
o XJo (l+t2) x 2x xJo
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