19 | Polynémes a coefficients dans R ou C

Il est impossible de résoudre par des radicaux]’équation générale du cinquiéme degré.

Niels Henrik Abel, 1802-1829

Dans ce cours, K désigne R ou C.

I- Une petite introduction a la notion de polynome

Jusqu'ici, vous n’avez jamais distingué les « polynomes » des « fonctions polynomiales », qui sont pour vous toutes les fonc-
tions sur R de la forme x — a,, x" + an_lxnfl +...+a1x+apavecneNetay,...,a, € R. Nous allons voir dans ce chapitre qu’'en
fait NON, LES « POLYNOMES » NE SONT PAS DES FONCTIONS .

Notons par exemple P le polynéme 3X? +4X + 1. Calculer P(5), c’est transformer 5 en un autre nombre conformément a
certaines opérations élémentaires - puissances, multiplication par un réel et addition. Or il y a tout un tas de mondes mathé-
matiques dans lesquels on sait calculer des puissances, multiplier par un réel et additionner les objets :

e R bien stir— d’ol1 la possibilité de calculer P(5),
» 'ensemble des matrices M, (R) - d’ou1 la possibilité de calculer P(A) pour tout A€ M, (R),
« 'ensemble des fonctions de R dans R - d’ott la possibilité de noter P(exp) la fonction x — 3e* +4e* +1.

En fait, dans tout anneau A dans lequel on sait multiplier par un réel, on a bien envie de poser P(a) = 3a® + 4a + 1,4 pour
tout a € A. On en a bien envie, certes, mais il faut dans ce cas renoncer a I'idée qu'un polynéme est une fonction, car la
FONCTION x — 3x% +4x + 1 est définie sur R, pas sur M, (R) ou R®. Finalement, on ne sait toujours pas ce qu’est le polynéme

P =3X?+4X +1, mais ce n’est pas la gentille fonction x S 3x? +4x+ 1 en tout cas.

v y=f®
Le piege, c’est que jusqu'’ici, quand on vous définissait une fonction polynomiale, on

vous donnait aussi ses coefficients. Or, quand on connait la suite (1,4,3) des coefficients de

f,on peut facilement calculer toutes ses valeurs, par exemple f(5) = 3x 52 +4x5+1 = 96, mais

quand on connait f comme FONCTION, C’EST-A-DIRE PAR LA DONNEE COMPLETE DE SES VALEURS ,

peut-on déterminer ses coefficients? Vous pouvez tenter I'expérience sur la figure ci-contre,

vous ne les « verrez » pas directement. Conclusion : I'essentiel, ce sont les coefficients, pas le

fait qu’on se donne une fonction. Lessentiel du polynome 3X? +4X + 1 n'est pas la nature

de son X mais la liste (1,4, 3) de ses coefficients degré par degré. Vous voila maintenant préts

pour la définition des polyndmes. Y

Définition 19.1 (Polyndmes a une indéterminée a coefficients dans [K) — On appelle polyndme (a une indéterminée)
a coefficients dans K toute suite presque nulle d’éléments de [, i.e. toute suite (ay) ey d éléments de N dont tous les
éléments sont nuls a partir d'un certain rang. Pour tout k € N, le coefficient a; est appelé le coefficient de degré k du
polynéme.

Lensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[ X] si on choisit de noter X I'indéterminée.

A ATTENTION! Lindéterminée X est un nouvel objet, bien précis, et n’est pas un nombre!

Conformément a cette définition, un polynéme est une suite de la forme (ay, ai, ..., a,,0,0,0,...) a coefficients dans K. Nous
NOTERONS conformément a ’habitude a, X" + a,,-1 X o+ a1 X + ap une telle suite, mais il peut étre utile de garder en téte
cette définition pour bien comprendre la suite de ce chapitre.

Quoi qu’on pense de son abstraction, la définition précédente rend au moins trivial le résultat suivant, si l'on n’'oublie pas
ce que c’est qu'une suite. Le résultat analogue sur les FONCTIONS polynomiales est autrement délicat!

— Théoreme 19.2 — Identification des coefficients
Deux polynoémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux.
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IT- Généralités sur les polyné6mes

1 - Définitions et opérations sur les polynéomes

n
Définition 19.3 - Soit P = ap X"+ an1 X" ' +...+ a1 X +ap = > a;X"* un polynome de K[X].
k=0

e Sia, #0, alorsleréel a, est appelé coefficient dominant du polynéme P. S’il est égal a 1, on dit que P est unitaire.

Si a,, # 0, alors I'entier n est appelé le degré du polynéme P et on note deg(P) = n.

Le polynome dont tous les coefficients sont nuls est appelé le polynéme nul et il est noté O x;.

Tout polyndme de la forme a; X’ ot1 i € N et a; € K, est appelé un mondéme.

Les polynémes de la forme ay sont appelés les polynémes constants.
Remarque 19.4 — Par convention, le polyndme nul a pour degré —co. Un polyndéme constant non nul est de degré 0.

Exemple 19.5 - Le polynome P = —3X° +2X> + X? + X — 4 est un polynome de degré et de coefficient dominant égal
a

Définition 19.6 — Pour tout entier naturel 7, on note K, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
On a donc

Kn[X]={PeKI[X]|deg(P) < n}= { Y arX*|(ag,...,an) € K”“}
k=0

Exemple 19.7 - C,[X] =.
Lensemble Ry[X] est 'ensemble des polyndmes

Définition 19.8 (Egalité et opérations) —
Soient p,geN,P=ag+a X +---+apX? et Q=by+ b1 X +---+ by X9 deux polynomes a coefficients dans K.
Quitte a rajouter des coefficients nuls, on peut écrire P et Q sous la forme (n = max(p, q)) :

n
P=ay+m X+--+a,X" =

. n .
aiX' et Q=by+b1X+--+b,X"=) b X'
i=0 i=0

1. P et Q sont dit égaux si et seulement si tous leurs coefficients sont les mémes :
P=Q < VYke[0,n], ar=bi

2. Lasomme de P et Q est

n .
P+Q=(ap+bo)+ (@ +b))X+-+(an+by) X" =) (a;+b) X’
i=0

3. La multiplication externe de P par un scalaire A € K est

n .
A-P=ag) +(Aa)X+--+Aa) X" =) Aa; X'
i=0
4. Le produitde P et Q est
ptqa i
PxQ:ZciX’ ou VieN, ¢ = Z akbz=zdi—eb£
i=0 k+0=i =0
ke(0,...,p}
2€{0,...,q}

Ces opérations conférent au triplet (KK[X], +, x) une structure d’anneau commutatif, d’éléments neutres le polynome nul
pour + et le polynéme constant 1 pour x.
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Exemple19.9- (X°+2X-i)+(X°-X*-X+i)=
BX:-4X+1D)+(-3X3+ X%+ =
(X+1)-(miX?+X+2) =

La définition 19.8 justifie ce qu'on appelle la méthode d’identification des coefficients de deux polynémes égaux.

Exemple 19.10 - Soit P le polyndme défini par: P = X* —6X3 +13X% - 12X + 4.
Montrer que P est le carré d'un polynome Q de degré 2 a déterminer.

Le résultat suivant ne nous est d’aucune utilité pour le moment, mais nous l'utiliserons plus tard dans nos pérégrinations
probabilistes et c’est pile poil le bon moment pour le démontrer.

2
* n 2n
Exemple 19.11 - Formule de Vandermonde : pour tout n € N : Z ( ) = ( )

Démonstration.

2- Composition des polynomes

n
Définition 19.12 — Soit P = Z aka et Q deux polyndmes de K[X].
k=0
On définit le polynéme composé P o Q, noté aussi P(Q) par

n
PoQ=PQ =Y arQ~.
k=0
Exemple 19.13- Si P = X?+2X-1et Q= X +3, alors
POQ:

Remarque 19.14 — Dans le cas particulier ot1 Q = X, le polyndme P o Q = P(Q) = P(X) est égal a P. On peut donc aussi bien
utiliser la notation P(X) que la notation P pour désigner le polynéme P.



Maths 2025/26 Ch. 19— Polynomes a coefficients dans R ou C MPSI

3 - Propriétés du degré

—— Proposition 19.15
Soient P et Q deux polyndmes de K[X] et 1 € K.
> deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)),
> deg(AP) = deg(P) si A #0,
> deg(P x Q) =deg(P) + deg(Q),
> Sideg(Q) > 1, alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).
(toutes les opérations ont lieu dans Nu {—oo}.)
De plus, on peut préciser que si
> Sideg(P) # deg(Q) alors deg(P + Q) = max (deg(P),deg(Q)).

> SiP et Q ne sont pas nuls, si deg(P) = deg(Q) et que les coefficients dominants de P et Q ne sont pas opposés, alors
deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q)) = deg(P) = deg(Q).

Exemple 19.16 - Soit P=3X?>+X+1,Q=-X>+1et R=X> + X% +1. Alors,

Démonstration.
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On en déduit la conséquence importante suivante :

—— Proposition 19.17 - Intégrité

Soient P et Q deux éléments de K[ X]. Alors

PQ=0«<= P=0 ou Q=0.

Démonstration.

Remarque 19.18 -
» Cette propriété d’intégrité est fausse dans I'espace des matrices, et est également fausse dans I’espace des fonctions...

o Ce résultat serait nettement plus difficile & prouver si on travaillait avec des fonctions polynomiales et non avec des
polynomes. En effet, si P(x)Q(x) = 0 pour tout x € R, alors en tout point I'une des fonctions P et Q s’annule, mais qui
nous dit que 'une des deux s’annule tout le temps? Rien a priori.

4 - Fonctions polynomiales

Définition 19.19 -

1. On appelle fonction polynomiale sur K toute application f de K dans K telle qu'il existe un entier n et des élé-
ments day,...,a, de K tels que

n .
Vxek, f(x) =) a;ix'.
i=0

K
n
_ i q 5 R S S n .
2. Pour P = i2=o a; X', on appelle fonction polynomiale associée a P la fonction P : x - Z i

3. Ondit qu’'on évalue P en x € K lorsque I'on calcule P(x0)

Remarque 19.20 -
Si f est une fonction polynémiale, il existe évidemment un polyndme P de K[X] telle que f = P. Nous verrons plus loin
que le polynéme P est unique (car on utilise K =R ou C).

Sil'on travaillait avec des polynomes a coefficients dans un autre corps que R ou C, alors I'unicité n’aurait pas été assurée.

A ATTENTION! X NESTPAS UNNOMBRE! On ne dit pas « Posons X = 1 », mais « Evaluons en 1 ».

5- Méthode algorithmique de Horner pour I’évaluation des polynémes

La méthode de Horner est un algorithme permettant de calculer plus rapidement la valeur d'une fonction polynomiale en
un point donné que la méthode naive.

Par exemple, si f estlafonction, définie sur R, x — 10x*—7x3+5x*+3x—13 et quel’'onveut calculer al’aide d'un programme
python f(a) ou a est un réel, on peut utiliser le script suivant :

def f(x:float)->float:
valeur = 10*(x**4) -7x(x**x3) +5x (x**2) +3%xx-13
return valeur

a=3.1415

print (f(a))

Cela nécessite 10 multiplications et 4 additions/soustractions. En fait, en généralisant cette méthode a un polyndme quel-
conque, on arrive a une complexité en O (n?) ot n est le degré du polynome.
Idée : La méthode de Horner est basée sur un constat, sil’on réécrit la fonction f de la maniere suivante :

fl@=0(10xa-7)xa+5)xa+3)xa—13.
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Ici, il n'y a que 4 multiplications et 4 additions.

Méthode 19.21 -
On peut généraliser cette idée.

n
Soit P = Z a;X* un polynome réel de degré n et f la fonction polynomiale associée. Pour calculer f(a) ou a

k=0
O-O est un réel quelconque, on effectue le calcul
(..(((@pxa+ap—1)*xa+ay—2) XA+ ap-3) x...) xa+day,

qui ne nécessite que n additions et # multiplications.

Si l'on représente les polyndmes en python par la liste (selon le degré décroissant) de leurs coefficients, on peut écrire le
code suivant :

def Evaluation_Horner (P:list,a:float)->float:
""" Entrée: P polyndme (liste des coefficients par deg décroissant), a float
Sortie: Valeur de P(a)"""
valeur = P[O0]
degre = len(P)-1
for i in range(l,degre+1):
valeur = a*valeur+P[il]
return valeur

Remarque 19.22 - Bien sr, tout ce qui a été fait ici avec une fonction polynomiale réelle se généralise a une fonction polyno-
miale complexe.

III- Dérivée d’'un polyné6me

1 - Définition et généralités

n
Définition 19.23 — Pour tout polynéme P = Z aka ouneN,etay,a,...,a, €K, on définit son polyndme dérivé par
k=0
n-1
=Y (¢+Dag. X°.
=0

n
P' =Y kagx*!
k=1
Le polynome P’ est défini de sorte que, lorsque K = R, la fonction polynomiale associée a P’ soit la dérivée de la fonction
polynomiale associée a P. La dérivation des polyndmes posséde donc les mémes propriétés que la dérivation des fonctions, a
savoir
P+Q)=P'+Q, AP)Y=AP" et (PQ)=PQ+PQ,

pour tous BQe K [X] et A e K.
On peut évidemment itérer le processus de dérivation. Comme dans le cas des fonctions, on utilise alors les notations P" ,
P" et p¥ pour désigner respectivement les dérivées seconde, troisieme et /-iéme de P. On note aussi P le polynome P.

ATTENTION! Le polyndme dérivé est une construction abstraite et n'a donc aucun rapport avec un taux
d’accroissement.

— Proposition 19.24 — Degré du polynome dérivé
Soit PeK[X].On a
deg(P)—1 siPn'estpas constant,

n_
deg(P’) = { si P est constant.

Plus généralement, si P n’est pas nul, pour tout entier naturel ¢ < deg(P), on a deg(Pw)) = deg(P) — ¢ et pour tout entier
naturel £ > deg(P)+1,ona PO =y,

Exemple19.25- P=X>+X+1 P'= PpP®= pO= e ve>4 pO=,
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Démonstration.

— Proposition 19.26 — Dérivées du polynéme X"
Soit n € N. Pour tout ¢ € [[0; 7],

XM =

etpourtout? > n+1, (XMWY =,

(n=D!
=nn-1...(n-+Xx""

n—-¢

sif>1

Démonstration.
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— Proposition 19.27 - Formule de Leibniz

Pour tous polyndémes P et Q de K[X] et tout entier naturel n, on a

n

PxQ™ =Y

k=0

n

po on-k)_
L

Méme démonstration que celle qui a été faite dans le chapitre « Dérivabilité des fonctions d’'une variable réelle ».

— Proposition 19.28 — Dérivée d'un polnyéme composé

Pour tous polynomes P et Q de K[X], on a
(PoQ) =Q' x(P'oQ).

— Corollaire 19.29 - Dérivées du polynome (X — )"

Soit n e N et a € K. Pour tout ¢ € [[0; n]],

PRy N n! _ an—-¢
(X=a)™) _—(n—l)!(X a)

etpourtout £ >n+1, (X-a)m® =o.

2- Formule de Taylor

—— Théoréme 19.30 - Théoréme de Taylor

n
SoitneNetP = Z ar X* e K, [X] un polyndéme de degré au plus n.
k=0

n. p®) (0
pP=3 % X*  (Formule de Taylor en 0)
k=0

}%(a)

n
pP= Z (X-a)* (Formule de Taylor en a € K)

o K

Démonstration.
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— Corollaire 19.31 - Expression des coefficients par les dérivées

n B ﬁ(k)(o)
SoitP= ) ai X" e€K[X].Alors,ona: VYke[0,n], ap= .

k=0 k!

IV- Arithmétique des polynomes

1 - Diviseurs et multiples

Définition 19.32 -~ Soient A et B deux polynémes. On dit que A est un diviseur de B ou que A divise B ou encore que A

est un multiple de B si et seulement si il existe un polynéme K tel que B = KA.
On note alors A | B.

Exemple 19.33 -
1. Pourtout Pe K[X],P|Oetl]|P.
2. Sio|P,alorsP=0

3. Pourtout A e K*,onaA|P

Exemple 19.34- X —1| X% -1 car
2X2—2|X2—1 car

Exemple 19.35 - Soit n € N*. Montrer que X — 1 divise X" — 1.

Rappel : Soient P et Q deux polynémes. PQ =1 = deg(P) =deg(Q) =0
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Autrement dit, les polyndmes inversibles sont les polynémes constants non nuls.

—— Proposition 19.36

......

ndmes UNITAIRES OU NULS de K[X]. Soient B Q, R e K [X].
1. Réflexivité: P | P.
2. Transitivité:Si P|Q et Q| R, alors P | R.
3. Pseudo Anti-symétrie: (P|QetQ|P) < Tke K tel que P =kQ Onditalors que P et Q sont associés (sur K).

Démonstration.

O
— Proposition 19.37 - Combinaisons linéaires et produits
Soient P Q, R, S, T cinq polyndomes.
1. T|RetT|S = T|PR+QS. 2. SiP#0alorsR|S < RP|SP.
Démonstration.
1. SiT|RetT|S,alors R= AT et S= BT avec A et B des polynémes, donc PR+ QS = (PA+QB)T.
2. RP|SP <— 3K eK[X], SP=RPK «<— 3K €K[X], S= RK (car P estnon-nul) < R|S.
O

— Proposition 19.38 — Divisibilité et degré
Soient P, Q deux polyndmes avec Q #0. Si P|Q, alors deg(P) < deg(Q).

Démonstration.

10
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O
2 - Division euclidienne de deux polyn6mes
—— Théoréme 19.39 - Théoréme de la division euclidienne pour les polynémes
Soient A, B € K [X] avec B # 0.
11 existe un unique couple (Q, R) € K [X]? tel que A= QB+ RET deg(R) < deg(B).
Exemple 19.40 - On peut écrire la division euclidienne du polynéme A = X + X + 1 par le polynome B = X :
Démonstration.
O

11
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— Proposition 19.41 — Divisibilité et division euclidienne
Soit A, B € K[X] avec B # 0.
B|A< R=0
ol R est le reste de la division euclidienne de A par B.
Démonstration.
O

Méthode 19.42 -

On peut poser la division en faisant disparaitre les monémes de plus haut degré successivement. Par exemple,
considérons A= X* +3X?—5X +1 et B = X? —3X et détaillons le calcul.

1. On soustrait 2 A un multiple de B de sorte que X* disparaisse.
x4 +3X* -5X +1
-(x* -3X%)
3> +3X* -5X +1

On note A; =3X° +3X% —5X + 1 le nouveau polyndéme obtenu.

2. On soustrait 2 A; un multiple de B de sorte que 3X° disparaisse.

x* +3X%2 -5X +1
-x* -3x%
3x2  +3X? -5X +1
-3x% -9x?

12X°> -5X +1

On note Ay = 12X? —5X + 1 le nouveau polynéome obtenu.

3. On soustrait 2 A, un multiple de B de sorte que 12X? disparaisse.

x4 +3X? —-5X  +1
—-(x* -3x%)
3x> +3X?  -5X +1
-3x% -9x?
12X -5X  +1
-(12X%> -36X)
31X +1

Le reste est de degré 1 donc on ne peut plus poursuivre. Finalement, A = (X? +3X +12)B+ (31X + 1).

12

X?-3X

X2

X?-3X

X% +3X

X?-3X

X°+3X+12
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Exemple 19.43 — Effectuons la division euclidienne de X> +3X — 2 par X? + X.

Exemple 19.44 — Effectuer la division euclidienne de A =2X*-3X%+5par B= X2 -2X +3.

V- Racines d’un polyné6me

1- Définition
I Définition 19.45 — Soit P € K[X]. On dit que le réel a est une racine du polyndme P lorsque P(a) =0.
Remarque 19.46 — Le polynéme nul a une infinité de racines (et c’est le seul dans ce cas!).

Exemple 19.47 -
¢ Soit le polyndme P = (X —5)(2X +1)(8 —2X).

« Soitle polynome Q = X> —2X +1.

« Soitle polynéme R = X* +1.

13
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2 — Racines et divisibilité

— Théoreme 19.48

Soit P e K[X] et @ € K. Alors a est une racine de P ssile polyndme X —a divise P. Autrement dit, ssi il existe un polynéme
Q non nul tel que P(X) = (X - @) Q(X).

Démonstration.

Exemple 19.49 - 1 est racine de X" — 1 et donc X — 1 divise X" — 1.

— Théoréme 19.50

Soit p € N* et ay,...,ap, p réels 2a2 distincts. Alors ai,...,a, sont p racines de P ssi le polyndome
(X—a1) (X -a2)...(X —ap) divise P.

Démonstration.

14
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— Proposition 19.51

Un polynome de degré inférieur ou égal a n et qui posséde au moins 7 + 1 racines distinctes est le polynéme nul.

Remarque 19.52 -
» Par contraposée, tout polyndome non nul de degré n admet au plus 7 racines.
o En particulier, tout polyndme qui admet une infinité de racines est le polynéme nul.

Démonstration.

3 - Ordre de multiplicité d’'une racine

Définition 19.53 — Soit P € K[x] et @ € K. On dit que a est une racine d’ordre de multiplicité k € N* de P si P(a) =
Pla)=...=P* V@)=0et PP (a) #0.

Remarque 19.54 -
« En particulier a est racine simple de P si P(a) = 0 et P’ () #0
e a estracine double de P si P(a) =0, P'(a) =0 et P"(a) #0.
¢ Lordre de multiplicité d'une racine est inférieure au degré du polyndome.

Exemple 19.55 - On consideére P(X) = X* —2X% +3X? —4X +2. Est-ce que 1 est racine, et si oui avec quelle multiplicité?

Théoréeme 19.56

Soit Pe K[x], a € K, et k e N*.
Alors «a estracine d’ordre k de P ssiil existe Q € K[X] tel que :

PX)=(X-a)*Qx)

avec G () # 0. Autrement dit ssi (X — a)’c divise P, mais (X — oz)kJrl ne divise plus P.

15
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Remarque 19.57 — En particulier, a est racine double si (X — a)? divise P mais que (X — @) ne divise pas P.

Démonstration.

O
4 - Nombre de racines d'un polynéme
— Théoréme 19.58 - Factorisation «par les racines»
Soient P € K[X] NON NUL et Aj,...,A; des racines distinctes de P de multiplicités respectives my,..., m,. Alors
(X=2A1)"™...(X=A;)"™ divise P. En particulier my +...+ m, < deg(P).
Démonstration.
O

Exemple 19.59 — Le polynome (X —1)* X?(X + 2) possede en tout trois racines distinctes : 1 de multiplicité 4,0 double et
-2 simple. On dit en revanche qu'il possede | 7 | RACINES COMPTEES AVEC MULTIPLICITE , car 7 =4+ 2 + 1.

16
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-1
Exemple 19.60 - Soit P = 2X*-7x3 +6X%+ X —2. Calculer P(1), P'(1), P(2) et P(?) et en déduire une factorisation de
p.

— Théoreme 19.61 - Nombre maximal de racines comptées avec multiplicité

¢ Un polyndme NONNUL P posséde au plus deg(P) racines COMPTEES AVEC MULTIPLICITE.

o En particulier, seul le polyndme nul possede une infinité de racines.

A ATTENTION! En dépit des apparences, ce théoreme est I'un des plus importants du chapitre!

Un polynoéme de degré n ne possede pas forcément 7z racines comptées avec multiplicité. Nous verrons au prochain para-
graphe que c’est le cas si K = C, mais pas si K = R. Par exemple, X? + 1 est réel de degré 2 mais n'a pas de racine réelle.

Exemple 19.62 — Soit P € R[X]. On suppose que P(n) = P -n?+1 pour tout n € N. Alors P = X3-Xx%+ 1, donc en fait
P(z) = 22-z2+1 pour tout z € C!

Démonstration.

1
Exemple 19.63 - Soit P € R[X]. On suppose que P est de degré n entier et que P (k) = % pour tout k€ [[1,n+1].
Dans ces conditions: P(-1)=n+1.

17
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Démonstration.

— Corollaire 19.64 - Identification polyndme/fonction polynomiale

Pour tous B, Q € K[ X], siles fonctions polynomiales Pet 6 sont égales, alors les polynomes P et Q le sont aussi. Autrement
dit, les coefficients de P et Q sont égaux.

KIXI — FPK)

Démonstration. 1ls’agit de montrer que 'application @: est bijective, ou /P (K) est'ensemble des fonc-

P — P
tions polynomiales de K dans K.
n n
® est facilement surjective : Lantécédent d’'une fonction x — Z arx® estle polynome Z arXx*.
k=0 k=0

Soient P et P, deux polyndmes tels que ®(P;) = ®(P,). Alors, x — ﬁvl (x) — ﬁ; (x) est la fonction nulle, ce qui signifie que
Py — P, aune infinité de racines, donc est le polynome nul. D’ot1 P; = P».
Ainsi, ® est injective. O

Définition 19.65 — Soit P € K[X] non nul. On dit que P est scindé si et seulement si
r

AreN, 3ay,..ar €K, Imy,..,m,eN’, ILeK, P=A ] (X-ap™.
k=1

— Proposition 19.66 - Nombre de racines d'un polynéme scindé

Soit P € K[X] non nul. P est scindé si et seulement si il possede deg(P) racines comptées avec leur multiplicité.

VI- Polynomes scindés et factorisation dans R[X] et C[X]

1- Polyn6me scindé

Définition 19.67 (Polynome scindé) — Soit P € K[X]. On dit que P est scindé (sur K) s’il N’est PAS constant, et possede
exactement deg(P) racines (dans K) comptées avec multiplicité.

;

Dire que P est scindé sur K revient donc a dire que P est de la forme P = A H (X —Ap)™, olt A1, ..., A, sont les racines
k=1

distinctes de P dans K, de multiplicités respectives my, ..., m;, et ol A est son coefficient dominant.

ATTENTION! La précision «scindé SUR K » n'est pas superflue, car un polynéme peut avoir des racines
complexes mais aucune réelle. Le polynome X + 1 = (X + i)(X — i) est ainsi scindé sur C, mais pas sur R.

Exemple 19.68 — Le polynome X°+27 est scindé sur C et sa forme scindée vaut:  X3+27 = (x—3) (x ~3e% ) (x ~3e"3 )

18
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n=l ikm
Exemple 19.69 — Pour tout n € N*, le polynome X" — 1 estscindésurC: X"-1= [] (X-w)=[] (X— e )
wely, k=0

Démonstration.

2 - Factorisation dans C[ X]

Tout polyndme possede-t-il une racine? Question essentielle s’il en est, mais a laquelle nous n’avons encore jamais ré-
pondu. La réponse affirmative suivante est un théoréme majeur des mathématiques, appelé parfois « théoréme fondamental
de l'algébre ».

— Théoréme 19.70 - Théoréme de D’Alembert-Gauss
Tout polyndme non constant de C[X] possede au moins une racine.

Démonstration. ADMIS. (Difficile) O

ATTENTION! Le théoréme est faux sur R - un polyndéme non constant de R[X] peut ne pas avoir de racine
REELLE , par exemple le polynome X2 + 1.

Remarque 19.71 — Ainsi, I'équation z° + z* + 1 = 0 admet au moins une solutions dans C. Cependant, le théoréme ne fournit

aucun procédé pour I'obtenir et en fait, personne n’est capable d’en déterminer une valeur exacte!

Au degré 2, on dispose d'une méthode de résolution systématique (a I'aide du discriminant).

Aux degrés 3 et 4, d’autres techniques existent également : les méthodes (respectivement) de Cardan et de Ferrari.

A partir du degré 5, il a été démontré (par Abel et par Galois) qu’il est impossible d’obtenir de telles méthodes de résolutions
exactes.

— Corollaire 19.72 - Nombre de racines d’un polyné6me complexe

Soit P € C[X] de degré n > 1 (non constant).
P possede n racines comptées avec leur multiplicité. Autrement dit, P est scindé.

Démonstration.
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— Théoreme 19.73 — Décomposition dans C[X]

Soit P € C[X] non-constant. P se décompose de maniere unique a I’ordre prés des facteurs sous la forme

,
P=A]X-ap™,
k=1

avec
> A le coefficient dominant de P et r un entier.

> aj,..., & lesracines de P de multiplicités respectives my, ..., m;.

3 - Factorisation dans R[X]

— Corollaire 19.74 - Nombre maximal de racines d’'un polynéme réel

Soit P € R[X] de degré n > 1 (non constant).
P posséde au maximum 7 racines (réelles ou complexes) comptées avec leur multiplicité.

— Proposition 19.75 - Racines complexes de polyndmes réels

Soient P e R[X],aeCetmeN’ .
Si a est une racine de multiplicité m de P, alors @ est une racine de multiplicité m de P.

Démonstration.
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Soit P € R[X] de degré n > 1. On a également P € C[X] donc on peut décomposer P dans C[X].

.
P=A ] X-ap™
k=1

avec A le coefficient dominant de P et ay, ..., &, € C les racines de P de multiplicités respectives my, ..., m; € N

On numérote les racines de telle sorte que ay, ..., a5 € R et ast1,...,&r € C\R. De plus, d’apres la proposition précédente,
les racines non-réelles vont « par paire » avec leur conjugué. On numérote donc les racines non-réelles de telle sorte que
(Ags1reee, @p) = (Age1y..., Ap, Agi1,... Ap). Ainsi,

N t
P=2A[]X-ap™x [ X-ap™ (X-ap™
k=1 j=s+1

s t
=2 H(X—ak)mkx H (X2—2Re(aj)X+|aj|2)mj
k=1

j=s+1

On en déduit donc le résultat suivant :

—— Théoreme 19.76 — Décomposition dans R[X]

Tout polyndme de R[X] peut s’écrire comme produit d'un réel, de polynomes de degré 1 et de polyndmes de degré 2
n’'ayant pas de racine réelle.
Autrement dit, tout polynéme P € R[x] peut se décomposer sous la forme suivante :

k l
PX)=an [[X-a)" []X*+DbjX +c))
i=1 j=1
ol
e a, estle coefficient dominant de P;
e les a; sont les racines réelles de P, de multiplicités respectives r; € N*;

e les trindmes X2 + b ;X + ¢ sont de discriminant strictement négatif.

Exemple 19.77 - Décomposer P = X*-2x3+5X%-8X +4dans R[X] et C[X].
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4 - Polynomes irréductibles

Définition 19.78 — Soit P € K[X]. On dit que P est irréductible s’il est de degré supérieur ou égal a 1 et les seuls diviseurs
de P sont les polyndmes constants non nuls et les polynomes de la forme AP avec A € K*.

11 faut penser aux polynomes irréductibles comme les analogues des nombres premiers dans le monde des polynémes. Ce
sont les éléments « de base », c’est-a-dire indécomposables (sauf de facon triviale) dont sont constitués les autres polynémes.

— Proposition 19.79 — Polynoémes irréductibles dans R et C

1. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

2. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes de degré 2 dont le discrimi-
nant est strictement négatif.

Démonstration.
1. Soit P e K[X] et deg(P) =1:Si P = QR avec Q et R des polynomes, alors, en observant les degrés, on voit que I'un des
deux polynémes Q et R est constant. Ainsi, les polyndmes de degré 1 sont irréductibles.
2. Dans C[X], le théoréme de décomposition assure que tout polyndome de degré supérieur ou égal a 2 est divisible par un
polynome de degré 1, donc n’est pas irréductible.

3. Dans R[X], le théoreme de décomposition assure que tout polynéme de degré supérieur ou égal a 2 est divisible par un
polynome de degré 1 ou 2, donc n’est pas irréductible. De méme un polynome réel de degré 2 ayant deux racines réelles
se factorise comme produit de facteurs de degré 1, donc n’est pas irréductible.

4. Si P est un polynome réel de degré 2 sans racine réelle : Supposons que P = AB ol ni A ni B ne sont des polynémes
constants : Alors, ce sont des polynomes de degré 1, qui admettent donc une racine réelle, ce qui est absurde. Donc P est
irréductible.

O

On peut alors rassembler les résultats obtenus dans R[X] et C[X] en le théoréme suivant :

Théoréme 19.80 — Décomposition dans K[X]

Tout polynome de K[ X] se décompose de maniere unique a ’ordre pres des facteurs en produit de polynémes irréduc-
tibles de K[X].

Ce théoréeme est'équivalent de I’existence et de I'unicité de la décomposition de tout nombre entier en produit de nombres
premiers.

VII - Relations coefficients-racines

Le prochain théoréme est rebutant au premier abord, commencons par deux cas simples. On travaille ci-dessous avec des
polynémes non constants de C[X], donc avec des polyndmes scindés sur C d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss.

« Polynomes de degré 2 : Soit P = ay X% + a; X + ap € C[X] de racines A; et A, comptées avec multiplicité. Alors : P =

a(X-1M)(X-2Ay) = a2X2 —ap (A1 + A2) X + apA1 A2, donc apres identification : 11 + 1, = _a (somme des racines) et
az

Mz = % (produit des racines).
ap

¢ Polynémes de degré 3 : Soit P = a3X3 + azX2 + a1 X + ap € C[X] de racines 11,12, A3 comptées avec multiplicité. Alors :
P=a3(X-A)D)X-A)(X-A3) = a3X3 —az A1+ A2+ A3) X2 +az (AMAz+ A3+ A2A3) X —azAi Az A3, donc aprés identi-
fication: A; + A + A3 = _% (somme des racines), A1 AxA3 = % (produit des racines) et AjAdp + A1 A3+ AxA3 = ﬂ.
as as as
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Théoréme 19.81 — Relations coefficients-racines
n

Soit P = akXK € C[X] de degré n e N*. On note A1,..., A, les racines de P comptées avec multiplicité.
k=0
a,_
Pourtout k€ [1,n], sionposeor= Y. Aj...A;, alors of = (-1)F 2K,
1<ir<..<ir<n n

n
Autre maniére de dire les choses: P = a, [ [(X = A)) = an(X" =01 X" + 02 X" 2 —03X" 2 + ...+ (-1)"0).
i=1

Ce théoréeme ne nous permet pas de calculer les racines de P a partir de ses coefficients - ce serait trop beau - mais il nous
permet de le faire pour certaines fonctions oy, ...,0, des racines, appelées les fonctions symétriques élémentaires de A4,...,1,
- symétriques parce qu’elles ne dépendent pas de I'ordre dans lequel on arangé 1i,...,1,. Deux d’entre elles sont plus simples
et plus utilisées que les autres :

n n
o= Z Ar  (somme desracines) et o,= H Ak (produit des racines).
k=1 k=1

Pour que tout soit bien clair, détaillons 01,002,053 etosdanslecasoun=4: o;=2A1+Ay+A3+ Ay,

02 = MA2 + M A3+ A Ag + A A3+ A Ag + A3Ay, 03 =A1A2A3+ A1 A2 g + A A3As + AxA3A4 et 04 =A1A2A3A4.

n-l 2ikm n-l
Exemple 19.82 - Pour tout n>2: en = Z w=0 et H Al H w=(=1""1,
k=0 welU, k=0 welUy,

Démonstration.

Exemple 19.83 — Le polynome non constant X° —2X +5 est scindé sur C d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss
- mais pas forcément sur R - et nous pouvons noter x, y et z ses trois racines complexes comptées avec multiplicité.
Lunique polynéme unitaire de degré 3 dont les racines sont x?, y° et z* est alors le polynome X° —4X2 + 4X — 25.
Remarquez bien qu’on arrive au résultat sans jamais avoir eu la moindre idée de ce que valent x, y et z!

Démonstration.
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VIII - Polyné6mes d’interpolation de Lagrange

Etant donnés des points x1,...,%, € R pour lesquels x; < ... < x, et des réels y1,...,y, € R quelconques, le probléeme de
l'interpolation consiste a construire des fonctions f : [x;, x,] — R pour lesquelles f (x;) = y; pour tout i € [1, n]. Il existe bien
stir beaucoup de telles fonctions f, on peut par exemple en construire une en reliant linéairement les points de coordonnées
(x1,%1),-++»(Xn, yn). La méthode d’interpolation de Lagrange étudiée dans ce paragraphe est une autre approche du méme
probleme.

—x
Définition 19.84 — Soient xj,...,x, € K distincts. Pour tout i € [1,n], on pose L; = l_[ K Les polyndémes
1<k<n Xi — Xk
k#i

Ly,...,L, sont appelés les polyndmes de Lagrange de x,..., x,.

:(X—Xz)(X—X3) :(X—x1)(X—x3) o :(X—xl)(X—xz)
(x1 — x2) (%1 — x3) 2 (x2 — x1) (X2 — x3) ’ (x3—x1) (X3 — X2)

Pourn=3: I,

— Proposition 19.85 - Propriété fondamentale
Pourtousi,j€[1,n]: L;(xj)=6;j.
En particulier, L; admet xi,..., Xj—1, Xj+1,..., Xn POUT racines.

—— Théoréme 19.86 - Polyndme d’interpolation de Lagrange de degré minimal

Soient xi,..., X, € K DISTINCIS et y,..., ¥, € K quelconques. On reprend les notations précédentes L,...,L,. Le poly-

n
néme Z viL; est alors le seul et unique polynéme P € [K[X] DE DEGRE INFERIEUR OU EGALA n — 1 pour lequel P (x;) = y;
i=1
pour tout i € [1, n].

Démonstration.
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Exemple 19.87 - Notons f la fonction x — sinxz—” sur [0,4], pour laquelle: f(0) = f(2) = f(4) =0, f(1)=1 et
f(3) = —1. Déterminer le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points 0, ..., 4.

y=Lox) y=L1(x)

y=1Ls(x) y = L1(x) — L3 (x) (interpolation)
* 1 2 3 4 Vi 2\3/1
-1 _ Nz

—— interpolation
--- f(x) =sin%t
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—  Théoréme 19.88

n
On reprend les notations précédentes et on note Y le polynéme Z viL;. Les polynémes P pour lesquels P (x;) = y; pour
i=1

n
tout i € [[1, n] sont exactement tous les polyndomes de la forme Y + Q H (X — xx), Q décrivant K[ X].
k=1

Démonstration.
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