17 | Matrices

It is my experience that proofs involving matrices can be shortened by 50% if one throws the matrices out.

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

I- Généralités

Emil Artin, mathématicien, 1898-1962

Définition 17.1 — Soient n et p deux entiers non nuls. On appelle matrice a n lignes et p colonnes et a coefficients dans

K tout tableau de nombres de la forme

ayl a2

azi1 azp
A=

ajl  ai2

an,1 Qp2

(le
az,j

a,;j

an,]‘

ai,p
az,p

avec a;,j € K pour tout i € [1,n] et j€ [1,p]. Ce sontles coefficients de la matrice A.

Lensemble des matrices a  lignes et p colonnes se note M, , (K).

Exemple 17.2 — Voici quelques exemples de matrices :

1 2 3 4 m
A=1|5 6 7 8 €M3y4([R) B=|1,5 EMg,l(R)
9 10 11 12 e’
1+i 1-i
D=(4 -6 0 0)e Mi4(R) =70 2
’ -3+2i -1
0 0

0

1+1i

€ My 3(0)

3,1 -2
_(1+i vg)eﬂdzmm
1 0 O
F=({0 1 O €M3'3([R)
0 0 1

Remarque 17.3 - Le premier indice n (i pour les coefficients) concerne les lignes et le second indice p (j pour les coefficients)

concerne les colonnes.

Notation : Soient 7 et p deux entiers non nuls et M une matrice (n, p).

Pour tout i € [1, n] et tout j € [1, p]|, m; ; désigne un nombre de K.
La notation M = (1 j) je[1,n] signifie que la matrice M est de taille (n, p) et que pour tout i € [[1, n]] et tout j € [1, p], m; ;

je[Lpl

est ’élément de la matrice qui se trouve en ligne i et en colonne j.
11 faut bien respecter 'ordre : I'indice de ligne est toujours en premier!

Exemple 17.4 - En reprenant les exemples précédent, on peut écrire A = (a;,j) je[1,3] €t E = (€;,j) jc[1,4]» €t dans ce cas

on a, entre autre,

ayl = 1 az3 = 7 azl = 9

€2 =2

e23=1

Je[13]

e12=0
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Exemple 17.5 — Ecrire explicitement les matrices suivantes :

1 si i>]

1 . _ ..
M:(i _-)ie[[l,S]] N:(ni,j)ie[[l,sl]aVECV’E[[1,5]}:VJ€[[1’3]]’”1'J: 0 st 1=y
T7 jefua] je[13] oS isy
NN 0 1 -1
2 3 4 5 -
1 1 1 1 o !
Mels a5 6| NP LO
11 1 1 i i i
4 5 6 7
1 0 0 0 O
1 1 0 0 0 i—1
SoitP=(Pi,j)i,je[[1,5]]: 1 21 0 O .Pourtouti,j€[[1,5]],Pi,j:(,_1).
1 3 3 1 0 !
1 4 6 4 1

Définition 17.6 -

» Une matrice qui possede le méme nombre de lignes et de colonnes est une matrice carrée. Lensemble des ma-
trices carrées a n lignes et n colonnes se note M, (K) au lieu de M, ,, (K).

* Une matrice qui ne possede qu'une seule ligne est une matrice ligne.

¢ Une matrice qui ne posséde qu'une seule colonne est une matrice colonne.
Dans certaines applications, on utilise le terme "vecteur" pour parler d'une matrice colonne.

Exemple 17.7 -
1 0 -1 1
o A= 2 3 est une matrice carrée de taille 3. -1 .
1 e C=| o | estune matrice colonne.
- -1 2
2 2
3

e B=(1 2 3 -5)estunematriceligne.

Définition 17.8 - Soit M une matrice (n, p) ou1 n et p désigne deux entiers strictement positifs.
Onnote Ly,..., L, les lignes de la matrice M. Ces lignes sont écrites via des matrices-ligne.
Onnote Cy,..., Cy les colonnes de la matrice M. Ces colonnes sont écrites via des matrices—colonne.

Exemple 17.9 - Les lignes et les colonnes de la matrice A de ’exemple 22 sont

Li=(1 2 3 4 L,=(5 6 7 8 L3y=(9 10 11 12)
1 2 3 4
C1 =|5 Cz =| 6 C3 =\|7 C4 =| 8
9 10 11 12

Exemple 17.10 - Ecrire les colonnes C; et C3 des matrices E et D.
Pour la matrice E :

1+ 0
—1—i i
Cr=|_342 G=
0 1+1i

Pour la matrice D :
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Définition 17.11 -

¢ On appelle matrice nulle a 2 lignes et p colonnes et on note 0,,, la matrice a n lignes et
p colonnes dont tous les coefficients sont nuls. Si n = p, on écrit simplement 0, au lieu de 0, ;.

* On appelle matrice identité de taille n et on note I, la matrice carrée dont les coefficients
de la diagonale sont égaux a 1 et tous les autres sont égaux a 0. Autrement dit,

1 0 0
1
I, = 0

0 0 1
Exemple 17.12 - Exprimer les matrices suivantes.
1 0 0

0y = 0 0, eI3=10 1 0], 03 = 00 0, o I3, n'existe pas.
0 0 0 0 1 ' 0 0 0 '

Spoiler Alert — Nous verrons plus tard dans un chapitre sur les espaces vectoriels que la matrice identité représente (dans un
certain sens) 'application identité.

II- Calcul matriciel

1 - Addition et multiplication externe

Dans ce paragraphe, les deux entiers naturels 7 et p non nuls sont fixés.

Définition 17.13 - Soit A= (a;,j) € My p(K) et B = (b;,j) € M, p (K).
On appelle somme de A et B et on note A+ B la matrice de M, ,(K) définie par

A+B=(a;j+ bi,j)lgign-
NN

1 e 3 (-2 0 1 -1 e 4
Exemple 17.14 - (an 5 6)+(0 T —6)_(ln(2) 5+ 0

A ATTENTION! On ne peut additionner que des matrices de méme taille.

Définition 17.15 - Soit A= (a;j) € My, p(K) et L€ K.
On appelle produit externe de A par le scalaire (nombre) A la matrice 1A de M, ,(K) définie par

AA=(Aaij)1<i<n-

1<jsp
1 2 2 4 (1+i i 3 i-1 -1 3i
Exemple 17.16 - 2(3 4)‘(6 8) ‘(lnz —i 0)_(iln2 1 o)
— Proposition 17.17 — Propriétés de 'addition de matrices
Soient A, B,C € M, ,(K). Alors
1. (A+B)+C=A+(B+0) 2. A+B=B+A 3. A+0,p=0,p+A=A
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Remarque 17.18 — En fait, (./\/l n,p (1K), +) est un groupe commutatif.

— Proposition 17.19 — Propriétés de la multiplication par un scalaire
Soient A, B € M,, ,(K) et (A, p) € K2.

1. AM(A+B)=A1A+AB 2. A+wA=1A+puA 3. ApAh)=WExA
4. 0.A=04p 5. 1.LA=A 6. —A=(-1).A

Définition 17.20 - Soit r un entier naturel non nul et M, A;, A, ..., A, des matrices de méme taille (n, p).
On dit que la matrice M est une combinaison linéaire des matrices A;, Ao, ..., A, lorsqu'il existe des scalaires (nombres)
A1, A2,..., A, €K tels qu'on puisse écrire
;
M=MA1+ A0+ -+ A, Ar = ) A Ag.
k=1

Une combinaison linéaire de matrices est donc une somme pondérée de matrices.

. 4 0 2 . .. . 2 0 1
Exemple 17.21 - La matrice M = ( ) est une combinaison linéaire des matrices A; = ( ),

-6 2 1

0 0 O 0 0 O
Ag—(z 0 1),etA3—(0 0 1)caronaM—ZAl—3Ag+4A3.

2 — Matrices élémentaires

Définition 17.22 — Lorsque x et y sont des nombres réels, on appelle symbole de Kronecker de x et y et on note 0,y le
nombre réel qui vaut 1 si x = y et 0 sinon. En résumé,

5o = lsix=y
YT Osix#y

Exemple 17.23 - Soit n € N*. La matrice identité de taille n peut ainsi s'écrire I, = (§;,j);, je[Ln]-

Exemple 17.24 — Soient x, y, et z des réels. Que vaut y,,0,,. ?

Sil'un des deux termes de 6y,,0y,, est nul, le produit est nul. Ainsi, pour que dy,,6,, soit non-nul, il faut que 6, , =
0yz=1,Cest-a-direque x=y=z.

Doncéy,,6,,,=1six=y=zet0sinon.

Définition 17.25 — Pour tous entiers a € [1,n] et b € [1, p], la matrice élémentaire E, j, de M, ,(K) est la matrice de
taille (n, p) ol tous les coefficients sont nuls sauf celui situé a la a—iéme ligne et b—iéme colonne qui vaut 1 :

0 ... ... 0 ... .. 0
: 0 0

E.p=]0 0 1 0 0
: 0 0
0 ... ... 0 ... .. 0

Eq,p peut aussi étre définie comme la matrice (64,i0p,7) je[1,n] -
je[Lp]
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Exemple 17.26 — Dans M, 3(R), il y a 6 matrices élémentaires qui sont :

1 00 01 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E“_(o 0 0)’E1'2_(0 0 0)’EL3_(0 0 0)’E2’1_(1 0 0)’E2'2‘(0 1 o)etEZ'?"(o 0 1)'

— Proposition 17.27 - Décomposition en combinaison linéaire de matrices élémentaires

Toute matrice de M, s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des matrices élémentaires E, j.

Démonstration. Toute matrice A= (a;,j)1<i<n S €crit de maniere unique sous la forme A = Z ai i E; ;. O
1<i<p 1<i<n

Exemple 17.28 -

1 i .
(e ﬂ)=E1,1+1E1,2+eE2'1+nE2,2.

3 - Multiplication de deux matrices

Définition 17.29 — Soient A € M, ,(K) une matrice quelconque et B € M, 1 (K) une matrice colonne. On appelle pro-
duit de la matrice A par la matrice B, la matrice de M, ; (K) notée A x B ou AB, définie par

ain apz -t Aip bl al,lbl +a112b2+---+a1,pbp

az 1 azo - dgyp bg dz,lbl +dazp b2 +-oo 4+ dgyp bp
AxB=| " . MEANE .

ap1 Qp2 dn,p bp an,lbl +ap2 bz qrpcoogp dn,pbp

Autrement dit, la matrice AB est une matrice colonne de taille z» dont le i-ieme coefficient (i €1, n]]) est donné par

p
Z a,-’kbk.
k=1

1 0 -1 1
Exemple 17.30 - Soient A=| 2 3 4 ) et X=|-1]. Calculer AX.
1

-1 2 4 =2
0 -1 1 1+0+2 3
AX=|2 3 4 |x|-1|]=]2-3-8|=|-9
-1 2 4 =7 -1-2-8 -11

Définition 17.31 — Soient A€ M, ,,(K) et B € M, 4(IK) deux matrices.
On appelle produit de la matrice A par la matrice B, la matrice de M, 4(K) notée A x B ou AB, définie par

11 000 Cl,q »
AB=| : ol c,-,j=ai,lblyj+a,-,2b2_j+---+a,~,pbp,j= Zai,kbk,j-
k=1

Cn,l Cn,q

ATTENTION! Pour pouvoir effectuer le produit AB, le nombre de colonnes de A doit étre égal au nombre
de lignes de B. Sinon le produit n’est pas défini.
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Ilustration du produit matriciel :

’ B: plignes, g colonnes ‘

MPSI

[ b e
e
bp'q
C1,j Cl,q
T
- - al’p ! Cl,q
an,1 .. An,k Qn,p Cn,21 Cn,k Cn,q

’ A:nlignes, p colonnes‘

’ C = AxB:nlignes, g colonnes

Exemple 17.32 — Calculer les produits matriciels suivants apres avoir donné I’ensemble de matrices auquel ils appar-

tiennent.
2
« A=(1 3 5)x(4) e Mi(R) et
6
2
e B= (1 3 5) X (4) €M21(R)et
1 -2 0 ’
6
-2 3 2 1
. C:(5 ]_)X(O 6) EMZ(R) et
2 1 -2 3
° D:(O 6))((5 1) EMZ(R) et
2
e E=|4|x(1 3 5) e M3(R) et
6
a b 1 0
. F:(c d)x(o 1) e Mo®) et
0 1 0 1
: G=(0 O)X(O 0) e Mo®) et
2 -3 7 X
e H=(4 1 —-6|x|y e M3 (Ret
9 0 5 z

A=(2+12+30) = (44)

e 2+12+30\ (44
| 2-8+0 | |-6
C= -440 -2+18) (-4 16
“ 1040 5+6 |/ (10 11
e -445 6+1) (1 7
“l0+30 0+6) |30 6

2 6 10
E=|4 12 20

6 18 30

ny|
11
—_— —
S Q
QU
=

0 0
G= 0 O)
2x—-3y+7z
H=| 4x+y—-6z
X157



Maths 2025/26 Ch. 17 - Matrices MPSI

ATTENTION!!

o La multiplication matricielle n’est pas commutative. En général, le produit AB (s’il existe) n’est pas
A égal au produit BA (s'il existe aussi).

¢ Un produit de deux matrices peut étre égal a la matrice nulle sans qu’aucune de ces deux matrices ne
soit égale a la matrice nulle.

—  Proposition 17.33
Soient Ae M, ,(K), i € [1,n] et j € [1,p].
0
A x_ |1 estla j-ieéme colonne de A (0-+-1--0) x A estlai-iemeligne de A
Position j ™
0 Position i
p
Plus généralement, pour tout X € M p,1(K), en notant Cy,...,Cp les colonnes de A: AX = x;Cj.
j=1
Démonstration. Simple calcul! O

Par convention, quand une matrice contient beaucoup de zéros, on omet souvent de les noter par souci de lisibilité.

— Proposition 17.34 — Propriétés du produit matriciel
Soit (1, p, g, 1) € (N*)*. Soit A, A’ € M, ,(K), B,B" € M, 4(K), Ce My, (K) et L€ K.

> Le produit matriciel est associatif :
(AB)C = A(BQO);

> Le produit matriciel est distributif par rapport a I’addition :

AB+BY=AB+AB' et (A+A)B=AB+A'B;

> Le produit matriciel et le produit par les scalaires « commutent

fg:
(AA)B = A(AB) = A(AB).

Démonstration. On note avec les lettres minuscules correspondantes les coefficients des matrices A, A, B, B/, C.
1.

q

. X (Ck,l)ke[[l'q]] = Z

lG[[l,n]] IGIII,I”H k=1

ke[1,q]

)

p
(AB)C = (Z al-,jbj,k)
Jj=1 j=

P q p
aijbj x| cr1 =| > Y aijbjick,
1 ie[1,n] k=1j=1 i€[1,n]

lef1,r le[1,r]

P
A(BC) = (ai,j)ie[[l,n}] X ( bj,kck,l
k=1

el WS

p p
= Z ai,j bjkcki||
=1 k=1 i€[1,n]

le1,r]

I
=
M=

[
I
—
=~
Il

ai,jbj rcr,
I ie[1,n]

le[1,r]

Il
M=
M=

ai,jbj,kckrl) =(AB)C
ie[1,n]
le[1,r]

=1

=
Il
—
-
Il
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2.
! P P !
AB+ A'B= a; ib; + a. .bj
j; R PR j; Rt PR
ke[[1,4] ke[[1,4]
P
=|>_ aibjr+a; .b;
j; BITIPRET T ”k)ie[[l,n}]
ke[1.q]
P !/
= (aj,j+a; )b;
j; WITELPTIR ) o]
ke[1.q]
= (ai,j+ a;',j)ie[[l,n]] x (bji) je[1,p] = (A+A)B
ke[1,q] ke[1,q]
3.
(AAB = (Aaij) ief1,n) * (Bj k) jef1p]
jelurl ke[14q]
P
= Aaiib;
j=1 BITIk ie[1,n]
ke[1,q]
P
= a; iAb; =|A) aib;
]Z':l LIk ie[1,n] ];1 BITik ie[1,n]
ke[1,9] ke[1,9]
P
=(aij)ieq,n] * (Pj k) ic[i,n] =1 (Z ai,jbj,k) i
: ) i=1 ,
jelLpl ke[1,9] J kel1a]
= A(AB) = A(AB)

Lassociativité du produit nous permet d’écrire ABC a la place de (AB)C ou A(BC). De la méme facon, c’est 'associativité
qui permet d’écrire A® pour désigner aussi bien (AA) A que A(AA).

Remarque 17.35 - On peut retenir que les regles de calcul sont les mémes qu’avec les réels a 'exception que la commutativité
n’est en général pas vraie pour les matrices.

4 - Transposée d’'une matrice

Définition 17.36 — Soit A = (a; j)1<i<n Une matrice de M, ,(K). On appelle transposée de A et on note AT la matrice
ISjsp
définie par :
AT = (aj)1<j<n € Mpn(K)
I<isp

Autrement dit, la matrice AT est obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de la matrice A.

Remarque 17.37 — On rencontre aussi souvent la notation ‘A au lieu de A”.

Exemple 17.38 —
¢ Soit A€ M3(R) la matrice

alors la transposée de A est :

1 4 -1
AT=12 5 —5|le M3M.
3 6 7
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Les colonnes de A sont les lignes de A
¢ Soit B € M 4(R) la matrice :

alors la transposée de B est :

BT = € My (R).

B W N =
(=N B RN

— Proposition 17.39 — Propriété de la transposition
1. VAEMn,p(K)y (AT)T:Ar
2. VAeK, YABeM,,K), (AA+B)"=21A"+B7,
3. YAe M, ,(K), VBeM,,(K), (AB)" =BT xAT (Attentional'ordre!),

Démonstration. Soit A= (a;,j)ic[1 4]

jelvpl
L. AT = (ai,j)je[[l,;;]] et (AT)T = (aivj)ie[[l,l’zﬂ =A
ie[1,n] jel1p]
2. Soient B = (biyj)ieﬂl,nﬂ’ AekK.

jelLpl

(/IA-‘r- B)T = (ﬂdl‘,j + bl',j)je[[l,p]] = A(aiyj)je[[l,p]] + (bl’yj)je[[l,p]] = /lAT + BT.
i€[1,n] ie[1,n] ie[1,n]

3. Soit B = (bj,k)je[[l,p]]'
ke[1,4]
m

m T
ABT =Y a; b, =\ aijb;
(z ; ],k)[eﬂlynﬂ (z ; ,,k)keﬂlyqﬂ
ke[1,4] ie[1,n]

BT x AT = (bj,k)ke[[l,t]]] x (“i,j)je[[l'p]] = (Z bj,kai,j)k Lal’
je[Lp] ief,n]  \k=1 15[[[[1’27]]]]

Donc (AB)T =BT x AT,

Matrices symétriques

I Définition 17.40 - Une matrice carrée A est dite symétrique si et seulement si elle est égale a sa transposéei.e. AT = A.

Notations : On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques.

-9 2 -5
Exemple 17.41 - Lamatrice A= 2 3 1 [estune matrice symétrique : AT = A,
-5 1 8

Exemple 17.42 — Soient A et B deux matrices carrées de méme dimension.
1. Montrer que la somme de deux matrices symétriques est une matrice symétrique.

2. Le produit de deux matrices symétriques est-il toujours une matrice symétrique?
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cela soit le cas.
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1. Soient A et B deux matrices symétriques, calculons (A + BT,
(A+B) T AT+BT=A+B car les deux matrices sont symétriques.
2. Soient A et B deux matrices symétriques, calculons (AB)”.
AB) T =BTAT =BA car les deux matrices sont symétriques.

AB est une matrice symétrique si et seulement si (AB)” = AB, or d’apres le calcul précédent (AB)” = BA. Ainsila
matrice AB est symétrique si et seulement si AB = BA i.e. siles matrices A et Bcommutent.

Matrices antisymétriques

Définition 17.43 - Une matrice carrée A est dite antisymétrique si et seulement si elle est égale a 'opposé de sa trans-
PO T
poséeie. A° =—-A.

Notations : On note A, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques.

0 12 -e
Exemple 17.44- | -12 0 —i | est une matrice antisymétrique : AT=—A
e i 0

Remarque 17.45 — Les coefficients diagonaux d'une matrice antisymétrique sont forcément nuls.
En effet, les coefficients diagonaux restant inchangés par I'opération de transposition, les coefficients diagonaux de A sont
égaux a ceux de A, qui sont égaux a ceux de — A ssi ils sont tous nuls.

5- Matrices diagonales et triangulaires

Définition 17.46 — Soit A = (a;,j)1<i,j<n Une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est:

o triangulaire supérieure si V (i, j) € [1, n]]z, (i > j) = (aj,j = 0), c'est-a-dire si A est de la forme

0
A=
0 eee 0 *

Les * désignent ici des scalaires quelconques, c’est a dire des éléments de K.

« triangulaire inférieure si vV (i, j) € [1, n]?, (i < j) = (a;,j = 0), c'est-a-dire si A est de la forme

A=
0
* - *

o diagonalessi V(i, j) € [1, n]]z, (i # j) = (aj,j = 0), c'est-a-dire si A est de la forme

A 0 - 0
A 0 A

g

0 0 A,

Cette matrice se note Diag(Ay,...,1,).

o scalaire s’il existe A € K tel que A =Diag(A,...,A).

10
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Remarque 17.47 — I, est donc une matrice scalaire : I,, = Diag(1, 1,...,1).

Exemple 17.48 — Pour chacune des matrices suivantes, indiquer si elle est triangulaire supérieure, triangulaire infé-
rieure, diagonale, scalaire.

1 2 3 2 0 0 0O
A=]|0 4 5], B=(O 1), cC=|1 0 0],
0 0 6 0 0O
Lo Lo oo 0 0 0
D= 3 0], E= , F=|0 0 O
300 0 0 10 0 0 O
0 0 01
Triangulaire | Triangulaire
supérieure inférieure | Diagonale | Scalaire
A X
B X X X
C
D
E X X X X
F X

—— Proposition 17.49

Soit A une matrice carrée. A est diagonale si et seulement si elle est triangulaire inférieure et triangulaire supérieure.

— Proposition 17.50 — Produit et matrices diagonales

La somme et le produit de deux matrices diagonales sont des matrices diagonales. Plus précisément, pour tous
Aly---yAnrﬂl;---r/Jn € [K)

/11 0 0 M1 0 0 /11[11 0 0
0 /12 . y 0 M2 . _ 0 /12[.!2
o 0 STV | : o0
0 ... 0 A, 0o ... 0 wu, 0 0 Autn
Démonstration. On peut le montrer directement ou le voir comme conséquence de la proposition suivante. O

— Proposition 17.51 - Produit et matrices triangulaires

La somme et le produit de deux matrices diagonales sont des matrices diagonales.
La somme et le produit de deux matrices triangulaires supérieures (respectivement inférieures) sont deux matrices
triangulaires supérieures (respectivement inférieures).

Démonstration. > C’est évident en ce qui concerne les sommes.
> Soient A et B deux matrices triangulaires supérieure de taille n. A= (a;,j); je[1,n] €t B = (Di,j); je[1,n]-
Comme A et B sont triangulaires supérieures, on sait que pour tout i, j € [1,n], si i > j, alors a; j =0 et b; ; = 0.
Onnote C = AB et pour tout i, k € [[1, nﬂ, ci 1 le coefficient de ligne i et de colonne k de C.
n
On aalors que ¢; i = Z a; jbj . Montrons que si i > k, alors ¢; ;. est nul.
j=1
On suppose i > k. Soit j € [1, n].
Si j <, alors comma A est triangulaire supérieure, a;,; =0 donc a;,jbj ;. = 0.

11
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Sinon j > i > k, donc j > k. Comme B est triangulaire supérieure, b; . = 0 donc a; jbj = 0.
Donc, pour tout j € [1,n],a; jbj =0, d’ ot ¢; = 0.
On a bien montré que i > k = ¢; ;. =0, c’est a dire que C est triangulaire supérieure.
> Un raisonnement similaire montre que le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une matrice triangulaire
inférieure.

> Soient A et B deux matrices diagonales. Alors elles sont triangulaires inférieures et supérieures, donc leur produit est
triangulaire inférieur et supérieur, c’est a dire diagonal.
O

II1 - Puissance d’une matrice carrée

1 - Introduction sur un exemple

On considere deux suites (1) nen et (V) nen définies par les relations de récurrence suivantes :

LL():]_, UOZ]-;
VneN up =3u,+2v,,
VneN vpi1=up+2vy,.

On souhaite déterminer les expressions de u,, et de v,, en fonction de n.

Une méthode possible, vue dans un exercice du Chapitre 4, est de montrer que la suite (uy,) ,en Vérifie une relation de récurrence
linéaire d’ordre 2. On en déduit ensuite l'expression u,, en fonction de n puis celle v, en fonction de n.

Voyons comment on peut trouver ces expressions en utilisant les matrices.

Upn

u
Posons pour tout n €N, U, (v !

), onaalors Uy 41 = (u ) Le systeme peut donc se mettre sous la forme :

n n+1

3 2
U,+1 = AU, avec A:(1 2).

p Ug
On peut montrer par récurrence que U, = A" Uy avec Uy = (u )
0

Pour déterminer les expressions de u;, et v,, il nous "suffit" alors de calculer A" et d’effectuer le produit matriciel A” x Uj.

2 - Définition et premiers exemples

Définition 17.52 - Soit A € M, (K) une matrice carrée. On pose :
A’ =1,

et pour tout k dans N* :
Ak:AXAX~-'XA
—_—
k fois

A ATTENTION! Le calcul de A2, par exemple, ne consiste pas a élever les éléments de A au carré!

Exemple 17.53 - Soit A la matrice A= (; i

2= 36 395 5

). Alors :

— Proposition 17.54
« Pour toute matrice A de M, (K) et pour tous entiers r et sdansN: A" A= A"",
« Pour toute matrice A de M, (R) et pour tous entiers r et sdansN:  (A”) = A"".

12
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ATTENTION! Les autres regles usuelles sur les puissances dans K ne sont pas vraies dans M, (K).
Par exemple, (AB)2 A A’B?.

Exemple 17.55 — On considere les matrices :

0 1 0 1
A‘(1 O)EtB_(—l 0)

Calculer (AB)? et A2B?. Conclure. Les matrices AB et BA sont-elles égales?
0 1\/(0 1 -1 0
ona:an=(0 (% 5= 9

2 (-1 0)(=1 0) (1 0
Donc, (AB) —(0 1)(0 1)—(0 1).

. » (0 1}(0 1) (1 0\ ., (0 1}(0 1) (-1 0
Paraulleurs,A—(1 olli ol=lo 1etB—_1 oll1 ol=lo —1)

Donc, A’B? = ((1) (1)) (_01 _01) = (_01 _01) On a donc (AB)? # A®B?.

Par I'absurde, supposons que AB = BA. Alors, (AB)? = ABAB = AABB = A’B?. Absurde.
Donc, AB # BA.

Exemple 17.56 — Calculer la puissance n-iéme de la matrice suivante :

)

Calculons tout d’abord B? et B® et essayons de conjecturer une formule pour B".

0 2)(0 2 0 0 ..
()naBz:(o 0)(0 0):(0 O):Og.Donc,33:BzB:OZxB:Og.Alns1,pourtoutn>2,

B" =B*B"?=0,B""%=0,.

11
Exemple 17.57 — Soit la matrice A = ( 0 1), calculer la puissance n-eme de A.

Calculons d’abord A2, A% et A* pour conjecturer I'expression de A”. Ona:

1 2 1 3 1 4
2 _ 3 _ 4 _
#=(y fema=(p eea=(g 3.

. 1 n a
On conjecture que A" = ( 0 1) pour tout 7 € N. Montrons cette formule par récurrence sur 7.

1
On note P(n) la propriété « A" = (0 ’11) ».

1 0 . .
Initialisation: A° = I et (0 1) = I,. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité: Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie. On a:

ATl = Ax A" = ((1) 1) X ((1) ’11) par hypothése de récurrence.

1 n+1

0 1) Ainsi P(n + 1) est vraie.

On effectue le produit matriciel et on obtient A™*! = (

1
Conclusion: PourtoutneN, A" = (0 rlz)

13
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3 - Formule du binome de Newton

I Définition 17.58 — Soient A et B deux matrices de M ,(R). On dit que A et Bcommutent si AB = BA.

— Proposition 17.59 - Formule du binéme de Newton

Soient A et B deux matrices de M ,(R) telles que A et B commutent (i.e. AB = BA).
Alors pour tout p € N*,

p
(A+B)P =) Z APk Bk,

k=0

Z)AkBp_k = i

k=0

Remarque 17.60 - La formule du bin6me de Newton sert a calculer les puissances d'une matrice a condition que I'on puisse
écrire celle-ci comme la somme de deux matrices qui commutent et dont on sait expliciter les puissances. Le cas le plus fré-
quent est celui pour lequel la matrice considérée est la somme d’'une matrice diagonale et d'une matrice dont les puissances
sont nulles a partir d'un certain rang, et qui commutent.

L . (11 (10 (0 1
Exemple 17.61 — On considere les matrices A= (0 1), D= (0 1) et J= (0 0).
1. Justifierque A=D+ J.

1 0y (0 1) (1 1 ) -
Jecalcule D+ J : D+]—(0 1)+(0 0)—(0 1)_A. J’ai bien montré que A= D+ J.

2. Calculer /. En déduire J" pour tout n > 2.

Je calcule J? : ]2:]><]=(8 (IJ)X(g (1)):(8 8):02.

Des lors pour tout n>2, J"= J2x J"2 =0, x J2 =0,.
3. Calculer D" pour tout 1 € N.

. . 1" 0 1 0
Comme la matrice D est diagonale, alors pour tout n €N, D" = ( 0 1”) = ( )

4. Alaide de la formule du binéme de Newton, montrer que pour tout 72 € N,
n
A'=D"+ (I)D”_lj.

Tout d’abord, comme les matrices D et ] commutent (D = I,), je peux appliquer la formule du bindme de Newton
alamatrice A= D+ /. Alors pour toutneN,

n n
A”:(D+])”: Z Dn—k]k.
izo\k
Puis dans cette somme, le terme d’indice k est nul deés lors que k > 2, d’apres la question 2.. Enfin puisque
£ 0
=1let]J =1, alors
0
n n " (n n
Dn]O + Dn—1]1 + Z Dn—k]k - D"+ Dn_lf.
0 1 o\ k 1

—_———
=0, car Jk=0, pour k>2

A" =

5. En déduire I'expression de A" pour tout 72 € N.

n
Pour tout n € N, (1) =n donc

n_ o [? e, (10 1 0 0 1) (1 0
AP +(1)D ]_(0 1)”“(0 1)l o/=lo 1)*

o 0)=lo 1)

14
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IV- Systemes linéaires

1 - Généralités

Définition 17.62 — On appelle systeme linéaire de n équations a p inconnues x, ..., X, tout systeme (S) de la forme

ap1x1 + aipxp + ... o+ aypxp = b

az1xX1 + axpXp + ...+ ApXp = by
S <=

api1X1 + appxp + ... + an,pxp = bn

ol a;,j et b; désignent des réels supposés connus.

La i-éme équation du systeme (S) est notée L; et s’appelle la i-éme ligne du systeme (S).

Résoudre le systeme (S), c’est déterminer tous les p-uplets (x1,..., Xp) vérifiant les n équations du systéme. Si pour tout
i dans [1, n], on a b; =0, on dit que le systeme (S) est homogéne.

Exemple 17.63 —

o Le systeme suivant est un systéme de deux équations a deux inconnues.

2x + y 1
x -y = -4

Le couple (—1,3) en est une solutioncaron a2 x (-1)+3=-2+3=1et -1 -3 =—4.

¢ Le systeme suivant est un systeme homogene de trois équations a trois inconnues.

2x + y + 5z = 0
x — 3y + z =0
3x - 2y + 6z = 0

On note que le triplet (0,0, 0) est solution évidente, mais il peut y en avoir d’autres. ..

Remarque 17.64 —

« Il ne faut pas croire qu'un systéeme linéaire admet toujours une unique solution! En effet, certains systémes linéaires
admettent une infinité de solutions et d’autres n'admettent aucune solution.

—— Proposition 17.65

On consideére les matrices

ay,l aipz o Ay bl by
a1 dzp o dp X2 by

A=| | . D eEMup®), X=[ . |eEMpiREtB=| | |eM,1(R).
ap1  dp2 ‘- dpp Xp by,

Alors 'équation matricielle AX = B est équivalente a un systéme d’équations linéaires :

ajxy + aypxp2 + -+ alypxp = bl

@1xX1 + apx2 t+ o+ @mpxpy = b
AX=B < .

ap1X1 + appXz + -+ AppXp = by

Autrement dit, le p-uplet (x1, X2, ..., Xp) est solution du systéme a n équations et p inconnues
si et seulement si la matrice colonne X est solution de I'équation matricielle AX = B.

15
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Définition 17.66 — Etant donné le systéme linéaire & n équations et p inconnues suivant

ajnxy + aipxp + -+ alpXp = b1
ai1Xxy + azp2xp + -+ dgypxp = bg
. . . )
an1X1 + ap2Xy + -+ appXp = by
al,l cee al,p
la matrice des coefficients A=| : . | Sappelle la matrice associée au systeme.
an,l 000 an’p

Exemple 17.67 — Réécrire chacun des systémes suivants sous forme d'une équation matricielle.

. { 2x  + Le systeme se réécrit sous la forme AX = B avec

ol 2 el

X —

<= <
|
—_

3x + y + z + 2t = 1 Le systéme se réécrit sous la forme AX = B avec
Yy — 2z + = 3
4z - t = 2 3 1 1 2 X 1
2t = -4 o1 2 1 Ny |3
4=lo 0o a4 | *F|Z] B2
0 0 O 2 t -4

Remarque 17.68 — Les matrices permettent donc une écriture beaucoup plus succincte d'un systéme d’équations linéaires.
Surtout, pour toute matrice A€ M,, p (), 'application X — AX de KP =M p1(K) dans K"=M n,1(K) estlinéaire au sens que
nous avons donné a ce terme au début du chapitre « Equations différentielles linéaires », & savoir que pour tous X, Y € K” et
ApeK: AMAX+puY)=A(AX)+u(AY). Tout systeme linéaire est donc en ce sens une « équation linéaire ». Le résultat suivant
en découle.

— Théoréme 17.69 - Structure de 'ensemble des solutions d'un systéme linéaire

Soient A€ MM,,,(K) et B€K". On s'intéresse au systeme linéaire AX = B d’inconnue X € K”. Deux situations peuvent
se présenter :

« soit ce systéme n’a pas de solution, on dit qu’il est incompatible,

« soitil en a, on dit qu’il est compatible. Elles sont dans ce cas soumises au principe bien connu suivant :

Solution générale — Solution particuliere - Solution générale
du systeme compleét du systeme HOMOGENE

Démonstration. Rappelons brievement la raison de ce résultat. Dans le cas ou le systeme étudié posséde une solution Xpart,
alors pour tout X € K” ;

AX=B <= AX=AXpan <= A(X—Xpart)=0
<= X — Xpart estune solution du systéme HOMOGENE associé
< X estla somme de la solution particuliere Xpu
et d’'une solution du systtme HOMOGENE associé.

16
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2 - Systemes échelonnés

Définition 17.70 - Considérons un systéme linéaire quelconque :

axy + appxz + ... + aypxp = b

az1x1 + dxpxp + ... + agypxp = bz
(S . . .

an1X1 + ap2Xz + ... + appXp = by

Un tel systéme est dit échelonné si les coefficients a;,j vérifient les deux conditions suivantes :
e Vie[L,n] Vje[l,p] i>j=a;;j=0
« sitous les coefficients situés a gauche d’un coefficient a;, ; sont nuls, alors il en est de méme des coefficients situés
en dessous du coefficient a; ;.
Sur chaque ligne, la premiere inconnue figurant avec un coefficient non nul est appelée une inconnue principale du

systeme. Les inconnues non principales sont dites secondaires.
Si n = p, un systeme échelonné est dit triangulaire et les coefficients a; ; sont appelés les pivots du systéeme.

Exemple 17.71 -
o Le systeme suivant est échelonné :
X1 +2x2+3x3+Xx4+x5=1
Xo +4x3+5x4 +6X5=5
X4+2x5=7

Les inconnues principales sont xj, x, et x;. Les inconnues x3 et x5 sont les inconnues secondaires du systéme.

» Le systeme suivant est échelonné :
X1+Xx2+x3=1
Xo+Xx3=2
X3 = 3

Les inconnues principales sont xj, x, et x3.
IIn'y a pas d’inconnue secondaire.
o Le systeme suivant n'est pas échelonné :
X1+2x2+3x3+x4+x5=1

3x2 +4x3+5x4+6x5 =5
7xX1+3X0—5x3+x4+2x5=7

La résolution des systemes échelonnés est trés simple : on exprime les inconnues principales en fonction des inconnues
secondaires (s’il y en a), en partant de la derniére équation du systéme et en remontant.

Exemple 17.72 — Résolvons le systeme échelonné suivant :

x + y + z =1
(S){ y + 2z 4

On commence par exprimer les inconnues principales en fonction des inconnues secondaires en partant de la derniere

équation.
x = 1l-y-z
S <= {y _ i—2z
) x = 1-(4-22)-z - GO =R =37
y = 4-2z y = 4-2z

Ainsi S = {(-3+2z,4-2z,2) | ze R}.
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Exemple 17.73 — Résolvons le systeme échelonné suivant :

x +

N =

y +
(S y o+

N NN

3

Ce systeme est triangulaire, il n'y a donc pas d’'inconnue secondaire. Ce systeme posséde alors une unique solution
qu’on obtient en remontant les équations.

X l1-y-z

S) <= y = 2—z

z = S
x = 1-y- x = -1
S) <= y = =1l — y = -1
% = % = 3

Ainsi S = {(-1,-1,3)}.

Nous avons vu dans cette partie comment résoudre des systemes échelonnés, nous allons donc apprendre dans la partie
suivante a échelonner des systémes.

3 - Opérations élémentaires et algorithme du pivot

Définition 17.74 (Opérations élémentaires sur les lignes) — Soient i, j € N* et A € K. On appelle opération élémentaire
(sur les lignes d'un systéme linéaire) les opérations suivantes :

 permutation des i-emes et j-émes lignes, notée: L; < Lj,
o multiplication de la i-eme ligne par 1 # 0, notée: L; —AL;,

e addition de la j-eme ligne multipliée par A ala i-eme ligne (avec i # j ), notée: L;— L;+AL;.

Remarque 17.75 — Transformer un systeme linéaire donné, par des opérations élémentaires SUR LES LIGNES ne modifie pas
I'ensemble de ses solutions! En effet, les opérations élémentaires préservent les équivalences, car on peut toujours les défaire.

1
Lopération L; — L, se défait elle-méme par exemple. Lopération L, — 2L, est défaite par I'opération L, — ELl et 'opération

Ly — Ly + Ly par'opération Ly — Ly — L;.

ATTENTION! Il est tres important de n'appliquer qu'une opération élémentaire a la fois. Sinon, on peut
obtenir un systeme qui n’est plus équivalent.

Lidée est simple : utiliser les opérations élémentaires pour faire disparaitre 'inconnue x; dans toutes les lignes sauf la
premieére puis recommencer avec le sous-systéme constitué des lignes L, a L,,. On obtient finalement (en recommencant un
nombre fini de fois la méthode) un systeme échelonné.

Théoréme 17.76

« Tout systéme linéaire (S) peut étre transformé a I'aide d’opérations élémentaires sur les lignes (via la méthode du
pivot de Gauss) en un systéme échelonné (S') qui lui est équivalent.

¢ Dansle cas ou (S) est un systéme de n équations a n inconnues, alors (S) est un systéme de Cramer si et seulement
sile systeme échelonné (S') (qui est alors triangulaire) posséde n pivots tous non nuls.

Appliquons cette méthode sur un exemple.

Exemple 17.77 — On souhaite résoudre le systéme :

-y + 2z =
(S 2x 4+ 3y + 4z = 1
x + y - z = -4

18
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Premiére étape : Il faut que la premiére ligne contienne la premiére inconnue (ici x). Si ce n’est pas le cas, on échange
la premiére ligne avec une autre ligne qui contient x (avec si possible le coefficient 1 ou —1 pour simplifier les calculs
suivants).

Ici, on échange donc les lignes 1 et 3. Le systeme devient :

x + y - z = -4
2x + 3y + 4z = 1 L < L3
-y + 2z = 7

Puis a I'aide des autres opérations élémentaires, on fait « disparaitre » la premiére inconnue dans les autres lignes. En
d’autres termes, on « nettoie » la premiére colonne des x.
On commence par supprimer le x dans la deuxiéme ligne :

x + y - z = -4
y + 6z = 9 Ly —Ly,—2L,
-y + 2z = 7

Puis on supprime le x dans la troisieme ligne : il n'y a rien a faire ici.

Deuxieme étape : On ne modifie plus et on n’échange plus laligne 1. Il faut ensuite que la deuxiéme équation contienne
la deuxieme inconnue (ici y). Si ce n'est pas le cas, on échange la deuxieme ligne avec une autre ligne contenant y (si
possible avec le coefficient 1 pour simplifier les calculs suivants), mais sans utiliser la ligne 1.

Iciil n'y a rien a faire : la deuxieéme ligne contient déja y.

Puis a I'aide des autres opérations élémentaires, on fait « disparaitre » la deuxiéme inconnue dans la troisiéme ligne. En
d’autres termes, on « nettoie » la deuxiéme colonne des y.

11 suffit ici d’additionner les lignes 2 et 3 :

x +y - z = -4
y + 6z = 9 Ls— L3+ 1Ly
8z = 16

Troisieme étape : On obtient alors un systeme échelonné (ici il est méme triangulaire) que I'on sait résoudre.

16
La troisieme équation donne z = = = 2. En remplacant z dans la deuxieme équation, on obtient y +6 x 2 = 9 soit

y+12 =9. Ainsi, y = 9—-12 = —3. Enfin, en remplacant y et z dans la premiere ligne, on obtient : x —3 —2 = —4 soit
x—5=—4.D’oll x = —4+5 = 1. Ainsi, 'unique solution du systéme est : §=1{1,-3,2)}.

Remarque 17.78 — La résolution d’'un systéme linéaire par la méthode du pivot de Gauss n’est pas difficile car c’est toujours
la méme chose. Elle est, en revanche, trés calculatoire. Les erreurs de calculs sont tres vite arrivées. Il faut donc prendre son
temps et vérifier que le (les) p-uplet(s) obtenu(s) est (sont) bien solution(s) du systeme. Il est également impératif d’écrire les
opérations élémentaires que vous effectuez étape apres étape.

Une fois le systeme échelonné, on peut « supprimer » les lignes « 0 = 0 ». En effet, elles sont vérifiées quelques soient les
valeurs des inconnues, et ne générent aucune contrainte.
Trois situations peuvent alors se produire.

Cas 1:1ly a une ligne du type « 0 = ¢ » ou1 ¢ est une constante non-nulle.

Cette ligne ne sera jamais vérifiée, peu importe les valeurs prises par les inconnues. Le systéme n’a alors pas de solution.

x +y =0
Exemple 17.79 — On cherche a résoudre le systeme (S;) : 2x -3y =-1 dinconnuesréelles x,y, z.
-x +4y =2
Soient x, y, z € R.
x +y =0 x +y =0 x +y =0
(§1) = 2x -3y =-1 < 5y =-1 Ly—L,-2L; < -5y =-1

—x +4y =2 5y =2 Ly —IL3+1L, 0 =1 Ly —I3+1L,

La derniere ligne est fausse, donc ce systeme n’a pas de solution.
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Cas 2: Le systeme obtenu est triangulaire.

C’est le cas le plus simple. Dans ce cas, il y a une unique solution, facilement déterminée.

Exemple 17.80 — Soit a € R. Résoudre le systeme (S5) :

Soient x, y, z € R.

x + 2y + z =a
2x + 5y + 3z =a+l
X + y + 4z =2a
x + 4y - z =0

¢ Si a # 1, alors la derniere ligne n’est pas vérifiée et le systeme est incompatible. Lensemble des solutions est &.

2y
5y

y
4y

+ 4+ + +

+ z =a
+ 3z =a+l1
+ 4z =2a
-z =
B =)
+ 2z =-a+l
+ 3z =a
— 2z =-a
z =3a-2
2 ==l
I!z =1l
4z =a-2
=12a-7
=—-4a+3
4z =1
0 =a-1

d’inconnues x, y,z € R.

T8 < fLiy = DT
Iy
T < Jlp — i

Ly —L;-2L,

L3 — L3+ 1Ly
Ly —Ly—2L,

Ly —4L,+ L3
Ly — 4Ly —Ls

Ly—Ly+ L3

e Si a =1, alors la derniére ligne est 0 = 0, qui est vraie, donc le systtme admet une unique solution, le triplet

12a—-7 —-4a+3 1) , oo (5 -1 1)
, ,—|, c’est-a-dire | —, —, —
4 4 4 4 4 4

Cas 3: Il y a une ou plusieurs inconnues secondaires.

Le systeme possede alors une infinité de solutions. Dans ce cas, les inconnues principales peuvent étre paramétrées a
I'aide des inconnues secondaires. Autrement dit, on attribue les valeurs A1, A, ... aux différentes inconnues auxiliaires, puis on
exprime les inconnues principales en fonction de ces parametres 11, A, ....

Exemple 17.81 — Résoudre le systeme (S3) ;{ 2x =y

Soient x, y, z € R.

{x—y—z:O L

3x + y + 3z =1 L,

¥4

3x + y + 3z =1

[5y

L
L,

z =0

y -
y+9z=2

+ 4z =2
+ 9z =2

d’inconnues x, y, z € R.

Ly —2Ly—-3L,
Ly —5L1+ Ly

Le pivot est terminé et z est une inconnue secondaire. On utilise alors un parametre valant z pour décrire I’ensemble

des solutions.

{x—y—z:O L

3x + y + 3z =1 Ly

Lensemble £ des solutions de ce systeme est donné par :

5:{(—gA+l,—g/1+g,}L),7LelR
5) 5)

5 5

1
= —2-4
X O( A)
= 5(2—91)
z = A

Dans le cas ol le systeme admet des solutions, on peut donner une interprétation géométrique de 'ensemble de celles-ci.

Lorsque le nombre d’'inconnues est inférieur a 3, on reconnaitra un point, une droite, un plan ou méme I’ensemble vide.
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V - Matrices inversibles

1- Définition et propriétés

b .
{E} sia#0
{xeRl ax=b}= R sia=b=0

%] si a=0mais b #0.
Et au fond, la question principale est simple - peut-on diviser par a ou pas? La méme question se pose a nous dans ce
chapitre car nous pouvons écrire tout systeme linéaire sous forme matricielle AX = B. Une division matricielle est-elle pos-

Pour tous a, b € R, vous savez depuis le college que :

1 1
sible dans ce cadre? Dans R, tout réel x AUTRE QUE 0 possede un inverse — défini par les relations x x — = — x x = 1. Nous

X X X
allons voir que le monde des matrices offre plus de diversité que le monde des réels, mais que ces mondes sont tout de méme
ressemblants.

Définition 17.82 — Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible s'il existe une matrice carrée B € M, (K) telle que :
AB=1, Et BA=1,

Si B existe, alors B est unique et on 'appelle la matrice inverse de A. On la note A™'.
Lensemble des matrices inversibles de M, (K) est noté GL,(KK) et appelé le groupe linéaire de degré n sur K.

Remarque 17.83 -
+ Lanotion de matrice inversible n’a de sens que pour les matrices carrées.

¢ Une matrice inversible admet un unique inverse.
Si on suppose qu'il existe deux matrices B; et B, dans M, (K) telles que AB; = BiA = I, et AB, = B, A = I, alors en
particulier (By A)B = I, B, donc By (ABy) = By donc By I, = By et donc B; = By.

Définition 17.84 — Un systeme linéaire est dit de Cramer si sa matrice est inversible - donc carrée, en particulier.

Pour tous A € GL,(K) et B € K", le systeme de Cramer AX = B d’inconnue X € K" posséde une et une seule solution, a
a1

savoir A" B.

Démonstration. Pourtout Xe K": AX=B <= X=A'B -onasimplement multiplié par A~! a gauche pour passer
de gauche a droite, et par A a gauche pour passer de droite a gauche. O

Lanalogie des équations ax = b et AX = B est confortée, mais deux questions se posent naturellement :
e qui sont concrétement les matrices inversibles ?
e comment calcule-t-on I'inverse d’'une matrice inversible ?

Exemple 17.85 —
1. La matrice identité est inversible et I, L=, car:

Inl, =1y Et 0, =1y

1 -1
-1 2

B 2B el S - Y-

3. La matrice carréee nulle O, n’est pas inversible car :

2. Lamatrice A= (2 1) est inversible et A™! = (

11 ) En effet :

VMeM,[R)), OpnxM=Mx0,=0,#Iy

0 0 O
4. Lamatrice A=|1 2 3] n’estpaslamatrice nulle mais elle n’est pas inversible pour autant.
4 5 6

Quelle que soit la matrice par laquelle on la multiplie a droite, la premiere ligne du résultat sera constituée de trois
zéros et donc la matrice produit ne peut pas étre égale a 3.
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Exemple 17.86 — On considere les matrices suivantes :

0 1 1 -1 1 1
P=|1 0 1|EtQ=]1 -1 1
1 1 0 1 1 -1
. . . s 41
Montrer que la matrice P est inversible d'inverse P~ " = EQ'
Calculons les produits matriciels PQ et QP. On obtient :
0 1 1\(-1 1 1 2 0 0
PQ=|1 0 1 1 -1 1 |=|10 2 0]|=2I
1 1 0 1 -1 0 0 2
et
-1 1 0 1 1 2 0 0
QP=11 -1 1 |x|1 0 1]=10 2 0|=2I
1 -1 1 1 0 0 0 2
1
Ainsi P x EQ = EQ x P = I3 et donc la matrice P est inversible et P~ = EQ

Exemple 17.87 - On considere la matrice Attila d’ordre 4 :

—
—
— =
—

Montrer que la matrice A n’est pas inversible.
Raisonnons par I’absurde et supposons que la matrice A est inversible. Il existe alors une matrice B telle que BA = AB =
I4. On note

La premiere colonne de la matrice AB est alors
ate+i+m
ate+i+m
ate+i+m|’
ate+i+m

Comme par hypothese AB = I, on devrait avoir a+e+i+m=1eta+e+i+ m=0.Absurde! Ainsi la matrice A n’est
pas inversible.

Dans la pratique, on utilisera souvent le théoreme admis suivant pour montrer qu'une matrice est inversible.

— Théoréme 17.88
Si A et B sont deux matrices de M, (R) telles que AB = I,,, alors A et B sont inversibles et on a :

A'=BEtB = A

4 -
Exemple 17.89 — Considérons les matrices A = (3 ;) etB= ( 35 _74)

Alors :
4 7\(-5 7 1 0
AB:(B 5)(3 —4):(0 1)212

Ce qui prouve que A et B sont inversibles et qu’elles sont inverses I'une de 'autre.
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Avant de passer aux propriétés de I'inversion de matrices, remarquons que le cas des matrices diagonales est facile :

—— Proposition 17.90
d 0 .. 0
Une matrice diagonale (d’ordre n), D = 0 d " | est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux
. c. c. . 0
0 0 dj,
d; sont tous non nuls. Dans ce cas :
1
— 0
dq
1
D l= do
0
0 0 !
dn
Exemple 17.91 -
3 0 o' (: 0 o
0 -1 0f =0 -1 0
0 0 2 o o 1
— Proposition 17.92

Soient A, B et C dans M,,(K).
1. Si A estinversible, alors A~! est inversible et (A™1)~! = A.
2. Si Aet B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)™! = B! AL,
3. Si A estinversible alors AT est inversible et (AT)_1 = (A_I)T.

4. Si A estinversible, alors A est simplifiable a gauche et a droite, i.e. :

AB=AC = B=C
BA=CA = B=C

Démonstration. 1. Si A est inversible d’inverse A™! alors par définition : AA™! = I, et A1 A = I,,. Ce qui veut également
dire que la matrice A~ est inversible d’inverse A.

2. Ona AB(B'A™) = ABB HA ' = A, A"t = AA™! = I, donc d’apres le Théoréme 22, la matrice AB est inversible d’in-
verse B~tA7L.

3. Ona AT x (A HT = (A AT = 1T = I, alors AT est inversible et (AT)™! = (A™H)T,

4. Ona: AB=AC = A'AB=A"1AC = 1,B=1,C = B=C.De méme pour la derniére implication en multipliant a
droite par A1

O

ATTENTION! Lasomme de deux matrices inversibles n’est pas inversible en général. Par exemple, pour
neN*, I, et —I, sont inversibles mais I,, — I,, = 0, ne I'est pas.

Remarque 17.93 -
 Ainsi, GL, (K) est un groupe pour la multiplication, mais pas pour I'addition.

o Lapropriété 22 implique en particulier que si A est une matrice carrée inversible, alors, pour tout n € N, A” est inversible
d’inverse (A™1)". Cette derniére matrice est notée A™".
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2 — Cas des matrices carrées d’ordre 2

— Proposition 17.94

. . a b . . . .
Soient a, b, ¢,d € K. La matrice A = (c ) est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Dans ce cas :

d
_ 1 d -b
A7l =
ad—bc(—c a)

Démonstration. Montrons cette équivalence par double implication.
(<) Supposons que ad — bc # 0 et montrons que la matrice A est inversible. On a:

a b, 1 (d -b_,
¢ d)” ad—bc\-¢ a) ?

1 d -b
i Aesti ible et A7l = .
Ce qul prouve que estinversipble et que ad _ b(,‘ (—C a )

(=) Supposons que la matrice A = (Z b) est inversible et montrons alors que ad — bc # 0.

d

Pour cela, raisonnons par I’absurde et supposons que ad — bc = 0. Posons B = ( p ), onaalors:

AB:(a b)(d —b):(ad—bc 0

c dll-¢c a 0 ad_bc):(ad—bc)b:Og.

Ainsi AB = 05, or la matrice A est inversible donc il existe une matrice inverse A7 telle que AlAa= I,.On aalors :
A'xAB=A"1x0, &< B=0,.

Ainsia=b=c=d =0, ceciimplique que A = 0,. Or la matrice A est inversible donc non nulle. Absurde. On peut donc conclure
que ad — bc #0. O

Exemple 17.95 — Les matrices suivantes sont-elles inversibles? Si oui, préciser leur inverse.

2 2 3 6
Las g 2 =2 )

1. On commence par calculer ad —bc. Ona ad —bc=2x5-6x2 = -2 #0. Lamatrice A est donc inversible. D’apres

ce qui précede son inverse est égal a :
)
1 - _Z
A_lz—(56 22)2( 2 1)
-2\ 3 -1

2. On commence par calculer ad — bc. Ona ad — bc =3 x4 -6 x 2 =0 donc la matrice B n’est pas inversible.

3 - Calcul effectif de I'inverse d’'une matrice

ATaide d’'un polynéme annulateur

Méthode 17.96 —
o Dans certains cas sympathiques, la matrice dont on veut étudier l'inversibilité vérifie une relation faisant
'0' intervenir ses propres puissances et la matrice identité. Dans ce cas, on peut directement conclure quant a
I'inversibilité de la matrice et on détermine son inverse a peu de frais.
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Exemple 17.97 - On considere la matrice :

-3 4 2
A=1-2 3 1
2 -2 0

Calculer A%+ A. En déduire que la matrice A est inversible et déterminer son inverse. On commence par calculer A%, On

a.
5 -4 -2
A2=2 -1 -1
2 2 2

Puis on calcule A% + A, on obtient :
2 0 0
A’+A=|0 2 0|=2L.
0 0 2
Ainsi A%+ A= 21I3. De cette relation, on déduit que A est inversible et on détermine son inverse. En effet

1
A+ A=20 < A(A+13) =2]; < Ax E(A+13)=13.

1
D’apres le Théoréme 22, la matrice A est inversible d’inverse > (A+ I3). Ainsi :
-1 2

1 -1

DN N | ==

Calcul de I'inverse par la résolution d'un systeme

—  Théoreme 17.98
Soit A € M, (R). La matrice A est inversible si et seulement si, pour tout Y € M, 1 (R), le systéme linéaire AX = Y admet
une unique solution.

Démonstration. Le sens (=) est facile : supposons la matrice A inversible. Alors on a les équivalences :

(S) = AX=Y
— AlAax)=A"ly
= A1lax=Aly
= X=Aly

La réciproque est un peu plus délicate a démontrer, nous 'admettrons. O

Ce théoreme nous fournit une nouvelle méthode pour déterminer si une matrice est inversible et, le cas échéant, calculer
son inverse.

Méthode 17.99 — Montrer qu'une matrice est inversible et calculer son inverse
En utilisant la méthode du pivot de Gauss, on résout le systeme AX = Y d’'inconnue X € M, ; (R) en fonction
00 de Y € M, 1 (R) quelconque fixé, puis on discute :

« sile systéme admet une unique solution X = BY alors A est inversible et A™! = B,

« sinon la matrice n’est pas inversible.

1 -7 11
Exemple 17.100 - Montrer que la matrice A=| -1 12 -19] estinversible et déterminer son inverse.
0 -3 5
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a

X

Soit Y = [ b | une matrice de M3 ; (R). Pour tout X = [ y | € M3,1(R), on a les équivalences suivantes.

c z
1 -7 11\ (x a
AX=Y < |-1 12 -19(|y|=1|b
0 -3 5 z c
x — 7y + 1llz = a
= — R 2 gz = D
- 3y + 5z = ¢
x — 7y + 1llz = a
— 5 - 8z = a + b Ly —Ly+ 1,
- 3y + 5z = ¢
x — 7y + 1llz = a
— 15y — 24z = 3a + 3b Ly, —3Ly
- 15y + 25z = 5¢ L3 —5L3
x — 7y + 1llz = a
— 15y — 24z = 3a + 3b
V4 = 3a + 3b + b5¢ L3<—L3+L2
x — 7y + 1llz = a
— 15y = 75a + 75b + 120c¢ Ly —Ly+24L3
z = 3a + 3b + b5¢
x — 7y + 1llz = a
1
— y = 5a + 5b + 8¢ LZ(_ELZ
z = 3a + 3b + b5¢
X = 3a + 2b + ¢ Ly —Li+7Ly—11L3g
— y = ba + 5b + 8¢
z = 3a + 3b + b5¢
X 3 2 1\(a
< |y|=|5 5 8||b].
% 3 & Bj\e

Finalement, la matrice A est inversible et son inverse est donné par A~ =

w o1 W
w o1 N
o1 o

— Proposition 17.101

Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux (pivots) sont non nuls.

10
Exemple 17.102 — Soitla matrice A=|0 2
0 0

1
3
1

. Montrons que la matrice A est inversible et calculons son inverse.

D’apres la proposition précédente, A est inversible car ses coefficients diagonaux sont non nuls. Soit Y = | b [ une ma-

X

trice de M3 1 (R). Pour tout X = | y | € M3 ;(R), on a les équivalences :

AX=Y <

a
c

. X = a-c 1 0 -1
- 1 3

h y = ook dou A'=]o = -2
2 2 2

C 7z = c 0 0 1
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Méthode de Gauss-Jordan

Les opérations élémentaires sur les lignes que nous avons définies pour les systemes linéaires sont définies de la méme
maniere pour les matrices et notées aussi: L;— L;j, L;—AL; et L;< L;+ALj, mais des opérations sur les colonnes
sont utilisées également, notées: C; —Cj, Cj—AC; et Cj—C;j+AC;.

Les opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice A correspondent a la multiplication matricielle a gauche de A par
certaines matrices : matrices de transvection, dilatation et permutation.

Les mémes opérations sur les colonnes de A correspondent a la multiplication a droite de A par ces mémes matrices de
transvection, dilatation et permutation.
Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Définition 17.103 — Soit (i, j) € {1, ..., m? tel que i # j et A € K. La matrice
1
(0)

Ti’?j(ﬂ) = Il +/1E,',j =

—_o—o N

(0)

ou A est le coefficient d’'indices (i, j)

est appelée une matrice de transvection.

— Proposition 17.104 - Matrices de transvection et opérations élémentaires
Soit M € My, ,(K), (i, j) €1{1,...,n}* tel que i # j et L€ K.
1. Lamatrice obtenue a partir de M par I'opération élémentaire L; — L; + AL; est la matrice Ti”‘j (A M.

2. Lamatrice obtenue a partir de M par I'opération élémentaire C; — C; + AC; estla matrice M Tfl- ).

Démonstration. 11 suffit de faire le calcul. O

Définition 17.105 - Soit i € {1,..., n} et u € K*. La matrice

0)
D}Yw =I,+pu-1)E;; = u
)

ou u est situé a la position (i, 7)

est appelée une matrice de dilatation.

— Proposition 17.106 - Matrices de dilatation et opérations élémentaires
Soit M e M, ,(K), i €{1,...,n} et pe K*.
1. La matrice obtenue en multipliant par u la i—éme ligne de M est la matrice D}’ (1) M.

2. Lamatrice obtenue en multipliant par y la i—éme colonne de M est la matrice M D} ().
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Définition 17.107 - Soit (i, j) € {1,..., n}%. La matrice

(0)

n — P P PR .. — . .
PP =In—Eij—Ej;+EB;+Ep; = : .

(0)

est appelée une matrice de permutation.

—— Proposition 17.108 - Matrices de permutation et opérations élémentaires
Soit M € M, ,(K) et (i, j) € {L,..., n}*.
1. Lamatrice obtenue en échangeant les lignes i et j de M est la matrice Pl.’f M.

2. Lamatrice obtenue en échangeant les colonnes i et j de M est la matrice MP}' i

— Proposition 17.109 — Inversibilité des matries d’opérations élémentaires
Soient n € N*, i, j € [1, n] distincts et A € I, p € K*.
1. La matrice de transvection Ti’,’j (A) est inversible et sa matrice inverse est la matrice Tl-"’j (=A).
2. Lamatrice de dilatation D () est inversible et sa matrice inverse est la matrice D (1/p).
3. La matrice de permutation Pl-'f jest inversible et elle est sa propre inverse.

Ainsi, multiplier par une de ces matrices préserve l'inversibilité.

Démonstration. Avec l'interprétation en termes d’opérations sur les lignes, on a :
Tl.’,‘j(—/l) Ti’fj(/l) =1I,, D}wD!Q1/w) =1y, Pi’ijZj =1,. O

— Proposition 17.110

Soit n € N* et A € M,(K). A est inversible si et seulement si il existe une suite d’opérations sur les lignes de A qui
transforme la matrice A en la matrice identité.

Démonstration. Si il existe une suite d’opérations sur les lignes de A qui transforme la matrice A en la matrice identité, alors
cela signifie qu’il existe une matrice E produit de matrices de transvection, dilatation et permutation, telle que EA = I,,. On
peut affirmer alors que A est inversible et E= A™L.

Réciproquement, si A est inversible, alors AX = 0,,; admet une unique solution. Ainsi, en effectuant un pivot de Gauss sur
la matrice A4, il n'y a pas de colonne sans pivot (sinon AX = 0 aurait zéro ou une infinité de solutions). Il y a donc un pivot par
colonne et puisque A est carrée, un pivot par colonne. Ainsi, a 'aide de dilatations et permutations de ligne, on transforme la
matrice A en la matrice identité. O

Méthode 17.111 -

Pour déterminer I'inverse de A, il nous faut donc trouver la matrice E de la démonstration précédente. Or on
sait que chaque matrice qui compose E est obtenue a partir de la matrice identité par la méme opération sur
les lignes que celle appliquée a la matrice que I'on est en train de réduire.

O Pour calculer E (c’est-a-dire A1), il suffit d’appliquer a la matrice I,, les mémes opérations élémentaires qui
O ont permis de transformer A en la matrice identité.

Dans la pratique, on meéne en paralléle les deux calculs : en méme temps que 1'on transforme A en I, on
transforme I, en AL

Pour effectuer ces opérations élémentaires, il suffit de placer la matrice I, juste a c6té de la matrice A c’est-a-
dire d’écrire la matrice (A|I},).
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Exemple 17.112 - Nous allons déterminer I'inversede |2 5 -6

(Alls) =
=~
=,
~L
~q,
~q,

3 2

Ainsi, I'inversede |2 5

3 4

2

o o] o o5 o o] = =[]
o[Sle =[N]e

OOH
OHO

—4
—6 | est
—6

=01 N

Ho N
& &k

o
—

3
3

7/2

3 2 -4
3 4 -6

0 O

1 0

0 1

1 0 0

2 3 0

-1 0 1

1 0 0

-1 0 1

2 3 0

2 0 -l
-1 0 1

7 6 -11
9 6 -12

6 6 -10

7 6 -11

3 2 -4
3 3 -5
7/2 3 -11/2
-4

=5

-11/2

4 - Application a la diagonalisation

Nous traitons cette section sous la forme d’un exercice :

Exemple 17.113 - On consideére les matrices :

Lobjectif de cet exercice est d’obtenir 'expression de A" pour tout 7 dans N.
1.
2. Calculer la matrice D= P~' AP.
3.
4. Montrer par récurrence sur 1 que :

5.

5 01 1
2 4 =2|EtP=|1 0 1
1 1 1 0

Montrer que P est inversible et déterminer P!

Exprimer A en fonction de D, P et pL

VneN

En déduire I'expression de A" pour tout n dans N.

Correction :

A"=pp"p!

Ly — 3L, -2,
i ol — iy

Ly~ L3

Ly—L-Lp
L3 —2L3-11L,

L1<—L1+L3
Lz*—L2+L3

1
Ly — -1,

Ly— Ly

Ly = =1,
3588

1. Appliquons la méthode de Gauss-Jordan pour montrer que la matrice P est inversible.

0 1
1 0
1 1
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P 1 0 1 |0 L 1 0 1 0 1 0
TS0 1 11 0 of=2=—7—"=]0o1 1|1 0 o0
1 1 -1/0 -1 1 0O 0 -2|-1 -1 1
1 1 1
1 0 1/0 1 o LU= g ?
L3—05L; [0 1 111 0 0 | Li—Li-L3, Ly—L,-L3 01 0 1 _l 1
001/ L 1 T 2 A
2 2 2 0 0 1| = I
2 2 2
Ainsi la matrice P est inversible et
-1 1
1
P :5 1 -1 1
1 -1

2 0 0
2. Calculons le produit P! AP. Onobtient D=|0 4 0].
0 0 6

3. En partant de I'égalité D = P 'AP,ona:
D=P'AP < pPDP '= (PP HAPP') < PDP'=1,Al, < PDP ' =A.

Ainsi A= PDP !,
4. Notons P(n) la propriété « A" = PD"P~1,,

Initialisation (1 =0). A° = I,, par convention et PD°P~! = P[,,P~! = pP~! = [,,. Ainsi A’ = PD°P~! et P(0) est
vraie.
Hérédité Soit n € N. Supposons P(n) vraie et montrons que P (n + 1) est vraie.

An+1 = Ax A"
= APD"P™!, par hypothése de récurrence
=PDP'PD"P"!, car A=PDP!
=PDI,D"P!
_ PDnJrlel
Ainsi P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion La propriété étant initialisée et héréditaire, on en déduit que pour tout n €N, A" = PD" P!,

5. On calcule facilement D”.On a:

2" 0 0
D'=10 4" 0
0 0 6"

11 ne nous reste alors plus qu’a calculer le produit matriciel PD" P! pour obtenir I'expression de A™.
L (416" 674" 476"
At=—|6"-2" 2"+6" 2"-6"].
A L L

Définition 17.114 — Une matrice carrée A est dite diagonalisable s'il existe une matrice inversible P telle que le produit
P! AP soit une matrice diagonale D. On dispose alors des égalités matricielles suivantes :

D=P 'AP Et A= PDP!

Remarque 17.115 — Toutes les matrices ne sont pas diagonalisables! Lorsqu'une matrice A n'est pas diagonalisable, on a
recours a d’autres techniques pour calculer A”.
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