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CORRIGE DEVOIR SURVEILLE 1 - TYPE ESCP I

La fonction g est constituée de deux termes :

¢ leterme (1+ t)In(1 + #) qui est de la forme u x v et que 'on dérive donc comme un
produit: (uv) = v'v+ur';
¢ le terme —¢ dont la dérivée vaut —1.

1
Posons u(t)=1+tetv(t)=In(l1+¢).0nau'(t)=1et V(1) = m.Ainsi,

g =u@v)+u®v' (-1

=1xInl+6)+(1+1)x

1
-1
t
=In1+H+1-1
=ln(1+1

Par définition de (u,,), on a

1 1
ulzf (ln(1+t))1dt:f In(1+ ) dt
0 0

Il nous faut donc désormais trouver une primitive de In(1 + #). Or, on vient de voir que
g'() =In(1+1).
Donc, g est une primitive de In(1 + £). Deés lors,

1
Uy :f In(1+ ) dt
0

=[1+8In1+0 -t
=2In(2) - 1-(11n(1) - 0)

=2In(2)-1
Ona
f'(t) — L
1+t
Posons ensuite u(t) =1+ t. Ona u'(f) = 1. Donc,
f”(t) _ —-u'(1) _ -1

w2  (1+10?2

Exercice 1 -
1. (@
(b)
2. (a)
(b)

Pour tout £ € [0;1],ona 1+ ¢ > 0. Donc, pour tout ¢ € [0; 1], f'(t) > 0. Dong, f est crois-
sante sur [0; 1]. Par ailleurs,

fO=In)=0 et f(1)=InE)

On en déduit le tableau de variations suivant :

t 0 1

Variations de
f /

In(2)
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On obtient donc I'allure de courbe suivante :

y
1 —

In(2) ——

-1
1+ 0%
3. (a) Lafonction f étant croissante sur [0; 1], on a pour tout ¢ € [0; 1],

(c) Onavuque f"(1) = Donc, () < 0. Dong, f est concave.
fO<fm<f

C’est-a-dire,
0<In(1+ 1 <In(2)

(b) En élevant I'inégalité précédente a la puissance n, on obtient
0" < (n(1+ )" < (n(2)"

Puis par croissance de l'intégrale,

1 1
f 0"dt é[ In(1+5)"dr < (In(2)"
0 0

C’est-a-dire,
0< u, < (n(2)"

(c) Ona nlirP 0=0et nlirP In(2)" =0 car In(2) = 0,7 €] — 1;1[. Donc, d’apres le théoréeme
—T00 —T00
des gendarmes, (u,) converge et

lim u,=0
n—+oo

1
4. (a) Calculons u,;+1 = f (In(1 + )" dr alaide d'une intégration par parties. Posons
0

U (1) 1 u(?)
{ v(t) In(1+ p)"*! et V(1)

Deés lors, d’apres la formule d’intégration par parties,

1+¢

In(1+1)"

1
(n+1) x
1+1¢

xIn(l+n"dt

1
na111
Ups1=[1+ 0 xIn(1+1) +1]0—f0 I+ x(n+1)x 151

1
=2(n@2)""' = (n+ 1)[ (In(1+ 1) "*dr
0
=2(In@)"" = (n+u,

Ainsi, on a bien
Ups1 =2(n@2)" M = (n+Du,
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(b)

(©

(d)

(e)

En utilisant la relation précédente, on obtient
(n+1Du, =2In2)""!' = u,4
Or, un+1 = 0 d’apres la question 3(b), donc

(n+1)u, <2In@2)"**!

Pour montrer que (u;) est décroissante, on étudie le signe de u,+1 —u; :
1 1
Ups1— Uy, :f (In(1 + t))”“dt—f (In(1+ 1)"*dt
0 0
1
:f In(1+ 0" —=In(1 + " dt
0

1
:f In(Q+ 0" (n(1+1-1)dr
0
Or, pour tout £ € [0;1], on a
0<Inl+n<n2)<1
Ainsi,
Ind+n">0 et Inl+5H-1<0

Et donc, par croissance de 'intégrale,
Up+1 —Up <0

Donc, (u,) est bien décroissante.
En utilisant la relation de la question 4(a) ainsi que la décroissance de la suite (u,), on
a:

2In@)" " = w1+ 4+ Dup <up+n+Duy = (n+2)uy,

Autrement dit, on a bien
(n+2)u, >2In@2)"*!

On avu que
(n+Du, <2In@)"*!

Donc,
iy, + u, <2In2)"*!
Donc,
nu, <2In@)"' - u, <2In@)"'  caru, >0
Et donc,

_Nn
In(2) n+l >
Par ailleurs,
(n+2)u, >2In@2)"!

Dongc, nu "
n

2
2In(2)"*1 7 n+2

Bref, on a
n nu,

<1
n+2  2ln@E)n+!

Or, lim 1=1.Et lim

n—-+oo n—+oo 11 +

= 1. Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes,

li nuy -1
n_lgloo zln(z)n+1 -

3
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Exercice 2 -
1. Par définition,
Up+2 U 1
Xo=|up+1|=[u1|=10
Up Up 0
Par ailleurs,
21— 2+ =2 x 1= 2 X0+ 2 x0=2
Uz =2uUp——uUj+—-uUy=2x1——x —x0=
3T T 4 4
Et donc,
Uus 2
X1: uwl=11
75} 0
2. (a) Ona:
1 8 -5 1)\ (uns
AX”:Z4 0 O] unse
0 4 0 Uy
1 8un+2_5un+1+un
= 4 dupio
4un+1
1
2Upt2— un+1+ Un Un+3
S - X
Mn+2 = | Un+2 | = An+l
Un+1 Un+1
Ainsi, on a bien
Xn+1=AXy

(b) Notons Py, la proposition : « X, = A" Uy ».
Initialisation (7 =0) :
A’Xo = L Xy = X donc Xy = A°X, donc P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P, vraie et montrons que
P41 estvraie. Par hypothese de récurrence, on sait que X, = A" Uy. D’autre part, d’apres
la question précedente, on sait que X, = AX,, donc:

Xp1=AX, = Ax A" Xy = A" X,

donc P, est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, X,=A"X,.

3. (@ Ona:
1 1 4 1 16 -16 4 1 4 0 0 1 00
PQ=|1 2 4 XZ -4 4 0 :Z 0 4 0|=|0 1 0|=1I3
1 4 0 -2 3 -1 0 0 4 0 01
1 16 -16 4 1 1 4 1 4 0 0 1 00
QP:Z -4 4 0 1 2 4 :Z 0 4 01=]101 O0]=15
-2 3 -1J\1 4 0 0 0 4 0 01



Maths ECT2 DEVOIR SURVEILLE 15/09/2023

(b) Calculons le produit PTQ:

1 1 4 1 2 00 1 16 -16 4
PTQ:124><5012><——4 4 0
140 00 1) *l—2 3 -1
1 2 1 6\(16 —-16 4
:52 2 8||-4 4 0
2 4 8)\-2 3 -1
1 16 —-10 2
:§ 8 0 0
0 8 0
1 8 -5 1
:4_1 4 0 0]=A
0 4 O
Ainsi, on a bien
A=PTQ

Notons P, la proposition: « A" = PT"Q ».
Initialisation (7 =0) :
A’=I,et PT°Q = PI5Q = PQ = I donc Py est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P, vraie et montrons que
Pn+1 est vraie. Par hypothése de récurrence, on sait que A" = PT"Q. D’autre part,
d’apres ce qui précede A = PTQ. Donc on en déduit que :
ATl = A"x A=PT"Qx PTQ=PT"I35TQ=PT""'(Q
donc P, est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n

dans N, a savoir :
VneN, A"=PT"Q.

2(2" 0 0
4. (a) Notons P, la proposition: « T" = (—) 0 1 2n|»
2) {0 o 1
Initialisation (n =0) :
0of2° 0 o0 100
Tozlget(—) 0 1 2x0|=1x|0 1 0]=1I3donc?P,estvraie.
2 0 0 1 0 01
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons P,, vraie et montrons que
2(2" 0 0
Pp+1 est vraie aussi. Par hypothése de récurrence, on sait que T" = (—) 0 1 2n]|.
0 0 1
Des lors,
1" 2" 0 0 1 2 00
T“J:T”xT:(—) 0 1 2n|x=[0 1 2
2 0 0 1 2 0 01
et (212 000
= (—) 0 1 2+2n
2 0o 0 1
et (2700
= (—) 0 1 2(n+1)
2 o 0 1
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donc P, est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

VneN, A"=PT"Q.

(b) D’apres la question précédente, A" = PT"Q. Par ailleurs, on a vu a la question 4(a) que

n (2"

- ;

0 O

A"=PT"Q
11

0 0

1 2n|.Deslors,

1
1

DN | —

N =

N =

2
4

4 Z(2" 0 0 1 16 -16 4
41 x (—) 0 1 2n|x-1-4 4 0
0

o0 1) *l=2 3 21

ne2 (27 1 2n+4)\ (16 -16 4

0 2 4n+4)({-4 4 0
2" 4 8n -2 3 -1

nao (2 —4—4n-8 -2""+4a+6n+12 2"2-_2n-4

-8-8n-8 8+12n+12 —4n-—4
24 _16-16n -2""*+16+24n 22 _gp

nao (2" —4n—12 2" 4i6n+16 22 -_2n-4

—-8n—-16 12n+20 —4n-4
24 _16n—16 2" +24n+16 2% —8n

5. (a) D’apresla question 2(a), on sait que X,, = A" X. Ainsi,

Un+2

Ups1 | =X, =A"Xp

Un

Et on adonc

|

:(1

24 _4p—12 2" 4i6n+16 2™2-_2n—4) (1

(b) Ona2" =@ = enn@ pope,

Et donc,

4
Par ailleurs, lim — = 0. Donc,
n—+oo 21

Exercice 3 -

1 n+2
5) —-8n-16 12n+20 —4n—-4
24 _16n—-16 -2"*+24n+16 2% -8n J\O
nao (2 —4n—12
5) —871— ].6
2" _16n-16
1)\"*2 an 4
Up = (—) x (2" -16n-16)=4— — — —
2 on  on
4n B 4n
on "~ pnin()
4n ~0 . .
n—lgloom = par croissance comparee
lim u,=4
n—+oo
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1. Alinstant 0, le mobile se trouve sur le point d’abscisse 0. Dés lors, a I'instant 1, le mobile se
trouve

« soit sur le point d’abscisse 1, et ce avec la probabilité

WINWI|+—

« soit sur le point d’abscisse 0, et ce avec la probabilité

Ainsi, la variable X; peut prendre les valeurs 1 et 0. Eton a

2 1
P(Xy;=0=— et PX;=1)==
(X1=0) 3 (X1=1 3
1
Autrement dit, la variable aléatoire X; suit la loi de Bernoulli de parametre p = 3 On a alors,

1
E(X1)=p=§

2. (a) Lavariable aléatoire X, ne peut prendre de valeur plus grande que 2 puisque le mobile
se trouve a I'instant 0 au point d’abscisse 0 et qu’il ne fait des déplacements que d'une
unité a la fois. Par ailleurs,

* X, peut valoir 0 si par exemple, le mobile ne s’est pas déplacé;

* X, peut valoir 1 sile mobile ne s’est pas déplacé al'instant 1 mais qu’il s’est déplacé
alinstant 2;

* X, peut valoir sile mobile s’est déplacé aux instants 1 et 2.

Ainsi, on a bien
X>(Q) ={0;1;2}

(b) La variable aléatoire X; suit une loi de Bernoulli donc [X; = 0] et [X; = 1] forme bien
un systeme complet d’événements. On peut donc appliquer la formule des probabilité

totales,
P(X>=0)=P(X; =0) x Pix;=0] (X2 =0) + P(X; = 1) x Px,=1)(X2 =0)
2 2 1 2
= —X—+4—x—
3 3 3 3
4 2 6 2
=4 —-—=—= -
9 9 9 3
P(Xo=1)=P(X;=0) x Pix;=01 (X2 =1) + P(X3 = 1) X P x;=1)(X2=1)
2 1 1
=—Xx—-—+—=x
3 3 3
_2
9
P(X;=2)=P(X; =0) x Px,=0/(X2 =2) + P(X; = 1) x P[x,=1)(X2 = 2)
2 1 1
=—x0+=-x=
3 3 3
_1
9
(c) Ona
2 2 1 2 2 4
E(Xp) =0x —+1x=—4+2x—=—+4—=—
3 9 9 9 9 9
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3. La variable aléatoire X;, peut prendre toutes les valeurs de 0 a n, la justification étant simi-
laire a celle faite pour la question 2(a). Ainsi,

4. (a)

(b)

(©

(d)

5. (a)

X, (Q) =[0; 1]

Le mobile ne peut se trouver a I’abscisse k a I'instant n, que si il se trouvait a I’abscisse
k—1alinstant n— 1. En effet, le mobile ne peut se déplacer que d'une unité a la fois, et
ne peut rester sur une méme abscisse d'un instant a I'autre. Ainsi, on a bien

[Xn:k]c[xn_lzk_l]
De maniere générale, si A< B alors An B = A. Ainsi, d’aprés la question précédente,
(Xn=kl=[X,=klNn[Xp_1=k-1]

D’apres la formule des probabilités composées, et I'égalité d’événements établie a la
question précédente, on a:

P(X, =k =P(Xp=kIN[Xy-1=k—1])
= Pix, 1 =k-11([Xn = k]) x P([Xp—1 = k—1])

= % x P([Xp-1 = k—1])

On a vu que X,(Q) = [0;n]. Ainsi, {[X,, =k]; ke [0;n]} forme un systtme complet
d’évenement. Donc,

n
P(X,=0=1-) P(X,=k)
k=1

1
Or, on vient de voir a la question précédente que P(X, = k) = §P([Xn:1 =k-1]). Donc,

PXp,=0)=1-) —P([Xp=1=k-1))=1-=) P([Xp=1 =k—-1])
k:l3 3k:1

Or, en faisant le changement d’indice j = k—1,ona

n n—1
Y P(Xp-1=k=-1D) =) P([Xn-1=j])
k=1 j=0

Et X;,-1(Q) = [0;n—1] donc

n—1
P([Xp1=jD=1
j=0
Bref,
P([X _0])_1—1—g
T 373

1\k
Fixons n € N. Pour tout k € [[0; n], notons Py la propriété « P[X;, = k]) = (g) P((X,—x =

01) ».
Initialisation: (k =0)

0
Ona (%) P([X;,,—o =0]) = P([X,, = 0]). Ainsi, Py est vraie.
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Hérédité : Soit k € [[0; n—1]. On suppose Py vraie et on veut montrer que Py est vraie
aussi. Alors, en utilisant le résultat de la question 4(c), on a:

1
P(Xp=k+1]) = gP([Xn—1 = k)

D’otl1 en utilisant ’hypothése de récurrence,

1 (1)\F
P(X,=k+1]) = 3 X (5) P([Xy-1-x=0])

1

k+1
= (g) P([Xy—+1) =01

Ainsi, Py est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion : Py est vraie pour tout k € [0; n] a savoir

1\
P(X,=k]) = (5) P([Xp-r=0])

Remarque: En toute rigueur, il aurait fallu considérer la propriété Py : « pour tout entier
1\k
n=k, PIX,=kl)= (5) P([X;—k =0]) ».

(b) En choisissant k = n dans I'expression obtenu a la quesrion précédente, on a:

1\" 1\"
P(Xy=n)= (5) P([Xo=0]) = (g)

2
(c) On a vu que pour entier n > 1, P(X;,; = 0) = § En particulier, pour tout 0 < k < n,

2
P([X,_x=0]) = 3" Donc, pour tout 0 < k < n,

P([X,=k]) = % X (l)k
A T

Eton avu que

1 n
P([X,=n]) = (5)

6. (a) Selon la définition de E(X;,), ona
E(Xp) =) kP([X,=kl)=)_ kP([X,=k]
k=0 k=1

Or, d’apres la question 4(c),
1
P([X,=k]) = §P([Xn—1 =k-1))

Donc,
1 n
EXp)==) kP(Xy-1=k-1])
3 =1
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(b) On adonc

—

EXw) =3 S kP(IXpo1 = k—11)
k=1

%Zk L+ DP((Xo1 = k= 1]
L
— 1 (k= DP(Xyr = k= 1)+ 5 Y. P(Xyy = k—1)
3k=1 3k=1
171—1 1= 1
=3 L JPXnr =N +3 3 P(Xnt = D)
3]:() ]

-

=E(Xn—1) =1

lex, el
T3l

(c) Vularelation établie ala question précédente, on constate que (E (X)) sen €St une suite

1
arithmético-géométrique. Posons, pour tout n € N, v, = E(X},) — 7 Montrons que la

suite (vy) nen €St géométrique.
Pour tout n € N*, on a

1
Donc, (v,) nen st géométrique de raison 5 Des lors, pour tout n € N,
1 n
vn:UOX(g)
0] E(Xp) L 0 L L D
I, Vg = ——=0—--=-—-=.Dong,
0 072 2 2
=5
UVp=——X|=
" 273

E(X,) v+1 ! (1)n+1
= — ==X |- —
SO T R

Et ainsi,

Exercice 4 -

10
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1. (a) Posons u(x)=xetv(x)=(x+1)%.0Onau' (x)=1et v (x)=2(x+1). Ainsi,

U ()v(x) - ux)v'(x)
- (v(x))?
Clx+ 1P -xx2(x+1)
B (x+1)4

_ (x+Dx+1-2x)

- (x+1)4

o 1-x

S (x+1)3

f'x)

(b) Puisque x € [0; +oo[, on a (x + 1)3 > 0. Par ailleurs, 1 — x > 0 <= x > 1. On en déduit le
tableau de signes de f'(x) sur [0; +oo] :

X 0 1 +00
1-x + 0 -
x+1)3 + +
f'(x) + 0 -
(c) Ona:
. X N S
lim f(x)= lim — = lim —=0
X—+00 X—+00 X X—+00 X
(d) Par ailleurs, ) )
0)=0 t )=———-=-
f(0) € fa -1 4
On en déduit le tableau de variations suivant :
X 0 1 +00
f(x) + 0 -
Variations l
de / 4 \
f 0 0
2. (@ Ona
flug) = fy=—— =1
uy = = = = —
! 0 1+1)2 4
1 1
B B 1 B 1 1 1 16 B 4
uz—f(u1)—f(4)— (%4_1)2— (%)2—4x25_25

1
(b) Notons P, la propriété «0 < u, < —.».
n
Initialisation: (n =1)
ulz—etO<Z<I.

Ainsi, P; est vraie.

11
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Hérédité : Soit n > 1. On suppose que P, est vraie et on veut montrer que P, est
vraie aussi. Par hypothése de récurrence, on a

0<up<
Or, on a vu a la question 1.(d) que f est croissante sur [0; 1]. Ainsi,

1
f(0)<f(un)<f(ﬁ)

c’est-a-dire,

Or,

n 1 n 1
= X g
(n+1)?2 n+l1 n+l1 n+l

——

<1
Ainsi,

1

0<ups1 < Tt
Ainsi, P41 est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion : P, est vraie pour tout n > 1, a savoir

Vn>1, O<u,<

S|+

1
(c) Ona lim 0=0et lim — = 0. Donc, d’apres le théoréme des gendarmes, (i) nen
n—+oo n—+oon

converge et

lim u,=0
n—+oo

3. (@ Ona

l}n:

(tn+1)? "
(up+1?% 1
Uy Uy
u? +2u,
Un
Up(uy+2)
Un
=u,+1

1
(b) PuisqueO< u, < —etquev,=u,+2,0na
n

1
2<v, <2+ —
n

12
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1 nzly
4. Notons Py, la propriété «2(n+1) < — <2(n+1)+ )_ Rk
n k=1

Initialisation: (n =2)
1

Ona2@2+1)=6 —=
2%

Ainsi, on a bien

1
25 1
=—=6,25et22+1)+ E —=6+1=7.
4 Zk

g|u>| —

2-1
1 1
22+ < —<22+D)+ ) -

et donc P, est vraie.
Hérédité : Soit n > 2. On suppose que P, est vraie et on veut montrer que P, est vraie
aussi. Par hypothese de récurrence, on a

1 ol
2n+1) < <2(n+1)+ZE
k=1

Un

1
Par ailleurs, = v, + — par définition de v, et on sait d’apres la question 3(b) que 2 <

Un+1 Un
v, <2+ —.Deslors,
n
1 ol 1
2n+D+2< —+v, <2+ 1)+ ) —+2+—
D’ot,
LN |
2(n+2) < <2n+2)+ ) —
Up+1 k=1 k

Ainsi, P41 est vraie et la propriété est héréditaire.
Conclusion : P,, est vraie pour tout n > 2, a savoir

Vn-=2, 2(n+1) <

| =

1 n-1
<2n+D+ ).
k=1

Uy
. 1 _— ,.
5. (a) Lafonction ¢t — n est décroissante sur l'intervalle [k — 1; k] donc

Ytelk-1;k], P

~ | =
| -

D’ou, par croissance de I'intégrale,

ko1 ko1 1
—dr>f —dt=—
fk—lt k-1 k k

Bref,

(b) On sait par ailleurs que
k1 ©
f —dt=[In()];_; =In(k) —In(k-1)
k-11
Ainsi,
In(k)-In(k-1) >

=

13
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On somme maintenant cette inégalité pour k allantde 1 a n:

Y In(k)-In(k—1)> )
k=1 k=1

ol M

Or, on reconnait une somme téléscopique,

n
Z In(k)-In(k-1) =In(2)-In(1)+In(3)-In(2)+---+In(n)-In(n-1) = In(n)+In(2)
k=1

Bref, on a bien
n

Z % S <1+In(n)

1
6. En multipliant par — I'inégalité obtenue a la question 4, on obtient
n

2(n+1) 1 2(n+1) 1
< \ -
n nuy n

¥

Or, d’apres la question 5(b),

i | i 1
- < —<1+In(n)
k=1 k k=1 k
Donc,
2n+1) < 1 2(n+1) 1 In(n)
n = nuy, n n n
Enfin,
. 2(n+1)
e lim =2;
n—+oo n
e lim —=0;
n—+oo n
In(n

) . )
=0 par croissance comparee.
n—+oo n

Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes,

=2

. 1
lim
n—+00 Ny,

Et donc,

. 1
lim nu,=-
n—+oo 2

14

< 1+In(n)



