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MATRICE DIAGONALISABLE

Définition

Définition 1 :

Soit A une matrice. On dit que la matrice A est diagonalisable si et seulement si, il existe une ma-
trice P inversible et une matrice D diagonale telle que

A=PDP!

Remarque :
e Ona:
A=PDP! < P !AP=D

On suppose que A =PDP~!. Alors, P"'AP =P~ 'PDP~'P =1,DI,, = D.
Réciproquement, si D = P™'AP, alors PDP~! = PP!APP~! =,Al,, = A.

» «Diagonaliser une matrice » signifie trouver les matrices D diagonales et P inversibles,
telle que A = PDP !,

1 2
Exemple : La matrice A = ( 9 1) est diagonalisable. En effet, considérons les matrices :

1 1 3 0
P_(l _1) et D—(O _1)

Montrons que P est inversible et calculons P l.Ona:1x(-1)—-1x1=-2#0doncP est
inversible et :

1 1

1 (-1 -1 5 9

-1_ * 12 2

a0 e A

2 2

Des lors:

1 1
1 1\(3 0)|9 9
-1 _p_ 2 2
] [ Y |
2 2

Remarque : En pratique, il n’est pas nécéssaire de calculer P~! pour montrer que A est dia-
gonalisable, comme le montre la proposition ci-dessous.

Proposition 1 :

Soit A une matrice, D une matrice diagonale et P une matrice inversible. Si AP = PD, alors la matrice
A est diagonalisable.
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Exemple : On considere les matrices

Ona:
1 1)(1 1 4 0
AP‘(?, 3)(3 —1)‘(12 0)

1 1\(4 O 4 0
PD= (3 —1) (o o) B (12 0)
Par ailleurs, la matrice P est inversible car 1 x (—=1) — 1 x 3 = —4 # 0. Par conséquent, d’apres
la proposition ci-dessus, la matrice D est diagonalisable.

Application au calcul de puissance

Proposition 2 :

S —
Soit A une matrice. On suppose qu'’il existe une matrice P inversible et une matrice D telle que :
A=PDP!
Alors, pour toutneN,ona:
A" =pD"P"!
\ & J

Preuve. Notons Z,, la proposition : « A” = PD"P~1 5.

Initialisation (7 =0) :

A% =1, et PD°P~! = PL,P~! = PP~ ! =1,,. Ainsi, 2(0) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons &, vraie et montrons que £, est vraie.
Par hypothése de récurrence, on sait que A" = PDP~!, Par ailleurs, on sait que A = PDP~!. Dés lors,

A=A A
=pPD"P !lpDpP!
=PD"DP!

— PDnJrlel

donc £, est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apreés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n dans N, a savoir :

VneN, A"=PD"P!.
0

Remarque : Si le calcul de P! n’est pas nécéssaire pour montrer qu'une matrice A est dia-
gonalisable, il est cependant indispensable pour obtenir une expression explicite des puis-
sances de A, ce qui est souvent ce que I’'on cherche a obtenir.
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VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

Définition

Définition 2 : Valeur propres et vecteurs propres
N ————————

Soit A € ./, (R) une matrice et A un réel.
* On dit que A est une valeurs propre de la matrice A, si et seulement si,

X1

X2
ilexisteX=| . | € 4y1(R) non nul tel que AX = AX

Xn

o Lamatrice X est alors appelée vecteur propre associé a la valeur propre A.

Exemple : On considere les matrices

3 -2 -5 1 -1 -1
M=|5 -4 -5| vi=|1| Vo=|-1] et Vs=]|o0
-8 8 6 0 1 -1

Montrer que Vi, V, et V3 sont des vecteurs propres de la matrice M, et préciser les valeurs
propres assoicés.

1
La matrice colonne V; = | 1 | est non nulle et de plus:
0

3 -2 -5\(1 1
MV, =[5 -4 -5|[1]=]1]=Ww;
-8 8 6)\o) \o

ce qui prouve que V; est vecteur propre de M pour la valeur propre 1.

-1
La matrice colonne V, = | —1 | est non nulle et de plus :
1
3 -2 -5\(-1 -6
MV;=15 -4 -5||-1|=[-6]=6V,
-8 8 ©6 1 6

ce qui prouve que V; est vecteur propre de M pour la valeur propre 6.
-1

La matrice colonne V3 =| 0 | est non nulle et de plus::
-1

3 -2 -=5\(-1 2
MVi=|5 -4 =50 |=]|0]=-2V;3
-8 8 ©6)\-1 2

ce qui prouve que Vs est vecteur propre de M pour la valeur propre —2.
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Proposition 3 :

Soit A une matrice et A un réel. Il n'y a que deux possibilités pour 'ensemble des solutions de
I'équation AX = AX, d’'inconnue X € .4, 1 (R) :
» ou bien cet ensemble contient uniquement la matrice-colonne nulle, auquel A n’est pas
valeur propre de A;
* ou bien cet ensemble ne contient pas uniquement la matrice colonne non nulle, auquel
cas A est valeur de propre de A, et toute matrice non nulle de cet ensemble est un vecteur
propre associé a la valeur propre A.

0 -6 6
Exemple : On considere la matriceA=|-1 -5 6|.
-1 -8 9

1. Leréel 3 est-il valeur propre de A? Si oui, déterminer un vecteur propre de A associé a
cette valeur propre.

0 -6 6)(x X
AX=3X< -1 -5 6]||y|=3|y
-1 -8 9J\z z
- 6y + 6z = 3x
— - X — 5y + 6z = 3y
- x — 8y + 9z = 3z
- 6y + 6z = 3x
— - X — 5y + 6z = 3y
- 3y + 3z =- 3y + 3z Ly —L3—Lo
— 1
— - 2y + 2z = Xx L1 —3L
- X — 5y + 6z = 3y
- x - 2y + 2z =0

‘:’{—x—8y+6z:o
On obtient ainsi un systeme a un degré de liberté. On choisit alors x = 1 (par exemple).
Le systeme devient :
-1 - 2y + 2z =0
-1 - 8y + 6z = 0
{— 2y + 2z = 1

- 8y + 6z = 1
-2z =1
- 2y = =2 L2<—L2—3L1
{—2+2z:
—
y =
{ZZ:S
—
y =1
_ 3
=1{* 72
y =1

Ainsi, x=1,y=1etz= % sont une solution du systeme linéaire étudié. Cette solution

est non nulle. Ainsi, A = 3 est une valeur propre de A et un vecteur propre associé est
1

le vecteur X=11|.
3
2
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2. Leréel 2 est-il valeur propre de A . Si oui, déterminer un vecteur propre associé a cette

valeur propre.
0 -6 6)\(x X
AX=2X<= |-1 -5 6||y|=2]y
-1 -8 9/ \z z
- 6y + 6z
— - X — 5y + 6z
- x — 8y + 9z
- 2x — 6y + 6z
— - x - 7y + 6z
- x - 8y + 7z
- x + y
— - x — 7y + 6z
- x - ¥y + z
X =y = z
- { - x - 7y + 6z
— x=y=2=0

2x

2y
2z

o o O

Li <Li—-Ly

()

Ly —Ls—L,

0
Autrement dit, 'unique solution de I’équation AX = 2X est la matrice colonne X =0 |.
0

Donc, 2 n’est pas valeur propre de A.

Polynome annulateur de A

Définition 3 : Polyn6me matriciel et polynéme annulateur

matriciel P(A) comme étant la matrice carrée :

.. \
Soit A une matrice carrée et P = ag + a;X + as X2 + -+ + apXP un polynome. On définit le polynéme

\On dit que le polynéme P est annulateur de la matrice A lorsque P(A) = O,,.

Exemple : Soit A une matrice de .4, (R).
o siP(X) =X?+2X, alors P(A) = A% + 2A.

e siP(X)=X3-3X2+2X+1,alorsP(A) =A% —3A%2 +2A + 1

e siP(x) = -3, alors P(A) = —3Is.

1 -1 -1
Exemple : On considere la matrice M =1 -1
0 1 -1

polyndéme annulateur de M.

0 |. Alors le polynome X3 + X2 + 1 est un
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0 -1 0 -1 1
OnaM?=|0 0 -1|letM®=|0 -1 1 |.Donc,
1 -2 1 -1 2 =2

o = O
—-— O O

1
M3+M%2+I3=l 0 -1 1 |+[0 0 -1]+]0
0

0 00
=0 0 O
0 0O

ce qui prouve que X® +X? + 1 est un polynéme annulateur de P.

Proposition 4 :

Soit A = (Z Z) € > (R) une matrice. Le polynéme X? — (a + d)X + (ad — bc) est un polynéme an-

nulateur de A.

a’+bc ab+bd

Preuve. Ona A” =
v ca+dc cb+d?

). Donc,

A’ —(a+d)A+(ad-bo)l;

a’+bc ab+bd . —(a+d)a —-(a+d)b . ad - bc 0

ca+dc cb+d? —(a+d)c —-(a+d)d 0 ad—bc

B a®+bc-a*-ad+ad-bc ab+bd—-ab-db
ca+dc—ac—dc chb+d?-ad-d?+ad-bc

0 0
~o o)_o2

Donc, le polynéme X? — (a + d)X + (ad — bc) est bien un polynéme annulateur de A. g

1 2
Exemple: Soit A= (3 4). Donner un polynéme annulateur de A.

On applique la formule de la proposition ci-dessus. Le polynome X? — (1 +4)X+ (1 x4—2x3) =
X? - 5x —2 est annulateur de A.

Soit A une matrice carrée et P un polyné6me annulateur de A.
Toute valeur propre A de A est racine du polynoéme P.

AATTENTION ! A\

Ce résultat nous indique seulement que les valeurs propres de A sont également des racines du
polyndéme P. Il peut donc y avoir des racines du polynéme P qui ne sont pas des valeurs propres de
A.

-2 0 2
Exemple: On considere la matriceA=| 1 1 -2{.
-1 0 1
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1. Montrer que le polynome P = X® — X est annulateur de A.

2 0 -2 -2 0 2
OnaA?=|1 1 -2]etA®=|1 1 -2]|.Donc,
1 0 -1 -1 0 1
-2 0 2 -2 0 2 000
AS-A=|1 1 -2|-|1 1 -2|=|0 0 0]|=04
-1 0 1 -1 0 1 000

Dong, P est bien annulateur de A.

2. En déduire les valeurs propres possibles de A.
Il nous faut trouver les racines de P. On a :

X-X=XX?-1)=XX-1DX+1)

Donc, les racines de P sont 0, 1 et —1. Donc, les valeurs propres possibles de A sont 0,
1, -1.

3. Déterminer lesquelles sont bien des valeurs propres de A.
Cherchons a résoudre les équations AX =0, AX = X et AX = —X. Tout d’abord, on a:

-2 0 2 X 0
AX=0<= |1 1 =-2||ly|=|0
-1 0 1 z 0
- 2X + 2z = 0
— x +y — 2z =0
- X + z =0
—> o= X
x + y — 2z =0
{ z = X
—>
y =X
1
Ainsi, la matrice colonne X = | 1 | est solution de I'’équation AX = 0, et cette matrice
1

colonne est non nulle. Donc, 0 est bien valeur propre de A.
Ensuite, on a:

-2 0 2)\(x X

AX=X<= |1 1 =2|lyl=1Yy
-1 1 z z
- 2X + 2z = Xx
— x + y - 2z =y
- X + z = z
- 3x + 2z =0
— X - 2z =0
- X =0
— =0
z =0
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0
Ainsi, la matrice colonne X = | 1| est solution de I'’équation AX = X. De plus, cette
0
matrice colonne est non nulle. Donc, 1 est bien valeur propre de A.
Enfin,
-2 2\ (x —-X
AX=—X= |1 1 =2||ly|=|-y
-1 1 z -z
- 2x + 2z = —-Xx
— X + y - 2z = -y
- X + z = -z
- X + 2z = 0
— x + 2y - 2z =0
- X + 2z = 0
— X = 2z
2y = 0
1
Ainsi, la matrice colonne X = | 0 | est solution de I'équation AX = —X. De plus, cette
2

matrice colonne est non nulle. Donc, —1 est bien valeur propre de A.

Remarque : Comme on I'a déja vu dans le chapitre 5 Matrices inversibles, disposer d'un po-
lyndme annulateur permet également, dans certains cas, d’obtenir I'inversibilité et I'inverse
d’'une matrice.
Par exemple, on a vu que le polyndme X3 +X? + 1 est un polynéme annulateur de M =
1 -1 -1
1 -1 O |.Onadonc:

0 1 -1
M®+M? +15 =03
Dongc,
M3 +M? =14
Donc,
—M3-M? =13
Donc,

M(-M? -M) =15
Donc, M est inversible et M~} = -M? — M.



Cours de mathématiques ECT2

DIAGONALISATION PRATIQUE

(o o r o —
Soit A une matrice de .4, (R). On suppose que A possede n valeurs propres distinctes Ay, Ay, ... )
A, avec Vi, Vo, ..., V,; des vecteurs propres associés.
Alors, la matrice P obtenue en juxtaposant les matrices colonnes Vi, Vy, ..., V, est inversible et en
At 0O ... 0
. . 0 )\2 . .
notant D la matrice diagonale D = ,ona:
o “5 “5 . 0
0 0 A,
A=pDpP!
\ & A
Remarque :

e Dansle cas n = 2, le théoréme précédent se réécrit :

. a
On suppose que A est une matrice de .#»(R), ayant deux valeurs A; et Ay, V; = ( b) un
RPN c RPN
vecteur propre associé a Ay, Vo = ( d) un vecteur propre associé a As.

Alors la matrice P = ( ) est inversible et en notant D la matrice diagonale D =

a ¢
b d
(Al 0 ), alorsona:

0 A
A=PDP!
e Dans le cas n = 3, le théoréme précédent se réécrit :
a
On suppose que A est une matrice de .#3(R), ayant trois valeurs A, A, et A3, Vi = | b
c
d g
un vecteur propre associé a A;, Vo, = | e | un vecteur propre associé a Ay et V3 = | h
f i
un vecteur propre associé a As.
a d g
Alors lamatriceP=|b e h|estinversible et en notant D la matrice diagonale D =
c f i
At 0 O
0 A, O |,alorsona:
0 0 As
A=PDP!

1 2
Exemple : On considere la matrice A = ( 9 1).

1. Montrer que le polynéme P = X? — 2X — 3 est annulateur de A.

2. Calculer les racines a et 3 de P.

3. Montrer que « et  sont des valeurs propres de A et calculer les vecteurs propres asso-
ciés.

4. Justifier que A est diagonalisable et la diagonaliser.

10
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5 4
2 _
1. Ona A —(4 5).Donc,

5 4 -2 —4 -3 0 0 0
2 — —_ - = =
A —2A-3I3 (4 5)+(_4 _2)+(0 _3) (0 0) (O]
Donc, X2 — 2X — 3 est annulateur de A.
2. P estun polynome de degré 2. Calculons son discriminant: A = (—2)?>—4x 1 x (—3) = 16.
P a donc deux racines :
—(-2)—-v16 2+4 6 3
o= = = — =
2x1 2 2

= —=-1

2—-4 =2
et p==

3. Montrons tout d’abord que 3 est valeur propre :

s (1202

— x + 2y = 3x
2x + y = 3y

<:>—2x+2y 0
2x — 2y =0

=x=y

1
Ainsi, la matrice colonne X = (

1) est solution de I’équation AX = 3X et c’est une ma-

. 1
trice colonne non nulle. Donc, 3 est valeur propre de A et (1) est un vecteur propre

associé.
Montrons maintenant que —1 est valeur propre :

e )

2 1)\y
(:){ x + 2y -X
2x + y = -y
- 2x + 2y 0
2x + 2y =0

S x=-y

.. . 1
Ainsi, la matrice colonne X = (

1) est solution de I'’équation AX = —X et c’est une

. 1
matrice colonne non nulle. Donc, —1 est valeur propre de A et (_1) est un vecteur

propre associé.

. 1 1 ) . 3
4. D’apres le cours, la matrice P = (1 - 1) est inversible et, en notant D = (

0 _1),ona:

A=PDP!

Autrement dit, A est diagonalisable.

11
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EXERCICES
1 10
m On considere la matriceA= |2 1 2
011
1
1. Vérifier que X = | 2 | est un vecteur propre de A associé a une valeur propre que 'on
1
précisera.
1
2. Vérifier que Y = | =2 | est un vecteur propre de A associé a une valeur propre que I'on
1
précisera.
-1
3. Vérifierque Z=| 0 | estun vecteur propre de A associé a une valeur propre que I'on
1

précisera.

m On considere la matrice A =

D=

31
_ 0)'
1. Calculer 2A® —3A% +A.
2. En déduire les valeurs propres possibles de A.

3. Déterminer lesquelles sont effectivement valeurs propres et trouver des vecteurs propres
associés.

1 -1 10
mOndonneB—(1 l)etl—(o 1).

1. Calculer B? - 2B + 2I puis en déduire que la matrice B n’a aucune valeur propre.

2. En déduire également que B est inversible et donner son inverse en fonction de B et I.

1 -1
m On considére la matrice B = (1 1 )

1. ATlaide de la proposition 4 du cours, donner un polyndéme annulateur de B.

2. En déduire que B n’admet pas de valeur prope.

2 4
m On considére la matrice M = (1 _ 1).

1. Vérifier I'égalité M? — M — 61 = 0 et en déduire les valeurs propres possibles de M.

2. Vérifier que les valeurs trouvées a la question précédente sont effectivement valeurs
propres de M et donner un vecteur propre pour chacune d’elle.

1 4
3. OnposeP = (_ 1 1). Montrer que P est inversible.

4. OnposeD = ( O). Vérifier I'égalité MP = PD.

0 3
Que peut-on en déduire?

12
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1 01
m On considére la matriceA=|0 1 0.
111

1. Montrer que 'on a A(A —I)(A — 2I) = O3 et en déduire les valeurs propres possibles de
A.

2. Vérifier que les valeurs trouvées a la question précédente sont effectivement valeurs
propres de A et donner un vecteur propre pour chacune d’elle.

3. En déduire une matrice P inversible telle que AP = PD ou D est une matrice diagonale
a préciser.

1 -1 -1
On considére la matriceA=|-1 1 -1}].
-1 -1 1
1. Montrer que le polyndme X3 — 3X? + 4 est annulateur de A et en déduire les valeurs
propres possibles de A.
2. Vérifier que:
1
e V) =| 1] estun vecteur propre de A et préciser la valeur propre associée.
1
-1
e V,=| 1 |estunvecteur propre de A et préciser la valeur propre associée.
0
-1
e V3= 0 [estunvecteur propre de A et préciser la valeur propre associée.
1
3. On note P la matrice dont la premiere colonne est Vy, la seconde est V, et la derniere

est Vs.
Calculer P3 — 3P? + 5P —3I5.
En déduire que P est inversible et préciser une expression de P~! en fonction de I3, P
et P2.
-1
4. Vérifier I'égalité AP =PDouD =

(=2 \S R ]
N O O

0
0
5. En déduire que A est diagonalisable.

m On considere les suites (1) nen, (Vn) nen €t (Wy) nen définies par :

Ups1 = 2Uy, — U, + Wy
Ug=UVyg= Wy = 1 et Upe1 = Un - Wy

Déterminer une matrice A telle que, pour tout n € N, X,,41 = AX,,.
Montrer que pour tout 7 € N, X,, = A"Xo.

Vérifier que le polynome P = (X - 1)(X + 1)(X - 3) est annulateur de A.
Montrer que la matrice A est diagonalisable et la diagonaliser.

En déduire, pour tout n de N, une expression explicite de A”.

AU 5 o

En déduire, pour tout n de N, une expression explicite de u,, v, et w,,.

13
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2
m On considere la matrice A = (_7 4 1).

1. a. Calculer A et 8A — 151 puis déterminer un polynéme annulateur de A. En déduire
les valeurs propres possibles de A.

b. Vérifier que les valeurs trouvées a la question précédente sont effectivement va-
leurs propres de A et donner un vecteur propre pour chacune d’elles.

1
2. a. SoitP:(

o _ 1). Montrer que P est inversible et donner son inverse.

b. SoitD = (3 g) Montrer que AP = PD.

3. Montrer que pour tout entier naturel 7, on a : A” = PD"P~!, puis donner I'expression
de A" en fonction de n pour tout entier 7.

4. Soit (uy)nen €t (Vy) nen les suites définies par ug = 1, vg = 1 et pour tout entier naturel
n:
Ups1 = Tu, + 2v,
Un+1 = — 4up, + vy

u . .
a. OnnoteX,, = (V") Exprimer X,,+1 en fonction de A et X,,.
n

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a X,, = A”Xj, puis donner I'expres-
sion de u, et v, en fonction de n.

m Soit la suite (u,) ,en définie par ses trois premiers termes uy =1, u; = 1 et up = -2 et
la relation de récurrence :

VneN, Upiz =6Uy— 11Uy +6Upu0
0 1 0 Uy
OnposeM=|0 0 1]et, pourtoutentier naturel n, X, = | u,+1 |.
6 —-11 6 Upio

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a MX,, = X;,1;. En déduire I'expression de
X,, en fonction des matrices M, X, et de I’entier naturel n.

2. a. Calculer (M —-1)(M—2I)(M - 3I) puis en déduire les valeurs propres possibles de M.

b. Vérifier que les valeurs trouvées a la question précédente sont effectivement va-
leurs propres de M et donner un vecteur propre pour chacune d’elles.

1 11 6 -5 1
3. SoitP=|1 2 3]|etQ=|-6 8 —2].Calculer PQ. En déduire que P est inver-
1 49 2 -3 1
sible et donner son inverse P~1.
1 00
SoitD={0 2 0|.Montrer que MP =PD.
0 0 3

h. La matrice M est-elle diagonalisable?
4. a. Montrer que pour tout entier naturel n, ona M" = PD"P1,

b. En déduire, pour tout entier naturel 7, les coefficients de la premiere ligne de M".
Donner alors I'expression de u, en fonction de n.

14
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