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RAPPELS D’INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Primitives

Définition 1 :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de la fonction f sur I
si F est dérivable et si :

Vxel, F@)=/[f(x).

Exemple :

o F:x— x3+3x%—1 est une primitive sur R de f : x — 3x? + 6x.
En effet, pour tout x € R, F'(x) = 3x3+6x= f(x)

e G:x— e*—-2estune primitive surR de g: x — e*.
En effet, pour tout x € R, G'(x) = e* = g(x)

e Les fonctions F: x — x2, G: x — x?+ 1, mais aussi H = x — x2 + K, K € R sont des
primitives sur R de la fonction f: x — 2x.
En effet, pour tout x € R, F'(x) = G'(x) = H' (x) = 2x = f(x).

e H:x— xIn(x) — x est une primitive sur ]0; +oco[ de h : x — In(x).

1
En effet, pour tout xe R, H'(x) = 1 xIn(x) + xx — — 1 =In(x) + 1 — 1 = In(x) = h(x).
X

Remarque :
e Comme F est dérivable sur, la fonction F est en particulier continue sur I.
e Il n’y a pas unicité de la primitive d'une fonction donnée f. C’est pourquoi on parle
d’une primitive de la fonction f et non de la primitive de la fonction f.

» Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive sur I.

« Si F est une primitive de f sur I, alors toute autre primitive de f sur I est la forme F+ c ot ¢
est une constante.

Il existe une et une seule primitive de f sur I qui prend une valeur donnée en un point
donné:
Si xp € T et yo € R, il existe une unique primitive Fy de f sur I telle que Fq(xo) = yo.

\, J

~\

Exemple : La fonction F définie sur R par F(x) = x*>—1 est une primitive de f : x — 2x vérifiant
F(1) =0.
En effet, pour tout x e R, F'(x) =2x = f(x) et F(1) =12 -1 =0.

Primitives usuelles

Pour rechercher des primitives, on utilise les formules connues pour la dérivation, et les dé-
rivées connues. Les formules suivantes sont valables sur tout intervalle ot la fonction est
continue. Par ailleurs, C désigne une constante réelle.
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Exemple :

Fonction Primitives
A (constante) Ax+C
xa+1
x* (@eR\{-1}) +C
a+1
1
- In|x|+C
X
e* e +C

uu® (aeR\{-1})

u
-— —+C

u? u

u/

u+cC

2Vu v

u/

— Inju|+C

u

u'et e+C

e Déterminer les primities de la fonction f définie par f(x) = xe* .
f semble étre de la forme u'e" avec u(x) = x?. Or,

u' (x)e™ = 2xe* = 2f(x)

Donc, les primitives de f sont les fonctions de la forme

o Déterminer les primitives de la fonction g définie par g(x) =

1 1 .
F(x) = —e“™ +C = gexl +C

!/

u'(x) o 2x+1

u
g semble étre de la forme — avec u(x)=x*+x+1.0r,
u

=g(x)

w(x)?2 x2+x+1

Donc, les primitives de g sont les fonctions de la forme

e Déterminer les primitives de la fonction h définie par h(x) =

1
Gx)=—+C=——+
u(x) X2+x+1

/

u
h semble étre de la forme — avec u(x) = e>* — 1. Or,
u

2x

u'(x)  2e

u(x) le2x—

3

! = h(x)

2x+1

(x2+x+1)2"

20%%
eXx—1°
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Doncg, les primitives de h sont les fonctions de la forme

H(x) =Inju(x)|+C=In|e* -1 +C

e Déterminer les primitives de la fonction i définie par i(x) = 1

, xV/I+In(m)’
i semble étre de la forme 2:1/5 avec u(x) =1+1n(x). Or,
!
u'(x) X 1 B li(x)

2V  2viihno  2xviin 2

Doncg, les primitives de i sont les fonctions de la forme

I(x) =2V ulx)=2v1+In(x)

x+1
(x2+2x+3)4"

j semble étre de la forme u'u® avec u(x) = x*>+2x+3eta=—-4.0r,

o Déterminer les primitives de la fonction j définir par j(x) =

W OuE) = x 2 (P soxsy)te ¥, XAl o
- T @2t2x+3) “Zi2xt3f

Doncg, les primitives de j sont les fonctions de la forme

J(x) L1 )+ C L1 x> +2x+1)72+C ! +C
=—-—1U = — — e —
2 a+1l 2 -3 6(x%2+2x+3)3
o Déterminer les primitives de la fonction k définie par k(x) = %
k semble étre de la forme v/ u* avec u(x) =In(x) et a = 2. Or,
1 In(x)?
W@ u? =L n? = 297
X X

Doncg, les primitives de k sont les fonctions de la forme

Kx) =

1
a+1 3
— _1
] u(x) =3 n(x)

Intégration sur un segment

Définition 2 :

@t /P o (P a0 5 3 214 3 T
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b deux éléments de I. Soit F une prlmltlve\

b
de f sur I. On appelle intégrale de f entre a et b le nombre réel F(b) — F(a), noté f fde:
a

b
f f(odr.
a

\| J/

Remarque : Le résultat ne dépend pas de la primitive F choisie.
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Exemple :
3 3
. f 3 +2t-1de= £+~ ] = (3°+32-3) - (1°+1%-1) =33-1=32
1

61 e
. /;l ;d[: [ln(t)]l :ln(e)_ln(]-) =1

- —x|! -1 -1
of (ex—ex)dx:[ex+e x] —e+e l—et-e=0
-1

Proposition 1 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a et b dans I. Soit F une primitive de f sur I. On
aalors:

a b a
f f(nde=0 et f f(t)dt:—f f(ode.
a a b

Proposition 2 : Interprétation géométrique

Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]. Soit € la
courbe représentative de f tracée dans un repere orthonormé (0, 7, ). Alors :

b
f f(©)dt est I'aire de la surface comprise entre €, 'axe des abscisses et les droites d’équation
a

X=aetx=>hb.

b
of :f fnde
a

Proposition 3 :

a a
* Si f est continue et paire sur [—a; a], alors : fdet= 2[ f(nde.
—a 0

a
o Si f est continue et impaire sur [—a; a] alors : f fdt=0.
—a

\

=
\4
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Exemple :

1

.f BV 2+1dt=0
o 1 1 1

.f e'”dt=2f eltldtzzf efdzzz[et] =2(e-1)
-1 0 0 0

Proposition 4 : Relation de Chasles

b c b
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(ndz.
a a c

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soient a, b et ¢ dans I. Alors :

b
f f(ndr
c

Proposition 5 : Intégration par parties

b b b
fu'(t)v(t)dt=[u(t)v(t)] —f u(n)v'(5)dt.
a a a

Soient u et v deux fonctions de classe %! sur un intervalle I et soient a et b dans I. Alors :

Exemple : Calculs de :
o 1) = [ te'dt
On pose

v(t) = t . V(1)
u'(t) = et ctond u(r)

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :

1 1
L :f tetdt:f ' (Hv(ndt
0 0

1 1
- [u(t)v(t)]o—fo NOYAOL

1 1
:[tet] —f eldr
0 Jo
1
zlxel—Oer—[et]
0
=e—(e'-¢")

=e—e+1

[l
N
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e I = [PIn(x)dx
On pose

v(x)
u'(x)

v'(x)

u(x)

In(x) {
) etona

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :

L

o I3= 7 xIn(x)dx
On pose

v(x)
u'(x)

3 3
fln(x)dx:f u (x)v(x)dt
1
1 N
u(x)v(x)]l—f u(x)v' (x)dx
1

3 3 1
xln(x)]l—f X % ;dx
1

3 3
xln(x)] —f 1dx
1

1

3
ﬁm&—lmuywa
3In@3) - 3-1)

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :

L

3In(3)-2
In(x) v'(x)
etona
u(x)
2 2
f ln(x)dx:f u' (x)v(x)dt
1 ) 1 ,
u(x)v(x)]l—f u(x)v' (x)dx
1
2 2 2
x—-ln(x)]z— —xldx
2 1 1 2 X
x? 2 [(2x
?ln(x)]l—fl de
2 2

22 1 x%q2
?mm—?mm—hm

ﬂ(m—b—l)
B 1

21n(2) - §
4

Rl e

N B =
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INTEGRALES GENERALISEES

Définitions et exemples

Définition 3 :

Soit a un réel, et soit f une fonction continue sur [a; +ool.

+00
e On dit que l'intégrale généralisée (ou impropre) f f(t)dt converge, si et seulement si,
a
M
I'intégrale f f(#)dt admet une limite finie lorsque M tend vers +oo.
a

+00
Lorsque c’est le cas, cette limite est notée f f()dt et est appelée intégrale impropre de
a

f sur [a; +ool.

+00
e Ondit que l'intégrale impropre f f(r)dt diverge, si et seulement si, elle ne converge pas.
a

\| v

Exemple :
+00 1
e Montrer que I'intégrale f ) d¢ converge et calculer sa valeur.
2
Pour tout M de [2; +oo[,0on a:

M1 1 1 1
[ wa=[-7] =55

Or,

+00
Donc, I'intégrale impropre f 7z dz converge et
2

+00 1
/; f(t)dtZE

+00
e Montrer que I'intégrale f e~ ' dt converge et calculer sa valeur.

0
Pour tout M de [0; +oo[,on a:

M M
f e_tdt:[—e_x] =1-¢e¢"*
0 0

Or,

lim 1—-e*=1
X—+00

+00
Donc, I'intégrale impropre f e~ 'dt converge et
0

+00
f e tdr=1
0
+00 dx

e Montrer que l'intégrale f — diverge.
1 X

Pour tout M de [1;+oo[,0on a:

M
f dx _ [m(x)]M = In(M) = In(1) = In(M)
1 X 1

8
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Or,
lim In(M) =
M—+o00
+00 dx
Donc, I'intégrale f — diverge.
1 X
e Montrer que l'intégrale f dlverge Pour tout M de [4;+oc0[,0ona:

" du [2\/_] —2VM-2V4=2VM-4

4 \/_
Or,
lim 2vVM-4=+oo
M—+00
Donc, I'intégrale f dlverge

Définition 4 :

Soit b un réel, et soit f une fonction continue sur | —oo; b].

~\

e On dit que I'intégrale généralisée (ou impropre) f f(£)dt converge, si et seulement si,
—00o

b

I'intégrale f f(t)dt admet une limite finie lorsque m tend vers —oco.
m

Lorsque c’est le cas, cette limite est notée f f(t)dt et est appelée intégrale impropre de
—0o0

f sur ] —oo; b].
b
e On dit que I'intégrale impropre f f(r)dt diverge, si et seulement si, elle ne converge pas.

G —c9 J

Exemple :
0
e Montrer que I'intégrale f e”'dt diverge.

—00
Pour tout mde ] —oo;0],0on a:

foe_tdt: [—e‘t](:n:e_’"—l

m

Or,

-m

lim e =+0c0

m——-—oo
0
Donc, I'intégrale f e~ 'dt diverge.
—o0

1
e Montrer que I'intégrale f e*! dt converge et calculer sa valeur.

—00
Pour tout mde ] —oo;1],0ona:
1 1 1 1 1
f etht:[_eZI] L2 Zp2m
m 2 m 2 2

1 1 1
lim —e?—=¢*" = —¢?
m——oo 2 2 2

Or,

1
Donc, I'intégrale f e*! dt converge et

—00
! 1
f e*ldt=—e*
. 2
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Définition 5 :

Soit f une fonction continue sur R.

<
+00
e On dit que l'intégrale généralisée f f(t)dt converge lorsque pour un réel ¢ arbitraire-
—00

Cc +00
ment choisi, les intégrales / f)dt et f f(#)dt sont toutes les deux convergentes.
—00 C

Dans ce cas, on note :

+00 c +0o
f f(t)dtzf f(t)dt+f f(ndt

+00
e Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale f f(t)dt diverge.
—00

Remarque :
e Une intégrale impropre n’'est pas une intégrale au sens qui était celui du cours de pre-
+00
miere année : c’est une limite. En particulier, on ne peut pas intégrer f(r)dt par

a
M
parties. En revanche, on peut faire une intégration par parties sur f f(t)dt puis pas-
a

ser a la limite quand M tend vers +o0.
e En cas de convergence, la valeur de 'intégrale ff;o f(t)dt ne dépend pas du réel ¢
choisi.

Déterminer la nature d'une intégrale impropre consiste a déterminer si cette intégrale impropre
est convergente ou divergente.

Exemple : Etudier la nature de I'intégrale généralisée :

+00 et
f_oo axep &

Commencons par trouver une primitive de la fonction f définie sur R par :

t

e

)=———=¢e'(1+e)3

f@ RFYDE e'(1+e)

f semble étre de la forme u'u® avec u(r) =1+ e’ eta = —3. Or,
dWuZ=e'Q+e) 3 = f(1)

Donc, une primitive de f est donnée par

_ 1 0(+1__1 -2 _ B
Fm_aﬂum B 2u(t) C2(1+eh)?

+00
On peut maintenant étudier la nature de I'intégrale f f(t)dt. Pour cela, on étudie la na-
—00

+00

ture des intégrales f f(rdret ff)oo f(ndr.
0
SoitM € [0;+o00[.On a:

fM e dt_[ -1 ]M_ 1 11 1
o (1+eh? L2 +eH2lo " 201+e%2 2(1+eM)2 8 2(1+eM)?

10
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Or,
1 1 1

lim ————— =~
M—+08 2(1+eM)?2 8
+00 t

Donc, I'intégrale f

REYSE dt converge et
0 e

+00 et 1
f _C _q=1
0 (1+e‘)3 8

Soit maintenant m €] —oo;0]. On a:

fo el dt_[ -1 ]0_ 1 11 1
m (A+eh)3 120 +ehH2lm 20 +e™2 20 +e%2 2(1+em2 8

Or,
1 1 1 1 1

im ——— ——=—— ___———
m—-c02(1+e™?2 8 2(1+0)2 8 2
0 t

1

8
Dong, I'intégrale ———dt converge et

& f_m (1+eh? &

0 e’ 1 1

f ¢ _q=1_1

oo (1+€9)3 8 2

+00 t

Ainsi, I'intégrale f dz converge et

oo (1+eh)3

to ! 0 e too  gf 1 1 1 1
f —dt:f —dt+f ——dr=—+--—-=-
oo (1+€h)3 —oo (1+€9)3 o (I+eh)3 8 2 8 2

Un critere de convergence

Soit a un réel. Soit f une fonction continue et positive sur [a;+ool. Soit F la fonction :

F : [a+oc0] — R
x — [T fdr

On a les résultats suivants :

» La fonction F est croissante et positive (sur [a; +ool).
+00
o Lintégrale généralisée f f(t)dt converge si, et seulement si, la fonction F est majorée

a
(sur [a; +oo[). Autrement dit :

X
3K >0, / f®dr<K pour tout x € [a; +oo[
a

\, J

+00
2
Exemple : Le but de cet exercice est de montrer que I'intégrale f e~ dt converge. On
1

introduit les fonctions F et G définies par :

F : [1,+c0[ — R G : [1;400] — R
x = [feldr x = f{etd:

11
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1.

+oo
Montrer que 'intégrale f e~ 'dt converge et la calculer.
0
SoitM=1.0na:

M M
f e ldt= [—e‘t] —el-e™M
1

Or,
lim e'l—-eM=¢!
M—+o0

+00
Donc, I'intégrale f e~ 'dt converge et

0
+00
f e ldr=e!
0

Montrer que, pour tout £ de [1;4+oco[,ona:

iy

e l<e?

Pour tout £ = 1, on a t < t*> donc —¢?

nentielle :

< —t dongc, par croissance de la fonction expo-

ECR
e l<e!

En déduire que la fonction F est majorée sur [1; +00l.
D’apres la question précédente, et par croissance de l'intégrale, on a pour tout x> 1:

X > X
f e ! dtsf e tdt
1 1

F(x) <G(x)

Autrement dit, pour tout x = 1:

Or, la fonction ¢ — e~ est continue et positive sur [1;+ool. Le théoréme ci-dessus
s’applique donc, et la fonction G est donc croissante. Par ailleurs, puisque 'intégrale

+00
f e~ 'dt converge, la fonction G est majorée. Et, vu I'inégalité ci-dessus, la fonction
0

F est également majorée sur [1;+ool.

+00
. ye 2 —£2
Justifier que 'intégrale f e~ dt converge.
1
. 2 . ... P . )
La fonction t — e~ ! est continue et positive sur [1;+oo[. Le théoreme ci-dessus s’ap-

plique donc. Par ailleurs, d’aprés la question précédente, la fonction F est majorée.

+00 5
Donc, I'intégrale f e~ dt converge.
1

Remarque : Le résultat est le méme pour les intégrales sur | — oco; b].

12
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Propriétés

2.3.1 Linéarité

Proposition 6 :

. ™

+00
Soient f et g deux fonctions continues sur [a;+oo[ (avec a réel). Si les intégrales f f()dz et
a

+00

+00

f g(t) dt convergent, alors pour tout A et p dans R, 'intégrale f (Af(2) + pg(r)) dr converge
a a

et:

+00 +0o THES
f (Af(t)+pg(t))dt:)\f f(t)dt+pf g(ndr

2.3.2 Relation de Chasles

Proposition 7 :

+00
Soit f une fonction continue sur [a; +oco[ (avec a réel) et soit ¢ € [a; +oo[. Si I'intégrale / f(de
a

+00 c +oo
f f(t)dtzf f(t)dt+f f(ndr
a a c

converge, alors :

2.3.3 Positivité de I'intégrale

Proposition 8 :

.. ™

+00
Soit f une fonction continue et positive sur [a; +ocol (avec a réel) telle que I'intégrale f f(de
a

converge. Alors :
+00
o f f)dt=0;
a

+00
 si f n'est pas identiquement nulle sur [a; +ool alors f f()dt>0:
a

o sif ; * f(r)dr =0 alors f est identiquement nulle sur [a; +ool.

2.3.4 Croissance de I'intégrale

Proposition 9 :

Soient f et g deux fonctions continues sur [a; +oo (avec a réel). On suppose que pour tout ¢ dans
+00 +00

f)dtet f g(t)dt convergent. Alors :
a

[a;+oo[, on a f(t) < g(t) et que les intégralesf

a

+0o +0o
f f(t)dtsf g(ndt
a a

\, J

b
Remarque : Les propriétés ci-dessus restent valables pour les intégrales du type f fode
—00

+00
ouf f(odze.

13
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EXERCICES
Intégration sur un segment

Pour chacune des fonctions suivantes, donner une primitive et indiquer un intervalle
sur lequel votre réponse est valide :

1. fi(x)=x*-3x+7 5. f5(x) = (7x+1)8
0 6. fo(x) 2x+1
. = —— . X) =
ECY 6 (X2 +x+1)4
4 1
3 fol0 =21 7. fi(0) =~ (In(x)’
2
4, =— 8. fa(x) =
a0 x3+1
. . 1
On considere la fonction f: x+— ————.
xc—-2x-3
1. Onnote a et f les deux racines de la fonction polynéme P : x — x?—2x—3. Déterminer
o et p.
2. Montrer qu’il existe des réels a et b tels que :
a b
VxePy, —t—
eIy fa == a x-p°

3. En déduire une primitive de f sur tout intervalle inclus dans son domaine de défini-
tion.

Calculer les intégrales suivantes :

3 2 V1
1. Ilzf (x* +x—2)dx 4. 14:f ¢ _qr

—121 1 Vit

_ 2 2x-1
2. L= V2x+3dx 5. I5=f dx
0 x*—x+1

3. I3= dr

0 VI°+3

Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties :
1 1
1. Ing te’tdt 3. Ing (x? +1)e*dx
0 0

2 21 1
2. I7:f tIn(H)ds 4. Ing n(t: D
1 1

1 d 1
L'objectif est de calculer les intégrales I= f r )= f
0 Vx?+2 0

1. Calcul de l. Soit f la fonction définie sur [0;1] par :

f(x) zln(x+ \/x2+2).

dxetK = f\/x2 2dx.

x2+2

14
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2.

a. Calculer la dérivée de f.

b. En déduire la valeur de I.

Calcul de] et K.

a. Sans calculer explicitement les intégrales J et K, vérifier que J + 21 = K.

b. Al'aide d’'une intégration par parties portant sur K, montrer que K = v/3 —J.

c. En déduire les valeurs de J et K.

e
-] Pour tout n €N, on posel, = f (In(x))"dx.
1

A A\ s

1
Pour tout n €N, on pose: 1, :f
1.

2.
3.

Justifier I'existence de I,,.

Calculer I et 1;.

Etudier la monotonie de la suite I,, et montrer qu’elle converge. Soit ¢ sa limite.
Montrer que: VneN, Ihy1=e—(n+1DI,.

En déduire la valeur de ¥.

n

dx.
o 1+x"

Alaide d'un encadrement judicieux de I,;, déterminer la limite de la suite (I,,).

1
dx=1.

En déduire que lim
n—+oo Jo 1+ x"

Pour tout n € N, on pose J,, = nl,.

1
a. Montrer que J, =1In(2) — f In(1+ x™)dx. (penser a une intégration par parties)
0

b. Montrer que :
Vi=0, 0<sIn(l+1)<t.

c. En déduire la limite de la suite (J;,).

Pour tout n € N*, on considere les intégrales :

1 1 x"
In:f 2" In(1 + x*)dx et ]n:f >dx.
0 o 1+x

. a. Calculer];.
b. Montrer que :
VneN*, Oslnsnil.
c. Etudier la convergence de la suite (J ;) >1.
. a. Enintégrant par parties, montrer que :
B In(2) 2

vneN*, 1,

— Jpin.
n+l n+1 e

b. Etudier la convergence de la suite (I,) ;5.

15
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Intégrales généralisées
Montrer que l'intégrale généralisée

+00 t
——dat
fo 1+ 12)3 d

converge et déterminer sa valeur.

Montrer que I'intégrale généralisée

f *%0 In(x) dx
1 X

diverge.

En utilisant une intégration par parties, montrer que I'intégrale généralisée
+00 3 5
f x’e ™ dx
0
converge et déterminer sa valeur.

Déterminer trois réels a, b et c tels que :

1 a b c
_— +
x(1+x)2 x 1+4+4x ((1+x)?

Vx=1,

En déduire I'existence et la valeur de I'intégrale généralisée

+00 1
[
1 x(1+x)2

A
1. Alaide d’'une intégration par parties, donner la valeur de l'intégrale f xe “dx puis
0

calculer :
A

lim xe *dx
A—+o0 Jo

+00
2. Que peut-on en déduire pour l'intégrale f xe “dx?
0

Soit f la fonction définie sur R par :

2 .
Fx) = F six=1

0 sinon

1. Calculer, pour tout réel A strictement supérieur a 1, l'intégrale

A2
IA:f —3dx
1 X

16
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2.

3.

Calculer lim I,.
A—+o0

+00
En déduire que f f(x)dx converge et déterminer sa valeur.
—00

Soit f la fonction définie sur R par :

f 0 sit<0
(1) =
el sit=0

En séparant les cas x < 0 et x = 0, calculer 'expression

F(x) :f f(ndr

Soit f la fonction définie sur R par :

0 six<0

f(x):{ 2

xe ™ six=0

Calculer la dérivée de la fonction m définie pour tout réel x positif ou nul par:

2

mx)=e 2
Soit M un réel strictement positif. On pose :
M 2
IM) = f xe 2 dx
0

Déduire de la question précédente la valeur de I(M).
Calculer Mlim I(M).

—+00

+00
. En déduire que f f(x)dx converge et déterminer sa valeur.
—00

/YA d’apres ECRICOME 2016

+00 +00
Onposelp = f e *dux et, pour tout entier naturel n non nul, I, = f x"e *dx.
1 1

1.
2.

1
Montrer que I est une intégrale convergente, égale a —.
e

Alaide d’'une intégration par parties, montrer que, pour tout réel M > 1 :

M n+1 1 M
f x"e¥dx = - = +—+f (n+1)x"e *dx
1 e e 1

En raisonnant par récurrence a I'aide des questions précédentes, montrer que pour
tout entier naturel n, I'intégrale I,, converge.

Montrer que pour tout entier n € N :

1
[h1=—+(n+ DI,
e

. Calculer I, pour n € {1;2;3}.

17
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CORRIGE DES EXERCICES

1.

w

S

)]

Une primitive de f; est donnée par :
3 42

Fix)=—-3—+7x
1(x) 3 2

Une primitive de f, est donnée par :

Fy(x) = -3In(x)

xt+1

x2

4
X 1 1 o .

= = + — = x*> + —. Donc, une primitive de f; est donnée par :
2

Ona f3(x) = P =z

Une primitive de f; est donnée par :

1
Fi(x) =——
4(x) 52

La fonction f5 semble étre de la forme u'u" avec u(x) =7x+1letn=8.0na u'(x) =7
donc
W) u@)"=7x7x+ 1% =7fx)

Une primitive de f5 est donc donnée par :

1 1 1)°
Fs(x) = = x (5x+ 1)7+1:M
7 8+1 63

!/

u
. La fonction fs semble étre de la forme — avec u(x) = x?+x+letn=4.0nau'(x) =
u

2x+1donc .
u'(x) 2x+1
=— 1 =Je(x)
ux)” (xc+x+1)
Une primitive de fs est donc donnée par :
-1 -1

Fo(x) = G- +x+ DT 302 +x+1)°

1
La fonction f; semble étre de la forme u'u" avec u(x) =In(x) et n=2.0na u'(x) = —

X
donc:

1
U () u(x)" = ;(m(x))2 = f2(%)

Une primitive de f7 est donc donnée par :

(In(x))3

F7(x) = 3

18
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!/

8. Lafonction fg semble étre de la forme
u

W _ 3x* 3 .
2Vul)  2vB+1 20

Une primitive de fg est donc donnée par :

2
Fg(x) = g\/x3+1

1. Calculons le discriminant: A = (—=2)2—4x1x (—=3) =4+ 12 =16. On a alors :
2—-4 2+4
a=——=-1 et p=——=3
2 2
2. On cherche donc a et b tels que :
a b
X)=——+——
ft0 x+1 x-3
Ona:
) = a N b — 1 _a(x-3) N b(x+1)
Cx+1 x-3 x2-2x-3 x2-2x-3 x2-2x-3
1 ax—3a+bx+b
— =
x2-2x-3 x2-2x-3
1 (a+b)x+b-3a
= =
x2-2x-3 x2-2x-3
— a+b =
-3a+b = 1
S a = b
—4a = 1
b = 1
S
a = -1
Ainsi, ) )
fx) =

_l_
4(x+1) 4(x-3)

3. Ainsi, une primitive de f est donnée par :

1 1
Fx)=—=In|x+1|+-1In|x-3|
4 4

19
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7.3/

1. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(x) = x> + x — 2. Une pri-
mitive de f est donnée par :
1 1 1 1
Fx) = — x>+ —xM 1 —2xx=—x* + = x* - 2x.
3+1 1+1 2
Ainsi
3

3 1 1
Ilzf B +x-2dx=|-x*+-x*-2x
_2 4 2

I Y ST IIP N B LD SN A JEP SO
4-(4B)+28) 2xﬂ (4(2)+2(2) 2% (~2)

81 9

=— 4+--6-4-2-4
4 2

_ 81+18-64

B 4

35

4

2. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(x) = v2x + 3. La fonction
f semble étre de la forme u'u® avec u(x) =2x+3eta = % Ainsi u/(x) =2 eton aalors:

Wu® =22x+3)2 =2v2x+3=2f(x).

Ona f(x) = %u’ u®, une primitive de f est donc donnée par :

1 1 101 3 1 3
F(x) = - x 2x+3)27 ==—x=(2x+3)2 = =(2x+3)2.
N 2 3 3
2 2
Ainsi
11 1 S
I, = V2x+2dx = §(2x+3)5]
3 3

1 3 1 3
—2x11+3)2 |- §(2><3+3)2

—_—
w

- 105} - ;O
- 3

—

:—«mﬂ%3—%uwéﬁ

3
1 1
=3 (V257 - 2(v9)?
125 27
3 3
98
E
4
3. Commencons par déterminer une primitive de la fonction f(#) = — La fonction
°+3
f semble étre de la forme Z“W avec u(t) = t°>+3. Ainsi u/(t) = 5t* et on a alors :
W 5t 5 ¢ —5fU)
2Vu 2V/5+3 2Vi5+3 2

20
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Ainsi f(1) = % x L et une primitive de f est donnée par :

2Vu
2
F(r) = g V "+ 3.

Ainsi

1

1o 2
Igzj‘ dt:[th5+3
0

v+3

0

:%\/15+ —%\/05+3

2 2

_2vi-iys
5 5

_4-2V3

-5

1. On effectue une intégration par parties:
ut) = t W@ = 1
on pose{ V) = e ona o) = %eZt

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :

to,1 11
Ig = [—e%] —f —e?lde
2 0 0o 2

1 1 1
_Zp? [_eZt]

2 4 0

1 1 1
=—e’——e*+ -

2 4 4

1 1
=—e’ 4 -

4 4

2. On effectue une intégration par parties:

on ose{ uin = In® ona (D
p V() = t v =

Nl“m ~|—=

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :
I; = [?mm]l—fl —xdt
2t
=2In(2) —f —dt
1 2
%12
=2In(2) - [Z]l
=2In(2)-1+ !
- 4
2In(2) >
= n —_——
4
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3. On effectue une intégration par parties:

x+1 { u' (x)
3x ona

on OSC{ u(X)
p U’(x) - e v(x)

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :
2 1
x“+1 1 2x
Ig = [ esx] —f e dx
3 o Jo 3

2 1 2!
:—eg————f xe**dx
3 3 3Jo

1
Puis, pour calculer f xe>* dx, on effectue une seconde intégration par parties :
0

u(x) = x u'(x)
onpose{ V() = & ona )

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :

Et donc,

4. On effectue une intégration par parties:
In(1+ 1) u'(1)
ona

V) = % v(1)

u(t)
on pose{

Alors, d’apres la formule d’'intégration par parties :

2 2 1
19:[_1n(1_+”] +f dr
t 1 1 t(1+1)

| 21 1
:—ﬂ+ln(2)+f -——dt
2 1t

1+t
= _m% +In(2) + [ln(t) —In(1+7) j
= _m% +1In(2) + In(2) —In(3) +In(2)
= _@ +31In(2)

22
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1. a. Lafonction f est de la forme In(u) avec u(x) = x+ vV x? + 2. On a d’une part :

2x 14 x X +2+x
2Vx2 +2 Vx2+2 V2 +2

!
et donc f'(x) = _L;((;C)) =u'(x) x ﬁ :

u'(x)=1+

xX2424x 1 1

X = .
X+2 x+Vx2+2 Vx?+2

flx)=

b. D’apres ce qui précede :

1 1 1 1
1= dx= [ flxdx=
[0 ——dx fof(x) x=[fe)

donc

I= [ln(x+ \/x2+2)];:ln(1+\/§)—ln(\/§)

2. a. Parlinéarité de I'intégrale, on a successivement :

1 x2 1 1
]+ZI:f dx+2f dx
0 Vx2+2 0 Vx2+2

1 x2 1 2
:f dx+f dx
0 Vx2+2 0 Vx2+2
Y xP+2
0 Vx2+2
fl V2 +2xVx2+2
0 Vx2+2

1

:f Vx2+2dx
0

=K

1 1
b. K:f \/x2+2dx:f 1x vV x2+2dx.
0 0

u'(x)=1 u(x)=x
Posons alors
X242

v(x) = V(x) =

dx

dx

X

Vx2+2

Par intégration par parties :
1
K= f u' (x)v(x)dx
0

1
= [u(x)v(x)]é—f0 u(x)v'(x)dx

1

1 X
=|lxVx2+2| - | xx dx
1 42
:\/g—f dx
0 Vx2+2
=v3-]

23
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c. Lesréels] et K vérifient donc le systéme :

K-J=2I
K+J]=v3

L; +L, donne 2K = 21 + /3.
L, —L; donne 2J = v/3-2L.
Sachant que I =1In(1 + v/3) —In(v/2), on a donc:

K = ? +In(1+v3)=1n(v2)

et

]= ? —In(1+V3) +In(v2)

e
Pour tout n €N, on pose: I, = f (In(x))" dx.
1

1. La fonction x — (In(x))"” est continue sur R} donc en particulier sur [1;e] donc I'inté-
grale [, existe.

e e
2. Iozf ldx:[x]‘f:e—leth:f In(x)dx.
1 1

Pour calculer I, on fait une intégration par parties (cf exemple du cours).
D’ou:
L =[xInx)-x]{=e-e—-(-1) =1

3. Soit n dans N. Par linéarité de I'intégrale :

e e
In+1_In:f (ln(x))”“dx—f (In(x))" dx
1 1

e
:f (n(x)™* - (n(x))") dx
1
e
:f (In(x)" (n(x)-1) dx
1

Or, x € [1;€e] donc x = 1 donc In(x) = 0 et (In(x))" = 0. De plus, x < e donc In(x) < In(e)
doncIn(x) -1 <0 et finalement (In(x))" (In(x) — 1) < 0 avec 1 < e donc par positivité de
I'intégrale, on obtient :

e
f (In(x)"(n(x)—1) dx <0
1
i.e. 1,41 — 1, <0, ce qui prouve que la suite (I,;) est décroissante. D’autre part, on a

montré que pour tout x € [1;e], on a (In(x))"” = 0 avec 1 < e donc par positivité de
I'intégrale, on obtient :

f (In(x)"dx=0
1

i.e. 1, = 0. Ainsi, la suite (I,,) est décroissante et minorée par 0, donc d’apres le théo-
reme de convergence monotone, elle converge. Soit ¢ sa limite.
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4. Pour montrer cette relation, nous allons effectuer une intégration par parties sur I'in-

[a—

tégrale I,,;.
u(x)=1
Soit n dans N. Posons
v(x) = (In(x))"*!

ux)=x
alors
V(x)=((n+1)x % x (In(x))"

Par intégration par parties :

Iy = fle u' (x)v(x)dx
= [u(x)v(x)]‘f—fle u(x)v'(x)dx
= [x(n() ™' —flex x (n+1) i x (In(x))" dx
=e—-0—-(n+ l)fle(ln(x))”dx

iel,y1=e—(n+ DI,

Soit n dans N. On sait que pour tout m € Non a I,;, = 0 donc en particulier I,,; =0 et
donc d’apres la question précédente, e — (n + 1)I,, = 0 ce qui s’écrit

(n+ DI, <e.

En divisant par n+1 > 0, on obtient

Or, lim 0=0et lim —-% =0 doncle théoreme d’encadrement s’applique et permet
n—+00 n—+oo N+l

de conclure que lim I,=0i.e. ¢=0.
n—+oo

. Tout d’abord, on a clairement, pour tout x € [0; 1],

xn
0<
1+ x"

Par ailleurs, puisque x =0, on a1+ x" = 1. Et donc,

n

al < x"
1+ x"
Bref, pour tout x € [0;1],0na:
xl’l
0< <x"
1+ x"
Et donc, par croissance de 'intégrale,
1
0<I,< f xdx
0
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Or,
1 n+1
X 1 1
f x"dx = =
0 n+l1lo n+1
Donc,
1
0<I, <
n+1
Or, lim =0 donc, par théoreme d’encadrement,
n—+oo pp+1
Jim 1, =0
2. Ona:

L | L4 x™—x" L4 x” L xn
dx = —dx= dx - dx=1-1
fo 1+ x" fo 1+ x" fo 1+ x" fo 1+ x" "

Or, on vient de voir que lim I, donc
n—+oo

1
dx =

lim
n—+oo Jo 1+ x"

1 n 1 n-1
nx nx
In:nIn:f dx:f X X dx
o 1+x" 0 1+ x"

On fait une intégration par parties :

3. a. Ona:

ulx) = X u'(x) = 1
on pose ) = nx" 1 ona { .
Viix) = Tt 2 vxt) = In(1+x™

Alors, d’apres la formule d’intégration par parties,

1
)= [xln(1+x") (l)—f In(1+ x")dx
0

1
zln(2)—f In(1+ x")dx
0

b. Posons f(f) =In(1 + ) — ¢ pour tout £ = 0. On a, pour tout t =0:

1 —t
)=—-1=—<0
F0=5 +1

Dongc, f est décroissante sur R. Ainsi, pour tout  =0,on a:

f<fO)=0

Autrement dit, pour tout ¢ = 0,
InQ+8) <t

Par ailleurs, puisque £ =0,ona 1+t =1, doncIn(1 + ) = 0. Bref, on a bien:

O<sIn(l+n <t
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c. D’apres la question précédente, on a pour tout x € [0; 1] et pour tout n € N :
0<In(1+x")<x"
Donc, par croissance de I'intégrale,

1 1 1
Osf ln(1+x")dx<f x"dx =
0 0

n+1

Or, lim =0, donc, par théoreme d’encadrement,
n—+oo 1 +
1
lim In(1+x™dx=0
n—+oo 0
Et donc,

lim J,=In(2)
n—+oo

Pour tout n € N*, on considere les intégrales :

n

1 1
In:f In(1+x%)dx et ]n:f al dx
0 o 1+x2
1 x 1 L |
1. a. J;=| ——dx=|=In(01+x*| ==InQ).
ahfonzx 5 I x)0 5N

b. Soit x dans [0;1].On a:

[—

2

0<sx<]l = 0°<x*<1’? = 1<1+x*<2 = 1>

1+x2° 2
Or % =0,alors0 < ﬁ < 1 donc en multipliant par x” = 0, on obtient 0 < % < x"
et puisque 0 < 1, par croissance de I'intégrale :

1 1 4 1
f desf dxsf x"dx
0 0 1+ x2 0

1 1 1 1
Orf de:Oetf x"dx = x| = . Ainsi
0 0 n+1l o n+l1
0<]J L
|

c. Puisque lim 0=0et lim -1 =0, le théoréeme d’encadrement s’applique et on
n—+00 n—-+oo N+l

peut conclure que lim J, =0.
n—+oo

u'(x) =x" ulx) ="y
2. a. Intégrons par parties l'intégrale I,,. Posons alors
v(x) =In(l +x%) V(x) = 25

27



Cours de mathématiques

ECT2

Par intégration par parties :
1
I, = f U (x)v(x)dx
0

1

= [u(x)v(x)]})—f u(x)v'(x)dx
0

1 1 ntl

O_L n+1

3 ln(2) 2 ]vl xn+2

" n+l n+1Jo 1+x2

3 In(2) 2

T n+1 n+1

n+1
- In(1 + x?)

n+2

X

2x
1+ x2

dx

b. D’apres la question 1.(b) on sait que lim J, = 0 donc lim J,42 = 0. De plus
n—+oo n—+oo

2
lim = 0 donc par produit lim ——J,42 = 0. Enfin, on a
n—+oon+1 n—+oo 11+ 1
d’ou facilement lim I, =0.

n—+oo

Soit M € [0; +oo], calculons la valeur de I'intégrale :

M t
———dt.
fo (1+¢2)3

Pour cela, calculons une primitive de la fonction f(#) =

r

m = t(l + tz)_g.

t
RETOE Remarquons que::

@ _
n—+oop+1

La fonction f semble étre de la forme u/u® avec a = -3 et u(#) =1+ . Ona u'(t) = 2¢. Ainsi

wu* =211+ =2f(0.

Une primitive de f est donc donnée par :

1 1 1 1 1
F(f) = = x Ut = —x — 1+ s ——.
2 a+l 2 - 4(1+ t2)2
Ainsi :
M M
t 1
[l
o (1+12)3 4(1+ 12)? |,
~ 1,1
4(1+M2%2  4(1+0)2
1 1
4 41+ M2)2
1
Or lim ———— =0donc
M—+oo 4(1+ M?2)2
. 1 1 1
im - —————=—.
M—+004 4(1+M2)2 4
+00 t-
Ainsil'intégrale f ————dt converge et
e | a3 &

+00 t 1
f ' _qr=1
0 (1+t2)3 4
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Soit M € [1; +o0|, calculons la valeur de I'intégrale

fM In(x) dy
1 X '

In(x
Pour cela, calculons une primitive de la fonction f(x) = L Remarquons que :
x

ln(X) = l X ln(x).
X

Ainsi f semble Altre de la forme u'u avec u(x) =In(x). Or /' (x) = % Onadonc:
1
u'u==1In(x) = f(x).
X
Ainsi une primitive de f est donnée par :

F(x) = %uz = %(ln(x))z.

Ainsi :
M 1 M
f n(x) dx = —ln(x)zl
1 X 1
1 1
= ~In(M)? - =In(1)?
> n(M) > n(1)
11 (M)?
=—In )
2
M ln(x) +00
Or lim In(M)? = +oodonc lim dx = +oo ainsi l'intégrale —— dx diverge.
g g
M—+oo M—+o00J1 X 1 X

M

Soit M € [0; +oo], calculons I'intégrale f x3 e_x2 dx. Pour cela, effectuons une inté-

0
gration par parties. Commencgons par remarquer que :

2 2
e = x% x xe™*
2 _ 1, —x?
u'(x) = xe™* u(x) =—ze
Posons ) alors
v(x) =x v'(x) =2x

Par intégration par parties :
M , M
f e dx = f u'(x)v(x)dx
0 0

M
= [u(x)v(x)]l(}“—fo u(x)v'(x)dx

—f ——e ¥ x2xdx
0 2

0

1 M
— _M2e M +f xe ™ dx
2 0
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_\2 . L . _\M2
Or lim e™ =0 et par croissance comparée, lim M?e™ =0 donc
M—+o0 M—+o0o
1 M2 1 o2 11
lim —M%e™ —_e™M 4 _=_,
M—+00 2 2 2 2

+00
. . . 2z _ 2
Ainsil'intégrale f x’e”* dx converge et

0
+00 1
f e dx==.
0 2

Commencons par chercher trois réels a, b et c tels que::

1 a b c
— =+ + :
x(x+1)2 x 1+x (1+x)?

Vx=1

En mettant le membre de droite au méme dénominateur,on a:

a b c a(l+x)%+bx(1+x)+cx
-+ + =
x 1l4+4x (1+x)?2 x(1+x)?
a+2ax+ ax®+bx+bx?+cx
x(1+ x)?
_(a+b)x*+QRa+b+cx+a

x(1+x)?

On proceéde alors par identification pour obtenir I'égalité, il faut
a=1, 2a+b+c=0, a+b=0.

Ainsiona:
a=1, b=-a=-1, c=-2a-b=-2+1=-1.

Ainsi
1 1 -1 -1

—_—— =+ + )
x(x+1)2 x 1+x (Q+x)?2

Vx=1,

M
Soit M € [1; 400, calculons la valeur de I'intégrale f m dx. Pour cela, calculons une
1 X X

primitive de la fonction f(x) = D’apres ce qui précede, ona:

x(1+x)2°

ol 11
fx_x 1+x (1+x)?°

Il nous faut donc calculer une primitive des trois termes composant f.

1. Une primitive de x — % est donnée par x — In(x).

. / . . . o, 2z
2. Lafonction x — ﬁ estdelaforme 4> avec u(x) = 1+ x. Ainsi une primitive est donnée
par x — In|1 + x|.
Une primitive de la fonction x — — ﬁ est donc donnée par x — —In|1 + x|.

3. La fonction x — ﬁ est de la forme uv'u® avec u(x) = 1+ x et a = —2. Ainsi une
1

e el P 1 —2+1 _ _
primitive est donnée par x — — (1 + x) = Tz )

e ey . 1 £
Une primitive de la fonction x — — T2 est donc donnée par x — .
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Ainsi une primitive de f est donnée par :
1
Fx)=In(x)-In|1 + x|+ —.
1+

Nous pouvons alors calculer 'intégrale :

M 1 M
f ———dx=|In(x)-In[1+ x|+ ——
1 x(1+x)? 1+x[,
1
=IlnM) —In|1 +M]|+ —In)+In|1+1]-——
1+M 1+1
1
=InM) -In(1+M) + +In(2) -1
n(M) —In( ) T+ M n(2)
M
:ln( )+ +In(2)-1
1+M) 1+M
Il nous reste alors a calculer la limite du terme In ( ) + +1n(2) - 1. A priori, la limite
1+M) 1+M

M
du terme In ( s ) est une forme indéterminée. Factorisons :

el = ) )

M
) =1In(1) =0.0r lim
M M—+o0o 1 + M

On en déduit donc par composée de limitesque lim In ( 1

M—+o00o
. M
lim In (
M—+o00 1+M

0, ainsi

1
In2)-1=1In(2)-1.
+1+M+n() n(2)

+00 1
On en déduit donc que 'intégrale f ——— dx converge et que :
1 x(1+x)2

+00 1
—— dx=1In(2) - 1.
fl x(1+x)? *=1n(2)

ALK

A
1. Soit A = 0, calculons I'intégrale f xe *dx.
0

u'(x)=e* ux)=-e*

Effectuons une intégration par parties. Posons alors
vix)=x V(x)=1

Par intégration par parties :
A A
f xe_xdx:f u (xX)v(x)dx
0 0
A
= [u(x)v(x)]ﬁ—f u(x)v'(x)dx
0
A
= [—xe‘x]g\—fo —e*x1dx
A
=—Ae A +f e *dx
0

= —Ae M+ -]}
=—Ae M+ (e = (-e7)

=—AePr-e+1.
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Ainsi
A A A
f xe fdx=1-Ae " —e™"
0
Or lim e ™ =0 et par croissance comparée lim Ae ™ =0, donc:
A—+o0 A—+oo0
A

lim xe *dx=1.
A—+o0 Jo

+00
2. On en déduit que l'intégrale f xe”*dx converge et que :
0

+00
f xe Ydx=1.
0

7.14

A2 2
1. SoitA=1, calculons Iy = f = dx. Pour cela posons, f(x) = - Ona:
1 X X

f(x)=2x* aveca=-3.

Ainsi une primitive de f est donnée par:

1 2 1
F(x) =2 x Xl = Zx2 =
a+1 -2 x2
On a alors:
L] X A o1
AT R, AT A2
. 1
2. Ona lim —2:0donc
A—+oo
lim IAZI.
A—+o00

3. En utilisant la relation de Chasles et I'expression de la fonction f, on obtient:

+00 1 +00 1 +oo 9 +00 9
f f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx:f 0dx+f _de:f = dx.
—00 —00 1 —00 1 X 1 X

+00
Etudier la convergence de l'intégrale f f(x)dx revient donc a étudier la conver-
+00 e
gence de l'intégrale — dx.
X
Cela a été fait dans les questions précédentes, on a montré que :
A

lim —dezl.
A—+oc0J1 X

+00

Ainsi 'intégrale f — dx converge et vaut 1. On peut donc conclure que 'intégrale
+00 1 *
f f(x)dx converge et que :
—00
+o00
f fl)dx=1.
—00
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Soit x <0, calculons F(x). On a:

X
F(x) :f fe.
—00
Comme x < 0, la variable d’'intégration ¢ €] —oo;x[, on a t < 0 et donc f(¢) = 0. Ainsi pour

x<0,F(x)=0.
Soit x = 0, calculons F(x).On a:

X
F(x) :f foe.
D’apres la relation de Chasles, on a:
0 X
F(x) :f f(t)t+f fe.
—00 0

Or pour 7 €] —o0;0[, f(£) =0 et pour ¢ € [0;x], f(f) =e”, onadonc:

X
F(x) :O+f e lt= [—e_t]g =——e Y +1=1-e".
0

7.16

X
2 —

m'(x) = e

2

no

X

2. D’apres la question précédente, une primitive de f(x) = xe” 2 est donnée par :

Mﬁ\,

F(x)=-e"

On a donc,
M 2
I(M):f xe_de:[—e_T] =]l—-e 2
0

On a par ailleurs,

MZ
lim e 2 =0
M—+o0
donc,
lim IM) =1
M—+oo

3. En utilisant la relation de Chasles et I'expression de la fonction f, on obtient :
+00 0 +00 0 +00 2 +00 2
f f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx:f 0dx+f xe 2z dx:f xe 2 dx.
—00 —00 0 —00 0 0

+00
Etudier la convergence de 'intégrale f f(x)dx revient donc a étudier la conver-
—00

+00 2
i
gence de l'intégrale xe 'z dx.

0
Cela a été fait dans les questions précédentes, on a montré que :
M 2

_ X
lim xe 2 dx=1.
M—+o00 Jg
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+00 2
Ainsi l'intégrale f xe~ 2 dx converge et vaut 1. On peut donc conclure que l'inté-
0

+00
grale f f(x)dx converge et que :

+00
f fx)dx=1.

7.17

M
1. SoitM = 1. Calculonsf e “dx:
1

M M 1
f e *dx= [—e‘x] =—eM_(—eh=--e™
1 1 e

lim -M=-occet lim eX=0doncparcomposition lim e ™M=0etdonc lim [--e™|=
M—+00 X—-00 M—+o00 M—+oco\ €
M 1 +00
—ie lim e *dx = —, ce qui prouve que Iy = f e *dx est une intégrale conver-
e M—+o0 Jq e 1

gente égale a e
2. SoitM = 1. Posons

{u' x) = e~

v = x alors {u(x)

v(x)

o
3
+®
\
=
S

Par intégration par parties, il vient :
M M
f x"+le_xdx:f u' (x)v(x)dx
1 1
M M
= [u(x)v(x)]1 —f u(x)v'(x)dx
1
M M
= [_x”“e‘x]l —f —e *(n+1Dx"dx
1
M
:_M"+1e‘M—(—e_1)+f e *(n+1x"dx
1
Mn+1

1 M
=—— +—+[ (n+1)x"e *dx
e e 1

D’ou le résultat souhaité.
Par linéarité de I'intégrale, nous obtenons finalement I'égalité :

M n+1 M
f e ¥dx=- v +—+(n+1)f x"e *dx
1 e e 1

3. Notons £, la proposition : « I'intégrale I,, converge ».
Initialisation (n =0) :
D’apres la question 1.(a), 'intégrale Iy converge donc &, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier quelconque dans N. Supposons 27, vraie et montrons que
P, est \h;raie. Par hypothese de récurrence, on sait que I, converge, ce qui signi-

fie que f x" e *dx admet une limite finie (égale a I,,) quand M tend vers +oo. Par
1
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conséquent, 'expression (7 + 1) flM x""e™* dx admet une limite finie (égale a (n + 1)I,,)

n+1
quand M tend vers +oo. De plus, par croissances comparées, Mlim i~ = 0 donc
—+00 €
Mn+1 1 M
I'expression ——— + — +f x"e*dx admet une limite finie (égale a 1 + (n+ DI,)
e e

1
quand M tend vers +oo. Or, d’apres la question 1.(b), cette expression est égale a
M

f x""1e *dx. Ainsi, on vient de justifier que f x""1e ™ dx admet une limite finie
1 1

égale a % +(n+1)I,, quand M tend vers +oo, ce qui prouve que l'intégralel,.; converge
et vaut % + (n+ 1)I,, donc £2,,;, est vraie et ainsi, la proposition est héréditaire.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n
dans N, a savoir :

pour tout n dans N, I'intégrale I,, converge .

Question traitée a I'intérieur de ’hérédité de la récurrence de la question précédente :
pour tout entier nde N, on a

1
[hr1=—+(n+ DI,
e

On sait que Ip = % d’apres la question 1.(a).
La formule obtenue en 1.(d) pour n=0donneI; =1 +Iy doncI; = £.
La formule obtenue en 1.(d) pour n =1 donne I, = % +2I; doncl, =
La formule obtenue en 1.(d) pour n =2 donne I3 = % +3I, donc I3 =

16
-

= |l
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