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LE CADRE PROBABILISTE

Le but est ici de reprendre le vocabulaire des probabilités, vue en classe de terminale, et
d’établir le lien avec une vision ensembliste.

Un peu de vocabulaire

Définition 1 : Expérience aléatoire

Une expérience aléatoire est une éxpérience dont I'issue (ou résultat) ne peut étre prévu. La répé-
tition d’une telle expérience ne donne, a priori, pas le méme résultat.

Exemple :
1. Jeter un dé a 6 faces et noter le résultat;
2. Lancer une piece de monnaie et noter le résultat;

3. Lancer une copie du haut d'un escalier a 20 marches et obtenir la note de la copie.

Définition 2 : Univers

Lunivers est I'ensemble de toutes les issues possibles d'une expérience aléatoire. Il est souvent
noté Q. Une issue est un élément w € Q

Exemple :
1. Q=1{1;2;3;4;5;6} =[1;6];
2. QO ={pile; face};
3. 0={0;1;2;3;...;18;19;20} = [0; 20].

Définition 3 : Evénement

2 . 2. 2 . o )
Un évenement est un résultat possible d'une expérience aléatoire. Dans le cas ou l'univers Q est
fini, on peut associer de maniere unique un événement A a une partie (ou sous-ensemble) de Q,
que 'on note également A :

A={weQ|wréalise A}.

| Autrement dit, si w € Q est un résultat de I'expérience, alors w réalise A, si et seulement si, w € A.

Exemple :
1. "Obtenir un numéro impair". La partie (ou sous-ensemble) associée est A = {1;3;5};
2. "Obtenir face". La partie (ou sous-ensemble) associée est A = { face};

3. "Avoir la moyenne". La partie (ou sous-ensemble) associée est A = {10;11;...;19;20} =
[10;20];
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Lien entre terminologie probabiliste et ensembliste

On effectue une expérience aléatoire. On note Q) I'univers. On considere A et B deux évene-
ments liés a 'expérience aléatoire.

Définition 4 : Evénement élémentaire, certain, impossible

Un événement est dit
» élémentaire lorsque la partie associée est réduite a un élément (on parle de singleton);
 certain s’il est toujours réalisé (c’est alors Q);
» impossible s’il n’est jamais réalisé (c’est alors @).

Exemple :
1. "Obtenir 5" est un évenement élémentaire, associé au singleton {5}.
2. "Obtenir pile ou face" est un évenement certain, associé a la partie Q.

3. "Avoir une note négative" est un évenement impossible, associé a la partie @.

Définition 5 : Evénement contraire

Soit w € Q. On dit que w réalise 'événement contraire de A, si et seulement si, w ne réalise pas
A. On note A I'événement contraire de A. La partie A associée est la partie constitué de tous les
éléments de Q qui ne sont pas dans A. Autrement dit, A= Q\ A.

Exemple :
1. Soit Al'évenement "obtenir face". La partie associée estA = { f ace}. Lévénement contraire
est A: "obtenir pile". La partie associée est A = {pile}.

2. Soit Al’événement "obtenir un nombre pair". La partie associée est A = {2;4;6}. Léve-
nement contraire est A: "obtenir un nombre impair". La partie associée est A = {1;3;5}.

3. Soit A I'’évenement "avoir une note supérieure ou égale a 12". La partie associée est
A =[12;20]. Lévenement contraire est A : "avoir une note inférieure ou égalea 11". La
partie associée est A = [0; 11].

Définition 6 :

On dit que I'événement A implique |'évenement B si la réalisation de 'évenement A implique celle
de I'événement B. En terme ensembliste, cela signifie :

Aimplique B < A cB.

Exemple : Considérons I'expérience aléatoire suivante : on lance un dé a 6 faces deux fois de
suite. Soit A I’évenement "faire un 6 au premier lancé" et B I’évenement "faire au moins un
6". Les parties associées sont :

A=1{(6;1);(6;2); (6;3); (6;4); (6;5); (6;6)}, B=1{(6;1);(6;2);(6;3);(6;4); (6;5); (6;6); (1;6); (2;6); (3;6); (4;¢



Cours de mathématiques ECT1

Définition 7 :

On dit que I'événement A ou B est réalisé, si et seulement si, au moins I'un des deux événements A
ou B est réalisé. La partie associée est AU B.

Exemple : On reprend |'expérience précédente. Soit A I'événement "faire un 3 au premier
lancé" et B I'événement "faire un 5 au deuxieme lancé". Les parties associées sont :

A=1{(3;1);(3;2);(3;3);(3;4); (3;5); (3;6)}, B=1{(1;5);(2;5); (3;5); (4;5); (5;5); (6;5)}.

Zn

L'événement A ou B est "faire un 3 au premier lancé ou un 5 au deuxieme lancé
associée est :

AUB={(3;1);(3;2);(3;3); (3;4); (3;5); (3;6); (1;5); (2;5); (4;5); (5;5); (6;5)}.

et la partie

Définition 8 :

On dit que I'évenement A et B est réalisé, si et seulement si, les deux évenements A et B sont réali-
sés. La partie associée est AN B.

Exemple : Reprenons I'exemple précédent. Lévenement A et B est "faire un 3 au premier
lancé et un 5 au deuxieme lancé" et la partie associée est :

ANB={(3;5)}

On dit que deux évenements A et B sont incompatibles si 'éveénement A et B est impossible. Autre-]

ment dit, les événements A et B sont incompatibles si les parties A et B associées vérifient AnB = @.

Exemple : On reprend 'expérience des exemples précédents. Soit A I’évenement "faire un 3
au premier lancé" et B I’évenement "faire un 5 au premier lancé".

On vérifie alors facilement que les deux parties A et B associées vérifient ANB = @. Les éve-
nements A et B sont donc incompatibles.

On récapitule toutes ces notions dans le tableau suivant :

Terminologie probabiliste | Terminologie ensembliste | Notation
évenement certain Ensemble entier Q
évenement impossible Ensemble vide @
évenement élémentaire Singleton {w}
évenement A Ensemble A AcQ
évenement contraire de A | Complémentaire de A A=Q\A
AouB A union B AUB
AetB Ainter B AnB

A et B incompatibles A et B disjoints ANB=¢
w réalise A w appartienta A weEA

4
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PROBABILITES

Dans toute la suite, (2 désigne un ensemble fini et 22(Q2), I'ensemble des parties de Q.

Définition 10 :

On appelle probabilité sur Q, (ou loi de probabilité), tout application P’ : 22(Q) — [0; 1] vérifiant :
1. P(Q) =1,
2. Pour tous événements incompatibles A et B, P(AUB) =P(A) + P(B).

Pour tout A € 22(Q), P(A) s’appelle la probabilité de I'évenement A.

AATTENTION ! A\

Une probabilité est par définition a valeurs dans [0; 1], ainsi, pour tout évenement A € 2(Q0), on a:

On vérifiera donc systématiquement que le résultat d'un calcul de probabilité est un nombre com-
pris entre 0 et 1.

Propriétés de base

Proposition 1 :

MX évenements. Alors, )
1. PA) =1-P(A).
2. P(¢) =0.
3. SiAcB,alorsP(A) <P(B).
4. P(A)=P(ANB)+P(ANB).
5. P(AUB) =P(A) + P(B) —P(ANB).

Preuve.
1. OnaQ=AuUAavecANnA=@.Donc, 1 =P(Q) =P(A) +P(A). D’oi1 le résultat.
2. 1l suffit d’appliquer le point précédenta A = Q.
3. SiAcB,alorsB=AU(B\A) et An(B\A) = ¢ donc P(B) =P(A) +P(B\A) =P(A).
4. A=(AnB)U(ANB) et (ANB)N(ANB) = @. D’ou, P(A) =P(ANB) + P(ANB).

5. OnaAUB=AU(BNA). De plus, An(BNA) =@, dot1 P(AUB) = P(A) + P(BNA). On en déduit
grace au point précédent, la propriété énoncée.
O
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Proposition 2 : Formule du crible de Poincaré

1. SiAy,...,Af est une famille d’événements deux a deux incompatibles, alors :

k
P(UJA) =) P@A)).

j=1

k
R =

2. Si A, B et Csont trois évenements quelconques, alors :

P(AuBUC) =P(A) +P(B) + P(C)
—-P(ANB)-P(ANnC)-PBNC)
+P(ANnBNCQC).

3. Pour un nombre fini d’événements, il suffit de suivre le schéma de la formule précédente :
e achaque ligne, on change de signe;
» achaque ligne, on considere des probabilités d’intersections regroupant un évenement
de plus.

\, J

Exemple : Ecrire la formule du crible pour 4 événements.
Ona:

PAAUBUCUD) =P(A) +PB)+PC)+PD)
-P(ANB)-P(ANC)-PAND)-PBNC)-PBND)-P(CND)
+PANBNC)+PBNCND)+PANCND)+P(ANnBND)
-P(AnBNCnND)

Probabilités élémentaires

Soit A € 2(Q) un événement. Si A = {®w;;...;w,}, alorson a:

P(A) = ) P({o:}).

i=1

Exemple : Un dé est truqué pour que le 6 apparaisse deux fois plus souvent que les autres
faces qui, elles, ont toutes la méme probabilité de tomber. Calculer P({4;5;6}).
Les nombres 1, 2, 3, 4, et 5 ayant la méme probabilité de tomber, il existe A € [0;1] tel que

Vke[1;5], PUkD)=A.

De plus, le 6 apparait deux fois plus souvent que les autres faces, donc P({6}) = 2A. Par
ailleurs, on a:

6
1=) P({k}) =5A+2A="7A.
k=1
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D'ou, A = 1. On en déduit :

P({4;5;6}) =P{4}) + P({5}) +P{6}) = A+ A+ 2A =4A = %

Le cas de 'équiprobabilité

Définition 11 : Equiprobabilité

Deux événements A et B sont dis équiprobables si ils ont la méme probabilité, c’est-a-dire si[P(A) =
P(B). On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque tous les évenements élémentaires sont équiprobables.

Remarque : Les situations d’équiprobabilité sont trés nombreuses. Citons par exemple le lan-
cer d'une piece ou d'un dé équilibré, le tirage au hasard d’'une boule dans une urne (on dit
souvent "indiscernable au toucher" pour supposer I’équiprobabilité), d'une carte dans un
jeu, d’'une personne dans un échantillon, etc. Il faut cependant bien faire attention a ne pas
voir de I'équiprobabilité dans toutes les situations!

Remarque culturelle : Loto et équiprobabilité

Le tirage du Loto est un exemple classique d’équiprobabilité : tous les nombres ont absolument la méme chance d’étre tirés. Par exemple,
le tirage {1;2;3;4;5;6} a la méme probabilité de sortir que les autres, alors que peu de gens auraient I'idée de jouer ces 6 numéros. De quoi
alimenter la célebre maxime "le loto est un impot sur les gens qui ne connaissent pas les probabilités"?

On suppose que I'on est en situtation d’équiprobabilité. Alors :

1. Pour tout w € Q, P({w}) = % oun=card(Q).

2. Pour toutAe 22(QQ),ona:

P(A) = card(A) 5 nombre de cas favorables
" card(Q)  nombre de cas total

Remarque : On appelle cardinal d'un ensemble fini E, son nombre d’éléments, et on le note
Card(E).

Exemple :
e Card{0;3;7}=3; o Card[1;n] = n;
e Cardp=0; e Card[0;n]=n+1
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PROBABILITES CONDITIONNELLES

Définitions et propriétés.

Définition 12 :

.. . \
Soit A € Z2(Q)) un évenement tel que P(A) # 0. On appelle probabilité conditionnelle de B sachant
Ale nombre, noté P4 (B), défini par :

P(ANB)

Pa(B) = PA)

Exemple : On lance un dé cubique équilibré. On considere les évéenements suivants :

e A:«obtenirun nombre inférieur a3 »; e C:«obtenirun?2».
e B:«obtenirunb5»;

Calculer P4 (B) et P5(C) de deux fagons différentes.
Premiere méthode:onaA=1{1;2;3}, B={5} et C={2}. Donc, AnB=¢@ et AnC = {2}. Donc,

P(ANB) P(ANC)
———=—=0 et PyC)=——=

0
e P(A)
2

| —=|oy ] =

Deuxieme méthode : P4 (B) correspond a la probabilité d’obtenir un 5 sachant que I'on a
obtenu un nombre inférieur a 3, ce qui est bien évidemment impossible. D’ou :

PA(B)=0

Par ailleurs, P4 (C) correspond a la probabilité d’obtenir un 2 sachant que 'on a obtenu un
nombre inférieur a 3. Puisqu’il y a 3 nombres inférieur ou égaux a 3, on a une chance sur 3
d’obtenir un 2. Donc,

1
PA(C) = 3

Proposition 3 :

R ——
Soit A € 22(Q)) un évenement tel que P(A) # 0. Lapplication

Py : £2Q -— [0;1]

B ~ PA(B):P[gé(Q)B)'

_est une probabilité sur (Q, 22(Q).

Remarque : En particulier, toutes les propriétés de la partie 3.1 s’appliquent a B — P (B).
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Formule des probabilités composées

Si A et B sont deux événements de probabilité non nulles, alors par définition de PA(B) et de
Pg(A),ona:
P(ANB) =Pa(B)P(A) =Ps(A)P(B).

On peut généraliser la formule précédente.

Proposition 4 : Formule des probabilités composées

Soient Ay, ...,A; € 22(Q) des évenements tels que P(A;n---NA,_1) #0.Ona:

PA;N---NA,) = [FD(Al)[FDAl (Az)[FDAl NA» (As)... PA1O---ﬂAn71 (An).

Remarque :

1. Dansle cas n =2, on retrouve la formule
P(ANB) =PA(B)P(B).
2. Dansle cas n =3, cela donne :

P(ANBNC) =P(A)PAB)PAAB(C).

Exemple : Considérons une urne contenant 6 boules rouges et 4 boules blanches. On tire
successivement 3 boules sans remise. Quelle est la probabilité d’obtenir un tirage constitué
de 3 boules blanches?
Notons A; I’évenement "la i-eéme boule tirée est blanche". Clairement, on a :

P(A]) = 4 B 2

Y7105

P(A2) est moins évident car on ne connait pas la composition précise de I'urne lors du deuxieme
tirage. Cependant, le calcul de P, (A2) est facile :

3 1
PA](AZ):§:§-

De méme,
2 1

Pa,na, (A3) = 3 1

Par la formule des probabilités composées, on obtient :

1
PA;NAyNA3)=—x—x —0

e
w

[
W~
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Formule des probabilités totales

Définition 13 : Systeme complet d’événements

Soient Ay,...,A, € 22(Q) des évenements. On dit que {Ay,...,A,} est un systéme complet d’évene-
ments siles deux conditions suivantes sont vérifiées :
e Vi<i<jsn, AiﬁAj=(Z5;

n

« Q=JA;.
i=1

Exemple :

e SiAeP(Q), alors {A; A} est un systeme complet d’événements.
On lance un dé a 6 faces. On note A I’événement « obtenir un nombre pair » et B I'éve-
nement « obtenir un nombre impair ». Les ensembles associés sont A = {2;4; 6} et
B ={1; 3; 5}. Ainsi, {A, B} forme un systéme complet d’événements.

e SiQ={wy,...,wy}, alors {{w1};...; {w,}} est un systéme complet d’évenements.
Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. Les événements A; «obtenirun 1», A,
«obtenir un 2 », Az «obtenir un 3 » et A4 « obtenir un 4 » forment un systeme complet
d’évenements.

Théoreme 3 : Formule des probabilités totales

R T O U T A T ) R N PR
Soit {Ay,...,A} un systéme complets d’évenements. Alors, pour tout évenement B € 22(Q2), on a: )

PB) =) PBNAL).
k=1

Si de plus, pour tout k € [1; n], P(Ag) #0, alors :
n n

PB) =) PBNAK) =) Pa,(B)P(AL).
k=1 k=1

Exemple : Une urne contient 8 boules blanches et 2 boules noires. On tira sans remise et
successivement 3 boules de cette urne. Quelle est la probabilité que la troisiéeme boule du
tirage soit noire?

Notons A; I'évenement "la boule obtenue lors du i-éme tirage est noire". On introduit un
systeme complet d’événements en considérant les événements :

B;:=A;1nA, BzI:AlﬂA_2, B32:A_10A2, B4Z:A_1F1A_2.

4
Par la formule des probabilités totales : P(A3) = Z Pg, (A3)P(Bg) . On calcule facilement :
k=1

1 8 2
Pp,(A3) =0 [P, (A3) =Pp,;(A3) = g avec P(B2) =P(B3) = — x 9’

10
et
Pg, (A3) 2avecﬂj’(B) LA
= — = — X —,
B30 " g Y7109
Au final,
2 1 1 7 9
PAg)==x=-+=-x—-—=—==
5 9 5 9 45 5

10
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Théoréme 4 : Formule de Bayes

S ———
Soit {A;,...,A} un systeme complet d’évenements et soit B € 22(Q) un événement. On suppose\
que Vk e [1;n], P(Ag) #0 et que P(B) # 0. Alors, pour tout i € [1; 1] :

Pa BIPA;) _  Pa, (B)F(A)
P(B) Y i PaBIP(AR)

Pe(A;) =

Exemple : On utilise souvent la formule de Bayes dans le cas particulier suivant : soient A et
B deux événements. On suppose que 0 < P(A) < 1 et que P(B) # 0. Le systéeme {A; A} forme
un systeme complet d’événements et :

PA(B)P(A) PA(B)P(A)

Py(A) = = —.
B PB)  PABPA)+P5B)P(A)

Exemple : Dans une population, une personne sur 10 000 souffre d'une pathologie. Un labo-
ratoire pharmaceutique met sur le marché un test sanguin. Celui-ci est positif chez 99 % des
malades mais aussi faussement positif chez 0,1 % des personnes non atteintes. Un individu
passe ce test et obtient un résultat positif.

Quelle est sa probabilité d’étre malade? Qu’en conclure ?

Notons Q2 la population, M le sous-ensemble constitué des malades et T celui constitué des
individus rendant le test positif. On a:

PMM)=10"%, Pyq(T)=0,99, Pz(T)=10°.
Par la formule des probabilités totales :
P(T) =Pm(DPM) + PM(T)P(M) )

puis par la formule de Bayes :

PMNT)  Pu(TPM)
P(T)  P(T)

Pr(M) = )
ce qui numériquement donne 9 %.

La personne n’a en fait qu’environ une chance sur 10 d’étre malade alors que le test est po-
sitif! Cela s’explique par le fait que la population de malade est de 1/10000 et celle des per-
sonnes saines faussement positives est de 'ordre de 1/1000.

11
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Lien avec les arbres pondérés

Ay
Il est parfois pratique de représenter une si-

/A

tuation de probabilités par un arbre pondéré P(Ay) P. (B) B
et de savoir utiliser cet arbre pour faire des cal- A1
culs de probabilités.
Considérons I'exemple ci-contre dont 1'uni- P, (B) 3
vers associé comporte six issues : 2
Q=1{A;NB;A; NB;A; NB; — & \
A2 NB;A3NB;A;NB}. — B
P, (B)
Le but de ce paragraphe est d’illustrer les
propriétés vues précédemment via un certain
nombre de "regles" de calcul sur les arbres P(A3) Pas (B) B
pondérés. /
A3 \
Pa,(B) B

Reégle 1 : La somme des probabilités des branches issues d'un méme noeud est égale a 1.
Cette regle illustre notamment le fait que la probabilité conditionnelle est bien une probabi-
lité. Dans I'exemple ci-dessus, on a par exemple :

P(A1) +P(A2) +P(A3) =1,
Pa, (B) +Pa, (B) =1 etc.

Reégle 2 : La probabilité de 'événement représenté par un chemin est égal au produit des
probabilités inscrites sur les branches de ce chemin.

Cette regle illustre la formule des probabilités composées. Dans |’exemple ci-dessus, on a
par exemple :

P(A;NB) =P(A1)Pa, (B),
P(A; N B) = P(A2)P4, (B) etc.

Reégle 3 : La probabilité d’'un événement est égale a la somme des probabilités des chemins
qui menent a cet évenement.
Cette regle illustre la formule des probabilités totales. Dans I’exemple ci-dessus, on a par
exemple :

P(B) =Pa, (B)P(A}) +Pa, (B)P(A2) + Pa; (B)P(Ag).

Exemple : Un enseignant a beaucoup de mal a se réveiller le matin. Aussi, pour parer a toute
éventualité, il programme son réveil a 3 horaires h,, h, et hs. Il se réveille a I'horaire h, avec
une probabilité % et a 'horaire h, avec une probabilité i. Lorsqu'il se réveille a I'horaire h;,
la probabilité qu'il arrive a I'heure en classe est de —. Lorsqu'il se réveille a I'horaire h;, la

100°
probabilité qu'il arrive en retard en classe est de %. Enfin, lorsqu'’il se réveille a I'horaire hs,

12
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la probabilité qu'il arrive en retard en classe est de 130—00. Quelle est la probabilité que I'ensei-

gnant soit en retard ?

Représentons la situation par un arbre pon-
déré. Notons R I'événement "l'’enseignant est I3

en retard en classe" et H; I'événement "l’'en- \
95

seignant se réveille a 'horaire h; pour i € 1 T R
{1;2;3}". {H;;H; H3} forme un systéme com- 3
plet d’évenement. D’apres la formule des pro-
babilités totales (correspondant a la regle 3), % R
1
ona: 1
Z /
3 ]’lz
PR = Y. P(H)Py, (R T~ _
i=1 90
1 5 1 10 5 30 100
= —X— 4+ —-X — 4+ — X —
3 100 4 100 12 100
1 5
S = 30
=5 12 100 R
Lenseignant arrive donc en retard avec une hs
probabilité .
100

Remarque : On peut toujours faire un arbre pondéré mais contrairement aux exigences du
bac, il ne suffit plus pour la justification des calculs. Les régles énoncés ci-dessus ne sont
finalement qu'une bonne représentation visuelle des propriétés énoncées précédemment.

INDEPENDANCE

Indépendance de deux évenements

Définition 14 :

Soient A, B € 22(Q) deux évenements. On dit que A et B sont indépendants si

P(AnB) =P(A)P(B)

Remarque : 1l est facile de voir que deux événements A et B sont indépendants si Pg(A) =
®(A) ou de maniére équivalente si P4 (B) = P(B). Autrement dit, deux évenements A et B sont
indépendants si la donnée de I'information "A est réalisé" (resp. "B est réalisé") n'influe pas
sur la réalisation de B (resp. A). On retrouve donc une notion intuitive d'indépendance.

Remarque culturelle : Les probabilités et les préjugés des joueurs
Alaroulette, la boule s’arréte au hasard sur un numéro rouge ou un numéro noir. Dans des ouvrages sur la roulette, on lit que la plus longue
"série" (c'est-a-dire suite de résultats de méme couleur) que I'on ait observée a été de 24 rouges ou de 24 noirs. Beaucoup de joueurs, s'ils

13



Cours de mathématiques ECT1

observent un jour une série de 24 rouges n’hésitent pas a conclure que le noir doit forcément sortir au coup suivant "puisqu’il n'y a jamais
eu de série de 25..." Mais comme 1'écrivait le mathématicien Joseph Bertrand (1822-1900), "la roulette n’a ni conscience, ni mémoire..."
Alors, au Loto, les numéros les moins souvent obtenus lors des tirages précédents ont-ils plus de chances de sortir au tirage suivant? Le
hasard réserve bien des surprises : par exemple, le numéro 22 n’est sorti comme numéro complémentaire qu’apres 344 tirages, c’est-a-dire
plus de 6 ans aprés le premier tirage du Loto (le 19 mai 1976)...

Le "bon sens" devrait suffire a persuader les joueurs que les coups successifs de la roulette, comme les tirages successifs du Loto sont
indépendants les uns des autres...

Exemple : On lance un dé cubique et on considere les événements :
e A:«lerésultat obtenu est inférieur ou égal a 2 »;
e B:«lerésultat obtenu est supérieur ou égal a 4 ».
Déterminer si A et B sont indépendants dans les deux cas suivants :

Cas 1 : dé équilibré.
OnaA={1;2} et B={4;5;6}, et donc AnB = @. Ainsi,

1 1 1
P(A)XP(B)—§><§_87£0—P(AHB)

Donc, les évenements A et B ne sont pas indépendants.

Cas 2 : dé pipé. On considere un dé qui permet d’obtenir 1 avec la probabilité 1.
Puisque le dé permet d’obtenir 1 avec probabilité 1 alors la probabilité d’obtenir n'importe
quel autre nombre est 0. Ainsi,

PA)xPB)=1x0=0=P(AnB)

Dong, les évenements A et B sont indépendants.

Remarque : La notion d'indépendance dépend donc de la probabilité P étudiée.

Indépendance d’'une famille d’évenements

Définition 15 :

Soient Ay, ...,A, des événements. On dit que A4, ...,A; sont mutuellement indépendants si :

Vic[l;n], P

DL

iel

=[]P@y).

iel

Exemple : Avec 4 évenements Aj, Ay, Az et A4 : on dit que les évenements Ay, Ay, A3 et A4 sont
mutuellement indépendants lorsque I'on a les 11 égalités :
e P(A1NA2) = P(A1)P(A2), P(A1 NA3z) = P(A1)P(A3), P(A1 NAg) = P(ADP(A4), P(A2nN
Az) =P(A2)P(A3), P(A2NAy) =P(A2)P(A4), P(A3NAy) =P(A3)P(Ag);
e P(A1NA2NA3) =P(ADP(A2)P(A3), P(A1NA2NA4) =P(A1)P(A2)P(Ag), P(A1NA3NAY) =
P(AP(A3)P(A4), P(A2NA3NAy) =P(A2)P(A3)P(A4);
e P(A1NnA2NA3NA) =P(A)P(A2)P(A3)P(Ag);

14
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Exemple : On lance deux fois un dé équilibré et on considere les évenements suivants :
* A: «le premier chiffre est pair »;
e B:«lesecond chiffre est impair »;
¢ C:«lasomme des chiffres est pair ».
Les évenements A, B et C sont-ils mutuellement indépendants?
Ona:
o A={(2;1);(2;2);---;(2;6);(4;1);(4;2);---5(4;6);(6;1); (6;2);- - -5 (6;6)}
e B={(1;1);(2;1);---;(6;1); (3;1); (3;2);-- -5 (3;6);(5;1);(5; 2); - - -5 (5, 6)}
e C=1{(1;1);(1;3);(1;5);(2;2);(2;4); (2;6);-- -5 (6;2); (6;4); (6;6)}
Donc,

AnB=1{(2;1);(2;3);(2;5);(4;1);(4;3);(4;5);(6;1);(6;3);(6;5)}
BN C={(1;1);(1;3);(1;5); (3;1);(3;3); (3;5); (5;1); (5;3); (5;5)}
ANC={(2;2);(2;4); (2;6);(4;2); (4;4); (4;6); (6;2); (6;4); (6;6)}
ANBNC=¢

Ainsi,
e P(ANnB) =

X

1
% =P(A) xP(B)

= X

DN | =N | =

e PBNC) = =P®B) xP(C)

e P(ANC) = 152557 P(A) xlﬂj’((i)

1 1
e MAISP(AnBNCQC) :O;ég =5%3 X > =P(A) xP(B) xP(C)
Les évenements A, B et C ne sont donc pas mutuellement indépendants.

Soient Ay,...,A; € 22(Q) des évenements mutuellement indépendants. Soient By,...,B, € 22(Q)
des évenements tels que Vi[1;n], B; € {A;; A;}. Alors, les événements By,...,B, sont également
mutuellement indépendants.

Exemple : Si A, B C sont mutuellement indépendants alors A, B, C aussi, ou encore A, B, C
aussi, etc.
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EXERCICES

Evénements et langage ensembliste

m Soient A, B,C trois évenements. Exprimer en terme ensembliste les évenements sui-
vants :

1. A et B sont réalisés.

. Seulement A est réalisé.

. Aucun des évenements A, B ou C n’est réalisé.
. Un seul des évenements A, B ou C est réalisé.

. Au moins deux des trois évenements A, B ou C sont réalisés.

S G s W

. Pas plus de deux des trois évenements A, B ou C sont réalisés.

m Soient A, B, C trois éveénements.
1. Vérifier que (AUB) N C entraine Au (BN C).

2. A quelle condition sur A et C les deux événements précédents sont-ils égaux?

m On tire deux cartes dans un jeu de 32 cartes. On considere les ensembles suivants :
o A= {lesdeux cartes tirées sont rouges } .
e B ={les deux cartes tirées sont un valet et un dix }.
e C={les deux cartes tirées sont des personnages } .

1. Que représente les ensembles suivants?

a A Q(AnﬁyﬂBnE) d. (AnB)NC
b. AnBnC

2. Ecrire al'aide des ensembles A, B, C les ensembles :
e F={les deux cartes tirées sont des figures et ne sont pas toutes les deux rouges },
e G={onobtient au plus une figure }

m Dans une boite, il y a 4 jetons disponibles numérotés de 1 a 4. On tire simultanément
au hasard deux jetons.

1. Donner tous les tirages possibles.
Pour la suite, on note A = { les deux jetons sont pairs }.

2. Quels sont les tirages constituant les ensembles suivants : A, "AouA", ANA.

3. Onconsiderel’ensemble C = { la somme des chiffres numérotés sur les deux jetons est paire}.
Quels sont les tirages constituant les ensembles suivants :

C AuUC, "AetC", "AouC", ANC.
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m Une épreuve aléatoire consiste a effectuer des lancers successifs d'un dé. Pour tout
entier naturel k supérieur ou égala 1, Ay désignel’événement : «le k-ieme lancer a fourni un
6».

Exprimer les événements ci-dessous a I'aide des évenements A et des opérations autorisées
sur les événements.

1. « E,:«Lepremier 6 a été obtenu au deuxiéme lancer »;
e Es5:«Le premier 6 a été obtenu au cinquieme lancer »;
e E, :«Lepremier 6 a été obtenu au n-iéme lancer » ou1 n désigne un entier supérieur
ou égal a 2.

2. o G3:«Ledeuxieme 6 a été obtenu au troisiéme lancer »;
e Gy :«Le deuxiéme 6 a été obtenu au quatrieme lancer ».

Calculs directs de probabilités

m On extrait 3 cartes d'un jeu de 32 cartes, une par une, avec remise.
1. Quelle est la probabilité que I'on obtienne 3 valets?

2. Quelle est la probabilité que I'on obtienne 3 fois la méme carte?

On extrait n boules d'une urne contenant une boule noire et une boule blanche, une
par une, avec remise. Quelle estla probabilité qu'au moins 'une des boules tirées soit blanche?

m On lance un dé équilibré deux fois de suite.
1. Quelle est la probabilité que la somme des numéros obtenus soit égale a 8?
2. Ilya 11 sommes possibles (tous les entiers entre 2 et 12). Pourquoi la probabilité cal-

culée a la premiere question n’est-elle pas tout simplement égale a I ?

Probabilités conditionnelles

m Soient A, B, C trois eévenements d'un espace probabilisé (Q2, 22(Q),P) avec P(BNC) > 0.
Vérifier que
Penc(A)Pc(B) =Pc(ANB).

m Une urne contient 8 boules blanches et 2 boules noires. On tire sans remise et succes-
sivement 3 boules de cette urne.

1. Quelle est la probabilité qu’au moins une boule noire figure a I'intérieur du tirage?

2. Sachant qu’'une boule noire figure dans le tirage. Quelle est la probabilité que la pre-
miere boule tirée soit noire?

m On considere deux évenements A et B tels que

PA)=0,2, P®B)=0,6, PAuB)=0,7

17



Cours de mathématiques ECT1

1. Calculer P(ANB).
2. En déduire les probabilités conditionnelles P4 (B) et Pg(A).

Formules des probabilités composées et totales

m Une urne contient 8 boules blanches et deux boules noires.
On tire sans remise et successivement 3 boules de cette urne.
Quelle est la probabilité que la troisieme boule du tirage soit noire?

m On s’intéresse a une entreprise chargée de mettre du lait en bouteilles. La bouteille
vide arrive sur un tapis roulant et passe successivement dans deux machines M; et M». La
machine M, remplit la bouteille de lait et la machine M, met le bouchon. Une étude statis-
tique portant sur un grand nombre de bouteilles de lait ala fin de la chaine a permis d’établir
que 5% des bouteilles ne sont pas correctement remplies et que parmi elles 8% n’ont pas de
bouchon. D’autre part, 4% des bouteilles correctement remplies n’ont pas de bouchon. On
choisit une bouteille de lait au hasard a la fin de la chaine et on note :

* RI’évenement : «la bouteille est correctement remplie »;

e Bl'évenement : «la bouteille a un bouchon ».

1. Donner les valeurs de P(R), P(R), Pr(B), Pr(B), P(B) et Pz(B).
2. Calculer P(B).

3. Calculer la probabilité qu'une bouteille soit correctement remplie et qu’elle ait un
bouchon.

m Une association de consommateurs a fait une enquéte sur des ventes de sacs de
pommes. On sait que :
» 15% des sacs sont vendus directement dans I'exploitation agricole et le reste est vendu
dans des supermarchés.
» Parmi les sacs vendus directement dans I'exploitation agricole, 80% contiennent des
pommes de varitétés différentes et les autres ne contiennent qu’'un seul type de pommes.
o Parmi les sacs vendus dans des supermarchés, 10% contiennent des pommes de va-
riétés différentes et les autres ne contiennent qu'un seul type de pommes.
On désigne par E I'évenement « les sacs de pommes sont vendus sur ’exploitation » et par V
I’évenement «les sacs contiennent des pommes de variétés différentes ».
On achete de facon aléatoire un sac de pommes.

1. Donner les valeurs de P(E), P(E), Pg(V), Pe(V), P5(V) et Pg(V).
2. Calculer P(V).

3. On constate que le sac de pommes contient des pommes de variétés diffétentes. Cal-
culer la probabilité qu’il ait été acheté dans un supermarché.

m Dans un magasin de CD, 5 % des boites sont en mauvais état, 60 % des boites abi-
meées contiennent un CD défectueux, et 98 % des boites en bon état contiennent un CD en
bon état. Un client achéte un CD. On note A I'éveénement "la boite achetée est abimée" et D
I’évenement "le CD acheté est défectueux".
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1. Donner les valeurs de P(A), P(A), Po(D), PA(D), Px(D) et Px(D).
2. Calculer P(D).

3. Le client constate que son CD est défectueux. Quelle est la probabilité qu'il ait acheté
une boite abimée?

m Un gardien de but doit faire face, lors d’'une démonstration, a un certain nombre de
tirs directs. Les expériences précédentes conduisent a penser que :

« s’il a arrété le n-iéme tir, la probabilité pour qu’il arréte le n + 1-ieme est 0,8;

« s’il alaissé passer le n-ieme tir, la probabilité pour qu’il arréte le suivant est 0, 6;

« la probabilité pour qu’il arréte le premier tir est 0, 7.
On note A, I'évenement «le gardien arréte le n-iéme tir». On a donc P(A;) =0,7.

1. a. Donner, pour n = 1, les valeurs de P, (A,4+1) et PE(A,,H).

b. En déduire que, pour toutentiern=>1,ona:
P(Ap+1) =0,2P(A,) +0,6

2. On pose a présent, pourn=1, p, =P(A,) et u, = p, —0,75.
a. Démontrer que (u,) est une suite géométrique de raison 0, 2.

b. En déduire 'expression de p,, en fonction de n.

Premiere partie :

On considere la suite (u,),en de nombres réels définie pour tout entier naturel n = 1 par la
4

3
relation de récurrence 1,1 = 0" 1o u, et par la condition initiale u; = 3

1. Soit (vy) nen la suite de nombres réels définie pour tout entier naturel n = 1 par v, =
13u, —4. Montrer que (v,) nen €st une suite géométrique dont on donnera la raison.

2. Exprimer v, en fonction de n.

3. Prouver que pour tout entier naturel n = 1,

4 5 ( 3\
Up=—+— o

Deuxieme partie
Un professeur oublie fréquemment les clés de sa salle de kholle. Pour tout entier naturel
n = 1, on note E, 'évenement : «le professeur oublie ses clés le jour n» et p,, = P(E;). On
suppose qu’il oublie ses clés le premier jour avec une probabilité % On suppose en outre
que:
« s’il oublie ses clés le jour n, alors il oublie ses clés le jour n + 1 avec une probabilité % ;
« s’il n'oublie pas ses clés le jour n, alors il oublie ses clés le jour n+ 1 avec une probabi-
lité 7.

1. Donner les valeurs des probabilités :
I]:DEn(En+l) PE(ErHl)

2. Alaide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier > 1 :

4 3

Pn+1 = 1_0 - Epn
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3. Alaide des résultats de la Premiére partie, donner I'expression de p, en fonction de
n.

m Soit a €]0; 1 [. Dans une bourse de valeurs, un titre donné peut monter, rester stable, ou
baisser. Le premier jour, le titre est stable. Si un jour n, le titre monte, le jour n+ 1, il montera
avec la probabilité 1 — 2a, restera stable avec la probabilité a et baissera avec la probabilité
a.
Si un jour n, le titre est stable, le jour n + 1, il montera avec la probabilité a, restera stable
avec la probabilité 1 — 2a et baissera avec la probabilité a.
Siun jour n, le titre baisse, le jour 7 + 1 il montera avec la probabilité a, restera stable avec la
probabilité a et baissera avec la probabilité 1 —2a.
On note M, (resp. S, resp. B;;) 'événement "le titre monte (resp. reste stable, resp. baisse) le
jour n".
On pose p, =PM,), g, =P(Sy) et r, =P(B,).

1. Expliciter p,+1 et g,+1, en fonction de p,, g, et ry,.

2. Quevaut p, + g, +r,? En déduire I'expression de r, en fonction de p, et q,.

3. Montrer que les suites p et g sont arithmético-géométrique.

4. En déduire p,, g, puis r, en fonction de n.

m Les poules pondent des ceufs que I'on classe suivant trois calibres A,B, C.

 Siune poule pond un ceuf de calibre A, I'ceuf qu’elle pondra ensuite sera de calibre A,
B, ou C avec des probabilités respectives %, i et i.

 Siune poule pond un ceuf de calibre B, I'ceuf qu’elle pondra ensuite sera de calibre A,
B, ou C avec des probabilités respectives 1, 1 et 1.

 Siune poule pond un ceuf de calibre C, I’ceuf qu’elle pondra ensuite sera de calibre A,
B, ou C avec des probabilités respectives %, i et %

e Pour n € N*, on désigne par a,, b, et ¢, les probabilités respectives pour que le n-
ieme ceuf pondu par une poule soit de calibre A, B ou C.

1. On suppose que le premier ceuf pondu par une poule est de calibre C. Calculer a,, by,
c1, az, bo, et co.

2. Calculer les probabilités suivantes :

Pa,(An+1), Pa,Brs1), Pa,(Cuir),
Py, (An+1), Pg,(Br+1), Pg,(Cr1),
Pc,(An+1), Pc,Brs1), Pc,(Cuir)

3. Alaide de la formule des probabilités totales, montrer que

1 1 1
— 1 1 1
bn+1 = % a, -+ % bn + % Cn

m On étudie le comportement d’'un consommateur M a partir d'une semaine donnée
(appelée "semaine 1"). Ce consommateur choisit chaque semaine chez le patissier un des-
sert parmi les trois desserts A, B et C.

On considere en outre que :
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¢ si M achoisile dessert A la semaine n, alors la semaine n +1 il choisit le dessert A avec
une probabilité de 1 ou le dessert C avec une probabilité de £;

e si M a choisile dessert B la semaine 7, alors la semaine n+ 1 il choisit le dessert A avec
une probabilité de % ou le dessert B avec une probabilité de % :

» si M a choisi le dessert C la semaine n, il reprend le dessert C la semaine n+1;

 le consommateur choisit de maniere équiprobable son dessert la premiere semaine.

On notera pour tout entier naturel nonnul 7 :

e A, l'évenement: "M a choisi le dessert A la n-ieme semaine ";

e B, I’événement : "M a choisi le dessert B la n-iéme semaine ";

e C, I'évenement : "M a choisi le dessert C la n-ieme semaine ";

1. Donner P(A;), P(B,), P(C,) ainsi que les probabilités :

Pa,(An+1), Pa,Bri1), Pa,(Cuir),
Pg,(An+1), Pg,Bu+1), Pg,(Cri1),
Pc,(An+1), Pc,Br+1), Pc,(Cuir).

2. ATlaide de la formule des probabilités totales, justifier avec soin que :
1 1
P(Ap+1) = gP(An) + gp(Bn) .

Donner de méme des relations exprimant P(B,,;;) et P(C,+1) en fonction de P(A,),
P(B,) et P(Cy).

Indépendance

m On lance un dé a six faces parfaitement équilibré. Justifier 'indépendance des événe-
ments A " on obtient le tirage 2, 4 ou 6" et B " on obtient le tirage 3 ou 6 " .

m Dans une population de 10 000 personnes, il y a 45% de fumeurs et 35% de personnes
atteintes de bronchite. De plus, 65% des personnes ayant une bronchite sont fumeurs.

1. On choisit une personne au hasard dans cette population. Calculer la probabilité des
évenements suivants :
e E;:«lapersonne choisie fume et a une bronchite »;
e E,:«lapersonne choisie ne fume pas et a une bronchite »;
» Ej:«lapersonne choisie ne fume pas et n'a pas de bronchite ».

2. Fumer et avoir une bronchite sont-ils des événements indépendants?

3. On choisit une personne au hasard parmi les fumeurs. Calculer la probabilité que
cette personne ait une bronchite.

Dans une ville comprenant deux arrondissements A et B, la probabilité pour une en-
treprise de faire I'objet d'un controéle fiscal est de i dans I'arrondissement A et de % dans
I'arrondissement B. On suppose que ces deux évenements sont indépendants. Un groupe
financier posséde un hypermarché implanté dans I'arrondissement A et un autre dans l'ar-
rondissement B.

Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
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e E; : «les deux hypermarchés sont controlés »;

e E, : «l'un au moins des hypermarchés est controlés »;
e E3:«unhypermarché et un seul est controlé »;

e E;: «aucun des deux hypermarchés n’est controlé »

m Un archer tire sur une cible située a 20m et une cible située a 50m. Il effectue trois tirs
en changeant de cible a chaque fois. La probabilité d’atteindre la cible a 20m (resp. 50m) est
% (resp. i). On suppose que les trois tirs sont indépendants. L'archer gagne s’il atteint deux
cibles consécutivement.

Calculer la probabilité de gagner en commencant par la cible située a 20m et en commencant
par la cible située a 50m. Par quelle cible a-t-il intérét a commencer?
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CORRIGE DES EXERCICES

1. AnB
2. AnB
3. AnBnC
&(AOEOE%%KHBOE%%KOEHC)

)]

.(AmBmCﬂ%AmBnE%%AmEmC%%KanC)

. ANBNC

=2}

[u—

. En développant,
AUB)NC=ANCUBNC)cAuBNC)

2. On aégalité,siANC=A, iesiAcC.
Réciproquement, si (AUB)NnC =AU (BN C), alors

AcAuBnC)=AuB)NnCcC

A «Une des deux cartes tirées n'est pas rouge »

=
=

ANBNC «Les deux cartes tirées sont un valet et un dix rouge »
(AHE) U (BHE) =ANBNC cf question b.

ANnBnC = @ événement impossible

F=ANC

G=C

N
g 8 0

[u—

. Q={(1;2);(1;3);(1;4); (2;3); (2;4); (3;4)}
OnaA=1{(2;4)}.

2. A=1{(1;2);(1;3);(1;4); (2;3); (3;4)}
AouA=AUA=Q

ANA=¢
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3. C={(1;3);(Z4)}
C=1{(1;2);(1;4);(2;3); (3;4)}
AUC={(1;3); (2;4)}
«Aet C_»:Aﬁ C_: {(2;4)}
«Ao_uC»:AUC =1{(1;2);(1;4); (2;3);(2;4); (3;4)}
AnC=¢
1. Ona:
sE=AinA
e E5 :A_lﬂAg NA3NAzNA5
o En:Aln"'nAn_lnAn
2. Ona: o L
. G3 = (Al NAy ﬁAg) @] (Al NAy ﬁAg)
o Gy= (Al ﬂA_gﬂA_gﬂA4) U (A_mAg ﬂA_gﬂA4) U (A_lﬂA_gﬂAg mA4)
. L
1. Iy a au total 4 valets dans le jeu de 32 cartes. On a donc une probabilité de — = 3

de tirer un valet. Les trois tirages s’effectuant avec remise, on a donc une probabilit

1\3
(g) d’obtenir 3 valets.

[N

3
. Pour une carte donnée, la probabilité d’obtenir cette carte trois fois de suite est (3—2) .

Sil’on prend en compte '’ensemble des 32 cartes du paquet, on a donc une probabilité

3 2
de 32 x (—) = (—) d’obtenir trois fois la méme carte.

32 32

L'événement contraire de A : «au moins une des boules tirées est blanche » est A :
«toutes les boules tirées sont noires ».

Ona:

Donc,

P(A) = (l)n
2

PA)=1-PA)=1- (%)
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1. Lunivers Q est donné par :
Q={(1;1);(1;2);---;(1;6); (2;1);(2;2);--+;(2;6);---;(6;1); (6;2);---; (6;6)}

OnaCard(Q) = 36.
Par ailleurs, notons A lévénement «la somme des numéros est égale a8».On a:

A ={(2;6);(3;5); (4;4);(5;3);(6;2)}

et donc Card(A) = 5. Ainsi,

mm—ui
"~ 36

2. Les 11 sommes possibles ne sont pas toutes équiprobables. Par exemple, la somme
des deux dés ne vaut 2 que dansle cas oul’on a obtenu (1;1) (on a donc une probabilité

1
3—6) alors que la somme des deux dés vaut 8 dans 5 cas différents (avec une probabilité

5
de — donc).
36

P(ANBNC) PBNQO)

PBNC) . P
_P(ANBNC)

P(C)
=Pc(ANB)

Ppnc(A) x Pc(B) =

1. Notons Al'’événement «il y a au moins une boule noire ». Alors, A est I'événement « il
n'y a aucune boule noire ». Donc,

P(A) !
=— X=X == —
15
d’out
7 8
PA)=1-—=—
5 15

2. Notons N; I'évéenement « la premieére boule tirée est noire » et N 'évenement «il y a
une boule noire dans le tirage ». Alors N; € N donc N; NN = Nj. Ainsi,

PN AN) _P(N) _ 1

Pn(N7) = PN PN

3
8
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1. Onsait que:
PAAUB)=PA)+PB)-P(ANB)

Donc,
0,7=0,24+0,6 —P(AnB)

Donc,
P(AnB)=0,2+0,6-0,7=0,1

2. On aalors:

PA(B) = P(ANB) _ 0,1 :1
P(A) 0,2 2
Py (A) = P(ANB) _ 0,1 :1
P(B) 0, 6

m Notons A; I'événement "la boule obtenue lors du i-éme tirage est noire". On introduit
un systeme complet d’événements en considérant les événements :

B;:=A1nA, BgI:AlﬂA_g, B?,I:A_lﬂAg, B4I:A_10A_2.

4
Par la formule des probabilités totales : P(A3) = Z Pg, (A3)P(Bg) . On calcule facilement :
k=1

1 8 2
Pp,(A3) =0 [P, (A3) =Pp,;(A3) = g avec P(B2) =P(Bs) = 0%y

et
Pg,(A3) 2avecH”(B) 8 7
= — = — x —.
BT g Y7107 9
Au final,
2 1 1 7 9
I]:D(A?,):—X—+—X—:—:—_
5 9 5 9 45 5

1. D’aprés I'’énoncé, ona:

92
PR(B) = —

95 — 5 96 — 4 —
PR =— PR)=—— PrB)=— PrB)=— PsB)= 100

100 100 100 100 100

2. D’apreés la formule des probabilités totales,

P(B) = P(R) x Pr(B) + P(R) x Pz (B)
95 96 5 92

=—X— 4+ — X —
100 100 ' 100~ 100
_ 912 46

= 4+ —
1000 1000

958
=——=0,958
1000
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3. D’apres la formule des probabilités composées,

95 96 912
PRNB)=PR)xPrB)=—x — = ——
100 100 1000

1. D’apres I'énoncé, ona:
PE) = — PE)=— PyV)=— PeV)= — Pg(V)= —
" 100 "0 7T 100 7T 100 0 BV 100
2. D’apreés la formule des probabilités totales,
P(V) = P(E) x Pg(V) + P(E) x Pz (V)
15 80 85 10
= — X — + _ X —
100 100 100 100
12 85
= — 4+ —
100 1000
205
1000
3. D’apres la formule des probabilités conditionnelles,
85
= P(VnE 1000 85 17
Px/(E) = = = = —
v =58 T 206 205 41
1000
1. D’aprés I'énoncé,
PA) = > PA) = 95 PA(D) = 00 PA(D) = 40 P+(D) = 98
100 "0 77100 4T 100 AN T 100

2. D’apres la formule des probabilités totales,

P(D) =P(A) x PA(D) +P(A) x Px(D)
5 60 95 2
=X — 4+ — X —
100 100 100 100

3 19
= — 4 —
100 1000
49
1000
3. D’apres la formule des probabilités conditionnelles,
3
P(AND) 190 30
[FD A = = = —
bW ="pp) 49 " 49
1000

27
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1. a. D’apresl’énoncé,
Pa,(Ans1) =0,8 Pi (An+1) =0,6

b. D’apres la formule des probabilités totales,

P(An+1) = P(Ay) x Pa, (Aps1) + P(Ay) x Px—(An+1)
=P(A,) 0,8+ (1-P(A,)) x0,6
=0,8P(A,) +0,6-0,6P(Ay)
=0,2P(A,) +0,6

2. a. Ona:

Un+1 = Pn+1—0,75
=0,2p,+0,6-0,75
=0,2(u, +0,75)-0,15
=0,2u,+0,15-0,15
=0,2u,

La suite (u#,) est donc bien une suite géométrique de raison 0, 2.

b. Lasuite (u,) étant géométrique de raison 0,2 et de premier terme u; = p; —0,75 =
0,7-0,75=-0,05,0na:

Up=up x (0,2)" 1 =-0,05x (0,2)"!

Et donc,
Pn=1U,+0,75=-0,05x (0,2)"" 1 +0,75

Premiére partie
1. Ona:

Un+1 = 13Up+1 —4

4 3
:13(———un)—4

10 10
52 39
:———un—
10 10
52 39(1 4)
=== |—=v,+—|—-4
10 10\13 13
52 3 12
10 10 10
52 3 12 40
:———l}n————
10 10 10 10
10"
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. Y . 3 .
Donc, (v,) est une suite géométrique de raison T et de premier terme,

1 5
U1:13UI—4:13X——4:—
2 2

2. Puisque (v,) est géométrique, on a:

5 3 n-1
vp=vixq" = 2" (_1_0)

3. Onaalors:

1 .\ 4
Up=—Up+—
"T137" 13
1 5 ( 3 )”—1 4
=—X=-X|—-— + —
13° 2 10 13

4 5 ( 3 )”‘1
=— 4+ —|—-——
13 26\ 10

Deuxieme partie
1. D’apres I’énoncé, ona:

4
Pr=(Ens1) = —

1
Pg, (E =—
E,,( n+1) 1 10

0

2. D’apreés la formule des probabilités totales,
Pn+1 =PEni1) = PEp) x Py, (Epi1) + PE, x Py-(Epi1)

—1 +(1 ) —4

= X — X

Pn 10 Pn 10
4 3

~10 107"

3. La suite (p,,) satisfait a la méme relation de récurrence que la suite (u,) étudiée dans

1
la partie I. Par ailleurs, ona u; = p; = 2 Donc, pour tout n,0on a:

1. D’apres la formule des probabilités totales :

Pns1 =PMy41) = Py, Mpp1) x P(Mp) +Ps,(M41) X P(S) + Pg,(My4+1) x P(By)
=(1-2a)p,+aq,+ary

De méme,

dn+1 =P(Sps1) =Pwm, Sns1) x PMy) +Ps, (Sp41) xP(S,) +Pg,, (Sps1) x P(By)
=app+1-2a)q,+ary,
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2. M,, S, et R, forment un systéme complet d’événements donc
PM,)+PS,;))+PB,) =1
ie
Pntqntrp=1

Donc,
rn=1-=(pn+qn)

3. Onremplace r;, dans les expressions de la question 1,

pni1=010-2a)pn+aqn+all—p,—qn)
=(1-2a-a)py,+(a—a)q,+a
=(1-3a)p,+a

gn+1=apn+1-2a)qn,+a(l — pn—qn)
=(1-3a)gn+a

Donc, (py) et (q,) sont bien des suites arithmético-géométriques.

4. Onaalors:

_ _ n _ a a
pn=(1-3a) (p" 1—(1—3a))+1—(1—3a)
1

+ —
3

1
=(1-3a)" (p0—§

et
1
+ —
3

n 1
qn=01-3a) do—3
Or, le premier jour, le titre reste stable, donc

qo =1 et Po=0

Ainsi,
pu=-(1-30)"x 2 +3 =2 (1-01-3))
qn:%(1+2(1—3a)”)
et
rm=1-pn—qn
:%(3—1+(1—3a)n_1_2(1_3a)n)
1
=3 (1-0-30")
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1. Le premier oeuf pondu étant de calibre C,on a:
ap=b;=0 et =1

Et d’aprés I'énoncé,

1 1

a, =by=- et Cr=—

2=b2=17 2=3

2. D’aprés 'enoncé,

1 1 1
Pa, (An+1) = 2 Pa,(Bn+1) = 1 Pa,(Cns1) = 1
1 1 1
Pg, (A1) = 1 Py, Bn+1) = 2 Pg, (Cns1) = 1
1 1 1
Pc,(Ap+1) = 1 Pc,Bn+1) = n Pc, (Cni1) = >

3. D’apreés la formule des probabilités totales,

P(An+1) =Pa,(Ans1) xP(Ay) +Pp,(Ans1) X P(By) + Pc, (Aps1) x P(Cp)

—lP(A )+1|P(B )+1nﬂ>(c )
T Mg T g

Autrement dit,

1 1 1

De méme,

PBn+1) = I]:DA,, (Bnt1) xP(A,) + [FDB,, (Bnt1) xP(Bp) + [FDC,, (Brns1) xP(Cy)

—EIP(A )+1P(B )+1|P(c )
Tg TV My

Autrement dit,

1 1 1
bn+1 = Zan+§bn+zcn

Et,
P(Cut1) = Pa, (Cns1) xP(AR) + Pg, (Cny1) xP(By) + Pc, (Cny1) xP(Cy)
1 1 1
= Z[FD(An) + ZP(Bn) + EP(Cn)

Autrement dit,

1 1 1
Cpnel = Za"+ -b,+ Ec”
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1. Puisque le consommateur choisit de maniere équiprobable son dessert la premiere

semaine,ona:

1
PA) =P®B1) =P(C) = 3

Par ailleurs, P, (A;+1) correspond a la probabilité de I'évenement A,.; sachant que
A, est réalisé. Autrement dit, cela correspond a la probabilité que M choisisse le des-
sert Alasemaine n+1 sachant qu’il a choisile dessert Ala semaine n. D’apres’énoncé,
onadonc:

1
|]:DA,, (An+1) = g

On détermine de la méme maniere les autres probabilités conditionnelles. On a ainsi :

2
Pa,Brt1) =0 Pa,(Cpi) = 3

Pg, (Ant1) = P, (Bns1) =

Pc,(Ans1) =0 Pc,Bpt1) =0 Pc,(Cpr) =1

I]:DB,, (Cn+1) =0

W+~
Wil

2. D’apres la formule des probabilités totales, on a :
P(An+1) =Pa,(Apt1) xP(AR) +Pp,, (An+1) x P(Bp) +Pc, (An+1) X P(Cy)
1 1
=-P(A,) +-=-PB
3 (An) 3 (Bn)
De méme, ona:
PBn+1) =Pa,(Bp+1) xP(Ap) +Pp,(Bps+1) xP(By) +Pc,(Bp+1) xP(Cp)

—EIP(B)
=3 n

P(Cut1) = Pa, (Cns1) xP(AR) + Pg, (Cny1) xP(By) + Pc, (Cny1) xP(Cy)

= %P(An) +P(Cp)

mOna:

0Q=1{1;2;3;4:5:6:}

A=1{2;4;6}
B ={3;6}
ANnB={6}
Donc,
1 2 1 1 1
P(A) xPB)= - x—==x—=—
2 6 2 3 6
Et,
[P’(ArwB)—1
6

On abien P(AnB) =P(A) x P(B) donc A et B sont indépendants.
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1. Commencons par traduire les informations données dans I'énoncé. On note F I'éve-
nement « étre fumeur » et B I’évenement « avoir une bronchite ». On a alors :

b= @3 pg S
~ 100 ~ 100 B 100

Onaalors:
P(Ey) = P(EAB) = P(B) x Py (F) = - x 02 = 2275
100 100 _ 10000
P(E,) = P(FAB) = P(B) x Py (F) = o x o2 = 1225
100 100 _ 10000

Par ailleurs, on sait, d’apres la formule des probabilités totales, que :

PP(F) = P(B) x Pg(F) + P(B) x P (F)
35 65 35

x P5(F)
=100 100 " 100
2275 35
x P5(F)
=~ 10000 100
Autrement dit,
45 2275 35
— === x P5(F)
100 10000 100
Donc,
45 2275 35
— - x P5(F)
100 10000 _ 100
Soit
2225 35
= x P5(F)
10000 _ 100
Donc,
P () = 2225 100 445 1 445 _ 89
1000 35 100 7 700 _ 140
Et donc,
P(E3) =P(FNB) =P(B) x P5(F) = 65 ol _ 663
= X = —
3 100 < 140 2800
2. Ona
45 35 _ 1575
P(F) x P(B) = =——
100 < 100 10000
Et
2275
P(FNB) = ——
10000

Dong, F et B ne sont pas des événements indépendants.

3. D’apres la formule des probabilités conditionnelles,

P(FNB)  1ho0p _ 2275 100 455 91

= = X ———— = —
P(F) % 10000 45 900 180

Pr(B) =
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@ Puisque les événements sont indépendants, on a:

11 1
P(E;) = P(ANB) = P(A) x P(B) = — x — = —
(E1) =P(AnB) ()X()4><5 5
Par ailleurs,
P(E;) = P(AUB) = P(A) + P(B)—P(ANB) =~ + - - L =8 _2
v - 475 20 20

Enfin, puisque A et B sont indépendants, A, B, A et B sont également indépendants.

— — — — 1 4 3 1 7
P(E3) =P(ANB) +P(ANB) =P(A) x P(B) +P(A) x P(B) = = x — + — x — = —
(E3) ( ) ( ) (A) xP(B) ()><()454520
P(E,) = P(ANB) 3.4 123
= = X —-—=— = —
4 475 20 5

m On note Al'évenement « atteindre la cible située a 20 m » et B I'événement « atteindre
la cible située a 50 m ». La probabilité de gagner en commencant par la cible située a 20 m
est:

P(ANBNA)+P(ANBNA) =P(A) x P(B) x P(A) + P(A) x P(B) x P(A) = 2 x

[OSH N
=
X
wil N
Il
Q|-

La probabilité de gagner en commencant par la cible située a 50 m est :

PBNANB)+PBNANB) =2 x

W
e
X
> w
[l
x| -

On a donc intérét a commencer par la cible située a 50 m.
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