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QUELQUES RAPPELS SUR LES FONCTIONS

Définition 1 :
3 2z 2 LN N . )
Une fonction est un procédé qui a un nombre x appartenant a un ensemble 2 associe un nombre
y.On note :

f:2 - R
x — f(x

. f(x) est appelé I'image de x par f, tandis que x est appelé antécédent de f(x) par f.

ou [f:2-R;x— f(x)

Exemple :
1. Soit f la fonction définie par f(x) =2x+3.
- Limagede2est f(2)=2x2+3=7

=> Les antécédents de 4 vérifient f(x) = 4 c’est-a-dire

1
2X+3=4 < 2x=1 < sz

2. Soit g la fonction définie par g(x) = x> +3.
- Limage de 5 est g(5) = 5% +3 =28

=> Les antécédents de 7 vérifient g(x) = 7 c’est-a-dire

W+3=7 < x*=4 < x=4 0ou x=-4

= Iln’'ya pas d’antécédent de 1 car
¥ +3=1 = x*=-2

ce qui est impossible puisqu’un carré est toujours positif.

Remarque : 1l peut y avoir un, plusieurs ou méme aucun antécédent. Par contre, il ne peuty
avoir qu'une seule image!

Définition 2 : Ensemble de définition

Pour une fonction f donnée, 'ensemble de tous les nombres réels qui ont une image calculable
par cette fonction est appelé ensemble de définition de la fonction f, souvent noté 9.

a pour ensemble de définition R\ {2}.

Exemple : Lafonction f:x—

Définition 3 : Courbe représentative

[\~

=
P

15N

Dans le plan, muni d’un repeére (O, i, ]_"), on nomme courbe représentative d'une fonction numé-
rique f,'ensemble des points de coordonnées (x; f(x)) du plan, pour x parcourant I'ensemble de
définition de f.
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Remarque : Ainsi, les images f(x) se lisent sur ’axe des ordonnées et les antécédents x sur
'axe des abscisses.

Méthode 1 : Lire une image ou un antécédent a partir d'une courbe

Lire 'image d'un nombre : Trouver I'(les)antécédent(s) d'un nombre
o 2 blbe c c 0@ 000 0B o0o000B 0000
—1
}
-1
S
=P b= s ccmocacfoanomoncom —~2 4+
-3 L e -3 L
on place x sur 'axe des abscisses on trace une horizontale
on se déplace verticalement passant par cette valeur
pour rencontrer 6y a partir des points d’intersection, on se
on lit f(x) sur I'axe des ordonnées déplace verticalement vers I'axe des abscisses
pour lire les antécédents
‘ Limage de 1 par f est —2 ‘
Les antécédents de 1 par f sont 0 et 4.
\, J

Exemple : Soit f la fonction dont on donne la courbe représentative 6 suivante :

1. Utiliser le graphique pour déterminer les valeurs de f(—4), f(-3) et f(0).
Ona f(-4)=-1, f(-3)=0et f(0)=—-1,5
2. Déterminer les images par f de 1 et 3.
Ona f(l)=-1let f(3)=1,5
3. Trouver le ou les antécédents par la fonction f, s’ils existent, des nombres % i —let2.
Les antécédents de 3 sont —2 et 2,4.
Les antécédents de —1 sont —4, —0,5 et 1.
L'antécédent de 2 est 3,4.
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PROPRIETES EVENTUELLES D’UNE FONCTION

Parité

Définition 4 : Fonction paire, fonction impaire

» Ondit que f est paire, si 2 est symétrique par rapport a 0 et si pour tout x € 2y,
fl=x)=fx)
* Ondit que f est impaire, si 2 est symétrique par rapport a 0 et si pour tout x € Py,

f=x)=—f(x)

Remarque : La condition « @ ¢ est symétrique par rapport a 0» ne doit pas étre oubliée lorsque
I'on démontre qu'une fonction est paire ou impaire.

Par exemple, une fonction f : [-1;2] — R, quelque soit son expression, ne saurait étre paire
ou impaire, puisque son ensemble de définition [—1;2] n’est pas une partie de R symétrique
par rapporta 0.

Méthode 2 : Etudier la parité d'une fonction

On procede toujours en deux temps :

1. On vérifie que 9 est symétrique par rapporta 0.

2. On exprime f(—x) al'aide de f(x), pour tout x € Dy.

X
Exemple : La fonction définie sur R par f: x — 132
X

X
v 1re2 . W

est impaire car

fl=x)=

Théoréme 1 : Interprétation graphique

* Si f est paire, sa courbe représentative est symétrique par rapport a '’axe des ordonnées.
« Si f estimpaire, sa courbe repr§entative est symétrique par rapport a I'origine du repére.

-3 - -1 1 2 3
NN/ -1
S~ | 2 3 2|

Courbe représentative d’'une fonction paire Courbe représentative d’'une fonction impaire
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Monotonie

Définition 5 :

———
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

1. f estcroissante surlsi: 3. f estdécroissante surlsi:

Vx,yel, x<sy= f(x)< f(y) Vx,yel, x<sy= fx) = f)

2. f eststrictement croissante surlsi: 4. f eststrictement décroissante surIsi:

Vx,yel, x<y= f(x) < f() Vx,yel, x<y= f(x)> f()

Lorsque f est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou décroissante), on dit que

f est monotone (resp. strictement monotone).
Enfin, f est dite constante sur I lorsque : Vx,yel, f(x)=f). )

Remarque :
e On dit qu'une fonction croissante conserve |'ordre et qu'une fonction décroissante

inverse 'ordre.
« Il existe des fonctions qui ne sont pas monotones, c’est-a-dire qui ne sont ni crois-

santes ni décroissantes.

Fonctions bornées

Définition 6 :

(ot F oo . -
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est:

» majorée lorsqu’elle vérifie + minorée lorsqu’elle vérifie

IMeR, VxeD, fosM ImeR, VxeD, f)=m
Le cas échéant, on dit que M est un ma- Le cas échéant, on dit que M est un mi-
jorant de f. norant de f.
o bornée lorsqu’elle est a la fois majorée ef minorée. )

Remarque : Graphiquement, une fonction f est majorée par un réel M (resp. minorée par un
réel m) lorsque sa courbe représentative est située au-dessous (resp. au-dessus) de la droite

horizontale d’équation y = M (resp. y = m).

Fonction minorée Fonction majorée Fonction bornée

5
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FONCTIONS USUELLES

Fonction carrée

Soit f: x — x? la fonction carrée, dont la courbe repré-
sentative est donnée ci-contre.
» Son ensemble de définition est 27 = R.
e 2 et -2 ontlaméme image par la fonction carrée, a
savoir 4.
En effet, 22 = (=2)? =4
e Les antécédents de 2 par la fonction carrée sont
V2 et —/2.
En effet, les deux solutions de 1'équation x? = 2
sontx=+v2etx=—2.
J e —1 n'a pas d’antécédent par la fonction carrée,
______________________________ puisque I'équation x*>= -1 n’a pas de solution
réelle.

Théoreme 2 : La fonction carrée fR=R; x— x?

 est a valeurs positives;
e est paire;
¢ est strictement décroissante sur ] —oo; 0] et strictement croissante sur [0; +oo[;

Fonction cube

SRR B y:x _ Soitglafonction cube g: x — x* dontla courbe représen-
Y= 2 tative est donnée ci-contre.
1! :  Son ensemble de définition est 2 = R.

o —1apourimage —1.En effet, g(-1) = (-1)° = —1.

e 2 apour unique antécédent par g, le nombre, noté
V2=1,26.

 En fait, tout élément y € R admet un unique anté-
cédent x par g, noté /y.
On dit que la fonction cube g : x — x3 est une bi-
jection de R sur R.

Théoreme 3 : La fonction cube fiR—R; x— x3

¢ estimpaire;
e est strictement croissante sur R;
e n'est ni majorée, ni minorée sur R.
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Fonction inverse

e estimpaire;

1
Théoréme 4 : La fonction inverse fiR* - R*; x— —

1
Soit h la fonction inverse h : x — — dont

la courbe représentative est donr)fée ci-
contre.
e Son ensemble de déﬁniti<1)n est
2, =R\ {0} =R"*. En effet, — n’est
pas défini pour x = 0. *
e 'image de 1 est 1 et I'image de
~1 est —1. En effet, h(1) = | et
h(-1) =4 =-1.

o . 1
e Lunique antécédent de 3 est 3.

X

e est strictement décroissante sur | —oo;0[ et sur ]0; +oo[;
 n’est ni majorée, ni minorée sur R*.

Fonction racine carrée

Soit i la fonction racine carrée i : x — /x.

» Sa courbe représentative est la branche
de parabole obtenue par symétrie par
rapport a la droite y = x de la courbe
représentative de la fonction carrée sur
I'intervalle R,..

e Son domaine de définition est

2 =Ry
e Lesimagesde0, 1,2 et3sont:
i0)=v0=0 iH)=v1=1

i2)=v2=~1,41 i3)=v3=~1,73

e —1n’apas dantécédent par la fonction
racine carrée.

Théoreme 5 : La fonction racine carrée

e est strictement croissante sur R, ;
o est minorée par 0 mais n'est pas majorée.
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OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

Définition 7 :

—
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur 25 et Zg.
* Addition. f + g désigne la fonction définie sur Py NP, par:

VX€DrNDg, (f+8)(x) = f(x)+g(x)

 Multiplication. f g désigne la fonction définie sur 2y N9, par:

VXeEDrnDe,  (fgx)=f(x)xgkx)

 Division. g désigne la fonction définie D = 27 N Pg \ { solutions de g = 0} par:

VxeD, (i)(x)=M
8 g(x)
Remarque : Les symboles « réunion » U, «intersection» N et « privé de» \

Soient A et B deux ensembles.
e On appelle réunion (ou union) de A et B, notée AU B, '’ensemble des x tels que :

xeA Oou x€eB

AUB Par exemple,

siA=1{1;2;4;7} et B =1{2;3;7;8;9},

‘ alors

AuB=1{1;2;3;4,7;8;9}

» On appelle intersection de A et B, notée AN B, 'ensemble des x tels que :

X€EA ET X€EB

ANnB
Par exemple,
‘ si A=[1;3] et B=[-1;2], alors
ANnB=[1;2]

e Onnote A\B (lire A « privé de B »), 'ensemble des x tels que :

X€EA ET x¢B

A\B Par exemple,

siA=1{1;2;4;7} et B =1{2;3;7;8;9},

‘ alors

A\B = {1;4}
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Exemple : Soit f : R — R; x — x> -1 et g: R, — R; x — /x. Pour chacune des fonctions
suivantes, déterminer son domaine de définition et son expression.

1. f+g
f est définie sur R et g est définie sur R, donc f + g est définie sur RNRy =R,

2. fg
f est définie sur R et g est définie sur R, donc f g est définie sur RNR, =R,

3. &

f

f est définie sur R et g est définie sur R,. De plus, f(x) =0 < ¥X-1=0 < x
1 &< x=1oux=-1.Donc % est définie sur RNR, \ {—1;1} =R, \ {1}

Définition 8 : Composition de fonctions

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur 2 et Z¢. La composée de f suivide g, notée
go f, est définie pour les x € Dy tels que f(x) € Dg par:

2:

gof(x)=g(f(x)

On peut schématiser cette situation via le diagramme suivant :

gof

avecD ={x€ Py | f(x) € Dg}.

Exemples :
e Soit f(x) =3x—4et g(x) = x*. Ces deux fonctions sont définies sur R, donc la fonction
go f est définie sur R. De plus,

gof(x)=g(f(x) =gBx—4) = (3x—4)*

e Soit f(x) = x> +1 et g(x) = y/x. La fonction f est définie sur R et g est définie sur R, .
Par ailleurs,
¥*+120 < x*>-1 < xeR

Donc, go f est définie sur R. Enfin,

gof)=g(f(x)=g(x*+1)=Vx2+1
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Méthode 3 : Déterminer I’ensemble de définition d'une fonction

» Fonctions usuelles

o Une fonction polynomiale est définie sur R.

¢ Une fraction rationnelle est définie sur R privé des valeurs qui annulent son dénomina-
teur. En pratique, on résout ainsi I'équation « dénominateur =0 ».

¢ Lafonction racine carrée est définie sur R, .

» Fonctions quelconques. On commence par déterminer la forme de 1'expression (somme,
produit, quotient, composée), puis

© pour une somme ou un produit : déterminer 'ensemble de définition de chacun des
termes/facteurs et prendre l'intersection de ces ensembles;

© pour un quotient : prendre 'intersection des ensembles de définition respectifs du nu-
mérateur et du dénominateur et enlever encore les valeurs qui annulent le dénomina-
teur;

o pour une composée : déterminer I'ensemble de définition de la premieére fonction et
exprimer la condition assurant que I'image de la premiere fonction est dans 'ensemble
de définition de la seconde fonction.

En particulier, une composée de la forme \/f est définie lorsque f I'est ET lorsque
f(x)=0.

v

Exemples : Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes :

1.

2.

fx)=x3-3x*+2x-5
f estun polynéme donc f est définie sur R.

2x+3
glx) = 4x-1
g est une fraction rationnelle donc g est définie sur R\ {V.I}. De plus, les valeurs inter-
dites sont les solutionsde 4x—1=0 < 4x=1 < x = %. Donc, g est définie sur
/RR\ {3}.
h(x) =4x—-1+x
h estla somme de la fonction x — 4x— 1 définie sur R et de la fonction x — /x définie
sur R, donc h est définie sur RNR; = /RR,.

Vx

i(x)=—
X

i est le quotient de la fonction x — /x définie sur R, et de la fonction x — x définie
sur R et qui s’annule en 0. Dongc, i est définie sur RN R\ {0} =R}

jxX)=Vx?2-5x+6

j estdelaforme /f avec f(x) = x?~5x+6. f est définie sur R. Il nous reste a résoudre
x%2 —5x+ 6 = 0. Pour cela, il nous faut établir le tableau de signe de x*> = 5x+6. Com-
mencons par calculer le discriminant : A = (=52 —-4x1x6=25-24=1.11 y a donc
deux racines qui sont :

5-1 5+1
X1=——=2 et Xp=——=3
2 2
On en déduit le tableau de signe suivant :
X —00 2 3 +00
Szlgne de L0 - 0 4+
x“—=5x+6
Dongc, j est définie surt=o0;210{3;+ooft:

10
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FONCTION BIJECTIVE

e pourtoutxel, f(x)e]

Iéquation f(x)=y:

Vxel, Vye],

N
Soient I et ] deux intervalles. On dit qu'une fonction f est une bijection de I dansJ ouque f:1— 7)
est bijective si les deux conditions suivantes sont réunies :

e pour tout y €], il existe un unique x € I tel que f(x) = y.

On peut alors définir une fonction appelée bijection réciproque ou fonction réciproque de f,
notée f~1, définie sur J et a valeurs dans I, et qui a un réel y € J associe I’ unique solution x € I de

y:

f(x) = x=f"1y

Pour la fonction cube f:R — R; x — x2 dont
la courbe est représentée ci-dessus, on ob-
serve graphiquement que tout élément y de
R admet un unique antécédent x.
Autrement dit, pour toute ordonnée y € R,
il existe une unique abscisse x € R telle que
y=x.

f estune bijection de R sur R.

Pour la fonction carrée g : R — R;x — x?

dont la courbe est représentée ci-dessus, la
situation varie selon le signe de y. Graphi-
quement :

« tout y > 0 admet deux antécdents par

g £V

e tout y < 0 n"admet aucun antécédent.
Du fait de I’absence de 'unicité ou de 'exis-
tence pour les antécédents de y, la fonction
carrée ne définit pas une bijection de R sur
R.

Remarque : En revanche, x — x? définit une bijection de Ry surR,.

Exemple: f(x)=3x—4réalise une bijection de R dans R.

11
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EXERCICES

Images et antécédents

1. Sur la figure ci-dessous, on donne la courbe représentative €y d’'une fonction f
Déterminer graphiquement (aucune justification n’est demandée) :

1

. I'image de 3 par f f. le tableau de signes de f

b. f(8) et f(0)

. 'ordonnée du point de € d’abscisse
5 h. le maximum de f et pour quelle va-

leur il est atteint

g. le tableau de variation de f

]

&

les éventuels antécédents de —7 par f

. les solutions de I’équation f(x) =0 i. la solution de I'inéquation f(x) >5

]

2. Soit g la fonction définie sur [-1;8] par g(x) = (x—3)*— 16
a. Développer, réduire et ordonner g(x)
b. Factoriser g(x)
c. Déterminer algébriquement en utilisant la forme de g(x) qui convient le mieux :
i. 'imagede3 parg
ii. xtelque g(x)=0
iii. les antécédentsde —7 par g
d. Donner un tableau de valeurs de le fonction g pour des valeurs allant de —1 a 8.
e. Tracer €, sur le graphique ci-dessus

f. Résoudre graphiquement f(x) = g(x)

12
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m Déterminer dans chacun des cas :

1. I'image de —2; 0 et 3 par la fonction f définie sur R par f(x) =3x*+5x+1;
4x+1
2x-3’

3. I'image de —1; 0 et 3 par la fonction h définie sur R par h(x) = (2x—5)(3x+1).

3
2. I'image de —3; 0 et 1 par la fonction g définie sur R\ {5} par g(x) =

m Déterminer dans chacun des cas, si c’est possible :

1. les antécédents de 2; —1 et 0 par la fonction f définie sur R par f(x) = —2x;
2. les antécédents de 2; —1 et 0 par la fonction g définie sur R par g(x) =5x+1;
3. les antécédents de 2 et 0 par la fonction h définie sur R par h(x) = 2x%+1;
2 2x+1
4. les antécédents de 2; —1 et 0 par la fonction i définie sur R\ {5} pari(x) = 3x_2 ;
x —
5.

les antécédents de 5 et 1 par la fonction j définie sur R par j(x) = x> +5x +5.
Parité, monotonie et bornes
Soit f(x) = Vx?+1.

1. Déterminer 'ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est paire. Que peut-on en déduire sur sa représentation graphique?

m Etudier la parité de la fonction f dans les cas suivants :

1. f définie sur R par f(x) =3x; 3 .

2 _ )
2. f définie sur R par f(x) = X+ x; XT—4

1
3. f définie sur R par f(x) = x3-2x; 6. f définiesur R\ {2} par f(x) = ——;
2—Xx

4. f définie sur R par f(x) = V2x? +3; .
5. f définie sur R\ {-2;2} par f(x) = 7. f définie sur R* par f(x) = 1=

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = T2
X

1. Etudier la parité de f.

2. On admet que f est décroissante sur [0; +oo[. En déduire, d’apres la question précé-
dente, le sens de variation de f sur | —oo;0]. Dresser alors le tableau de variation de f
sur R.

3. Montrer que pour toutréel x, 0 < f(x) < 1.

Tracer une courbe susceptible de représenter graphiquement la fonction f, dont le
tableau de variations est donné ci-dessous :

fx) \ / \

13
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m Soit f une fonction définie sur R, dont voici le tableau de variations. Les affirmations
suivantes sont-elles vraies ou fausses?

f est croissante sur [-1;3];

f est décroissante sur [2; +o00l; x 0 2 +00

Vxe[0;2], f(x)<1; 3

A R, <3;
T f(X) f(x) / \
dxeRy, f(x)<0;

-1

AxeRy, f(x)=4;

f@)<f@);
= f@.

NSO Dd

m f estune fonction définie sur R.
Pour chaque implication, dire si elle est vraie ou fausse. Justifier la réponse.

1. Si f est croissante sur [0;2], alors f est croissante sur [0;1].
2. Si f(0) < f(1), alors f est croissante sur [0; 1].
3. Si f aun maximum en 1 sur [0; 1], alors f est croissante sur [0;1].

4. Si f n’est pas croissante sur [0; 1], alors f est décroissante sur [0;1].

Composition de fonctions

3.10

1. Donner le domaine de définition ainsi que la forme de la fonction fog, go f, fo f et
go g pour les fonctions f et g définies de la facon suivante :
a. f(x)=2x>—-xetg(x)=3x+2;
1
b. f(x)=1-x*etg(x) = =

c. f(x)=v2x+3etg(x)=x>+2.

2. Donner le domaine de définition ainsi que la forme de la fonction f o go h pour les
fonctions f, g et h définies de la fagon suivante :

a. f(x)=x+1,g(x)=2xeth(x)=x-1;
b. f(x)=Vx-1,gx)=x*+2eth(x)=x+3.

3. Donner le domaine de définition des fonctions F suivantes et les mettre sous la forme
fogou f et g sontadéfinir:

2

F(x) = —
a. F(x) = :
x2+4

b. F(x) =V x2+1.

14
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Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1. x*-5x2+2x+1

2. x+x

16x2-2x+8

x2+5x+

6

4. Vx2+3x-10

xX+6

T x2+5x+1

6. vV3x-2

Bijection

10

11.

8x2—-5x+3
x2—-5x+6

8. Vx2-3x-18
1
—+Vx
X

©

VX +T7+V2x2-3x-9
x> +5x—7

V2x2+3x-2

3—x
12.

4x—1

2—x
13. —

2+x
14. vVx+1+

Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = —3x +4 est une bijection de R dans

R.

KM KY Dites d’apres le graphe, si les fonctions suivantes sont bijectives? On précisera bien
les ensembles de départ et d’arrivée.

8

T ——

y
\ 47
\ 1
\"\:'1 i
i
y

~

Soit f: [1;+oo[— [0; +oo] telle que f(x) = x> — 1. f est-elle bijective?

15




Cours de mathématiques ECT1

CORRIGE DES EXERCICES

1.

a. L'image de 3 par f est 8.
b. f(8)=—7et f(0)=—7
c. Lordonnée du point de € d’abscisse 5 est 8
d. Les antécédents de —7 par f sontO0 et 8.
e. Les solutions de ’équation f(x) =0sont1 et 7.
f. Le tableau de signesde f :
X -1 1 7 8
Signe de ~ 0 + 0 -
f®
g. Le tableau de variations de f :
X -1 4 8
9
Variations de / \
f
-16 =7
h. Le maximum de f vaut 9 et il est atteint en x = 4.
i. Lasolution de I'inéquation f(x) >5 est:.% =]2;6].
a. Ona:
g(x)=(x-3)%-16=x*-6x+9-16=x*—6x—7
b. g(x) estdelaforme a? — b* avec a = x—3 et b = 4. Ainsi,
gx)=(a-b)(a+b)=x-3-4)x-3+4)=(x-7)(x+1)
c. i. Onag3)=(B-3)2-16=0°-16=-16.
ii. Onag(x)=0 <= (x-7(x+1)=0 <= x—-7=00ux+1=0 < x=70ux=
—1. Ainsi, & ={-1;7}.
iii. Onagx)=-7 < x*-6x-7=-7 < x*-6x=0 < x(x—6)=0 < x=
0 ou x = 6. Ainsi, les antécédents de —7 par g sont 0 et 6.
d. On ale tableau de valeurs suivants :
X -1 0 1 2 3 4 5 6 |78
gx)| 0 | -7 |-12|-15|-16|-15|-12 | -7|0 19
e. On obtient le graphique suivant:
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f. Graphiquement,ona f(x) = g(x) < x=-7oux=7.Ainsi, ¥ ={-7;7}.

1. Ona:
f(=2)=3x(-2)?+5x(-2)+1=3x4-10+1=12-10+1=3
f(0)=3%x0°+5x0+1=0+0+1=1
f(3)=3x3%+5x3+1=3x9+15+1=27+15+1=43
2. Ona:
4x(-3)+1 -12+1 -11 11
g(—g): = = = —
2x(-3)+1 -6-3 -9 9
(0)_4x0+1_ 11
=5 0-3 3 3
(1)_4x1+1_ 5 _ 5
S 13T 7
3. Ona:

h(-1)=2x(-1)-5@Bx(-1)+1)=-7x-2=14
h(0)=2x0-5)(3x0+1)=-5x1=-5
h(3)=2x3-5)(3x3+1)=1x10=10

17
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1. Ona:
e Antécédentde?2:

2
fX)=2 <= -2x=2 < x:—2:—1

Donc, 2 a pour unique antécédent —1.
e Antécédentde —1:

fX)=-1 ¢ 2x=-1 << x=

I|I
DN | =
N =

1
Donc, -1 a pour unique antécédent 7

e AntécédentdeO: 0
fX)=0 < -2x=0 < x:—2:O

Donc, 0 a pour unique antécédent 0.

2. Ona:
e Antécédentde?2:

1
gx)=2 < 5x+1=2 < 5x=1 < ng
. L. 1
Dong, 2 a pour unique antécédent z
o Antécédentde —1:
2
g)=-1 <<= 5x+1=-1 < 5x=-2 < x:_g
. L 2
Donc, —1 a pour unique antécédent et
e AntécédentdeO:

1
gx)=0 <= 5x+1=0 <<= 5x=-1 << x:_g

1
Donc, 0 a pour unique antécédent — 5

3. Ona:
e Antécédentde2:

1 1 1
h(x)=2 < 2x°+1=2 < 2x°=1 (=>x2:5 (:))c:\/;oux:—\/;

1 1
Dongc, 2 a deux antécédents : —\/; et \/; .

e AntécédentdeO:
h(x) =0 < 2x°+1=0 < 2x*°=-1

Or, un carré ne peut étre négatif. Donc, 0 n’a pas d’antécédent par h.

4, Ona:

18
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e Antécédentde?2:

. 2x+1 2x+1 2x+1-23x-2) —-4x+5
i(x)=2 < =2 -2=0 = =0 =
3x-2 3x-2 3x-2 3x-2

2
Il y a une unique valeur interdite x = 3 (indiquée dans I’énoncé). Par ailleurs,
5
—4x+5=0 < —4x=-5 <= x:Z

5
Donc, 2 a pour unique antécédent T
e Antécédentde —1:

. 2x+1 2x+1 2x+1+3x-2 5x-1
I(x)=-1 =-1 +t1=0 = ——— =0 < =0
3x-2 3x-2 3x-2 3x-2
. 1
Par ailleurs,5x—1=0 < x = 5
1
Donc, —1 a pour unique antécédent 3
e AntécédentdeO:
. 2x+1
I(x)=0 =0
3x-2

1
Par ailleurs,2x+1=0 < x = —3

Donc, 0 a pour unique antécédent — 7

5. Ona:
e Antécédentde5:

j(x)=5 < X’ +5x+5=5 < xX’+5=0 < xX(x+5)=0 << x=0o0ux=-5

Donc, 5 a deux antécédents : 0 et —5.
e Antécédentdel:

jX) =1 X +5x+5=1 < x*+5x+4=0

On calcule le discriminant: A =25-16 =9. Il y a donc deux racines :

-5-3 -54+3
X)=——=-4 et Xo = =
2 2

Donc 1 a deux antécédents : —4 et —1.

1. La fonction f est de la forme /u avec u(x) = x? + 1. Pour déterminer '’ensemble de
définition de f, il faut donc résoudre u(x) = 0. Or, il est clair que pour tout x € R,
u(x) = x> +1=0. Donc,

=R
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2.

PD—‘

PourtoutxeR,ona:

fE0=V(E=02+41=Va2+1 = f(x)

Dong, f est paire. On en déduit que le graphe de f est symétrique par rapport a I'axe
des ordonnées.

. Ona f(—x) =3 x (=x) = =3x = — f(x) donc f estimpaire.

Ona f(-x) = (-x)? + (—x) = x> — x qui n’est ni égal a f(x) ni a — f(x). Donc, f n'est ni
paire ni impaire.

Ona f(-x) = (-x)3-2x(-x) = —x>+2x et — f(x) = — (x> —2x) = —x°> +2x. Donc, f est
impaire.

4. Ona f(-x) = V2x(=x)2+3=V2x2+3= f(x) donc f est paire.

5. Ona f(—x) = (—x)32 = x23—4 = f(x). Donc, f est paire.

6. Ona f(—x) = . z—x) = 2-11—x quin’estni égal a f(x) nia — f(x). Donc, f n'est ni paire
ni impaire.

7. Ona f(-x)=1- -y =1- % = f(x). Donc, f est paire.

. Onaf(-x) =

11
1+(-x)2  1+x2
La fonction f étant paire, son graphe est symétrique par rapport al’axe des ordonnées.
Puisque f est décroissante sur [0; +oo[, on en déduit que f est croissante sur | —oo; 0].

= f(x). Dong, f est paire.

Ona f(0= T2 02 1. On en déduit le tableau de variations suivant :

X —00 0 +00

1

fo T T

On en déduit que pour tout x, f(x) < L. Par ailleurs, il est clair que f(x) = 0. Ainsi,

0<sf(x) <1
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La courbe suivante convient :

'3

\ (gf

. FAUX. f est croissante sur [0;2].

. VRAL

. FAUX. Puisque f(2) = 3.

. VRAL

. VRAL

. FAUX. Puisque le maximum de f est 3.
FAUX. Car f est décroissante sur [2; +ool.
FAUX. Car f est croissante [0;2].

@Nmm»wmua

VRAL

FAUX.
FAUX.
FAUX.

H
N L

1. a. Ona:
fog®)=f(gx)=fBx+2)=2xBx+2)*-(3Bx+2)
=2x(9x*+12x+4)-3x-2
=18x*+24x+8-3x—-2
=18x>+21x+6
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gof(x)=g(f(x) =gR2x*—x) =3 x (2x* —x) +2
=6x>—3x+2

fof(x)=f(f(x)=f2x*-x)
=202x* - x)* - (2x* - x)
= 2(4x4 — 433 + x2) —2x%+x
=8xt-8x*+2x*-2x°+x

=8x*-8x3+x

gogx)=g(gx)=gBx+2)
=3(3x+2)+2
=9x+6+2
=9x+8

Ces quatre fonctions sont des polynémes, donc
Dfog =Dgof =Dfof =Dgog =R
b. Ona:

1
fomm:f@un:ﬂ;)

gof(x)=g(f(x)=gl-x%
1
1-x3

fof)=f(fx)=f01-x%
=1-(1-x°)°

1
gomm:g@un:m;)
1

-1
X

=Xx
f o g estune fraction rationnelle. Lunique valeur interdite est x = 0 donc

@fog =R\ {0} =R*
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go f estune fraction rationnelle. Lunique valeur interdite est x = 1 donc

Dgor =R\ {1}
fo f estun polynome donc
Doy =R
go g estun polynéme donc
Pgog =R

c. Ona:

fogx) = f(gl) = f(x*+2)
=V2(x2+2)+3
=V2x2+4+3
= V2x2+7

gof(x)=g(f(x) =g(V2x+3)
=(V2x+3)%+2
=2x+3+2
=2x+5

fof()=f(f(x)=fV2x+3)
=\2V2x+3+3

gog(x)=g(gx) =g(x*+2)
= (x> +2)°%+2
=x*+4x* +4+2
=x*+4x*+6

fogestdelaforme /uavec u(x) = 2x*+7. Pour trouver le domaine de fo g, il faut
résoudre 2x2 + 7. Or, il est clair que 2x? + 7 = 0 pour tout x € R donc

Dfog =R
go f estun polynome donc
Dgor =R

fo f estdelaforme /u avec u(x) = 2v/2x+3 + 3. 1l faut tout d’abord que u soit
bien définie et que donc 2x+3 =0, i.e x = —%. Ensuite, on a clairement u(x) =0
pour tout x = —%. Ainsi,

3
Do = [—§;+OO[

go g estun polynéme donc
Dgog =R
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2. a. Ona:

fogoh(x)=f(gh(x)) = f(gx—1))
=f2x-1)
=2(x-1)+1
=2x-2+1
=2x-1
fogohestun polyndbme donc
@fogOh =R
b. Ona:

fogoh(x)=f(g(h(x) = f(gx+3))
= f((x+3)*+2)
= f(x* +6x+9+2)
= f(x* +6x+11)

—Vx2+6x+11-1

=Vx2+6x+10

fogohestdelaforme /u avec u(x) = x*> + 6x + 10 donc pour trouver le domaine
de f o go h, il nous faut résoudre u(x) = 0. Pour cela, on calcule A = 36 —40 = —4.
Donc, pour tout x, x> +6x+ 10 > 0. Ainsi,

9 fogoh = R

3. a. F est une fraction rationnelle donc 2 = R\ {V.I}. Les valeurs interdite sont les so-

lutions de x> +4 =0. Or, x’ +4=0 < x? = —4. Un carré n’étant jamais négatif, il

n'y a pas de solution. Donc,

2r =R
X
Posons par ailleurs, f(x) = X2 et gx) = Pt Alors,ona:
X

F=gof

b. F est de la forme vu(x) avec u(x) = x' + 1. Pour trouver le domaine de F, il faut
résoudre x* + 1 < 0. Or, il est clair que x? +1 = 0 pour tout x donc

P2r=R
Posons par ailleurs f(x) = X2 et gx)=vx+1.Alors,ona:

F=gof
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1. f(x)=x*-5x%+2x+1 est un polynéme donc

@f =R
2. f(x)=x++/xestdelaforme u+vavec u(x) =xetv(x) =v/x.Ona2, =Ret 2, =R,.
Donc,
9]" :9un@y :ROR+ :R+
16x°>-2x+8
3. f(x) = —————— est une fraction rationnelle donc 2y = R\ {V.I}. Pour déterminer

x2+5x+6
les valeurs interdites, on doit résoudre x2 +5x + 6 = 0.

OnaA=25-24=1.0nadonc deux solutions:

-5-v1 -5-1 -6 —5+1 -4
X1 = = =—=-3 et Xo = =—==-2
2x1 2 2 2 2
Ainsi,
@f =R\ {-3;-2}

4. f(x)=Vx2+3x-10estdelaforme vu(x) avec u(x) = x*> + 3x — 10. Donc, pour déter-
miner le domaine de f, il faut résoudre X*+3x-10=0.
OnaA=9+40=49.1lyadoncdeuxracines:

-3-7 ~3+7
X1=——=-5 et Xo = =2
2 2
On en déduit le tableau de signes suivant :
X -0 -5 2 +00
Signe de
+ 0 — 0 +
x*+3x-10

Df =] —00;=5] U [2;+00[

X+6
5. f(x)= Tairrl est une fraction rationnelle donc 2 ¢ = R\ {V.I}. Pour déterminer les
X

S5x+1
valeurs interdites, on calcule A = 25 -4 =21. 1l y a donc deux racines qui sont :
-5-v21 -5+v21
X=—" et Xp=——
2 2
Donc,

-5—-v21 -5+v21
oy [, 2o

6. f(x) =+v3x—2estdelaforme /u avec u(x) = 3x — 2. Pour déterminer le domaine de
définition de f, il faut donc résoudre I'inéquation u(x) =0.On a:

3
3x—-220 < 3x=22 < ng

Donc,

3
D= [§;+OO[
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. f(x)_8x2—5x+3
) ~ Xx2-5x+6

les valeurs interdites, on résout x> —5x+6 =0. On calcule A=25-24=1.11 y adonc
deux racines qui sont :

est une fraction rationnelle donc 2 r =R\ {V.I}. Pour déterminer

5-1 5+1
X1=——=2 et Xo=——=3
2 2
Donc,

¢ =R\ {2;3}

8. f(x) = Vx2-3x-18 estde la forme /u avec u(x) = x*> —3x — 18. Pour déterminer le
domaine de définition de f, il faut résoudre u(x) = 0. On calcule donc A =9+ 72 = 81.
Il y a donc deux racines qui sont :

3-9 9+3

X1=——=-3 et Xp=——=6

2 2

On en déduit le tableau de signes suivant :
X —oco -3 6 +00
Signe de
+ 0 — 0 +
x?-3x-18

Donc,
Df =] —00;-3] U [6;+o0[

9. f(x) = % + v/ x est de la forme u + v avec u(x) = % et v(x) = v/x. Donc, Dr=9uNDy.
On a par ailleurs, 2, = R* et 2, = R,.. Ainsi,

@f:Rj_

10. f(x)=Vx+7+V2x2-3x~-9estdelaforme u+vavec u(x) = vVx+7etv(x) = vV2x2—-3x-9.
Donc, ¢ =2,ND,.
e Domainede u:
Onrésoutx+7=0.0Ona:
X+720 < x=-7

Donc,
Dy =[-7;+o0[
e Domainede v:
Onrésout 2x* —3x—9=0.0na A =9+72=81.1lyadonc deux racines qui sont :

3-9 3 3+9
X1=—"=-z et Xp=——=3
4 2 4

On en déduit le tableau de signes suivant :

X —00 —% 3 +00
Signe de
+ - +
2x>-3x-9 9 °

Dong,

Dy =]—oo;—g]U[3;+00[
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Conclusion : 5
@f = [—7;—5] U [3; +oo]
2
xX“+5x-7 u
11. f(x) = ————— est de la forme — avec u(x) = X +5x—7etv(x)=vV2x2+3x-2
V2x2+3x-2 v
donc

Dr=2,NDy \{x;v(x) =0}

e Domainede u:
u est un polynéme donc
@u = R

e Domainede v:
Onrésout2x?+3x—2=0.0naA =9+ 16=25.1lyadonc deux racines qui sont :

-3-5 -3+5
X)j=——=-2 et Xp = =

1
4 4 2

On en déduit le tableau de signes suivant :

1
X —00 -2 — +00
2
Signe de
+ - +
2x2+3x-2 ¢ 0

Dong, .
Py =] -o00;-2]U [§;+00[
e Solutionde v(x) =0:
Les solutions de v(x) = 0 sont les x tels que 2x* +3x—2 = 0. On a déja vu que les

solutions de cette équation sont —2 et 2
Conclusion : .
Dy =1—00;—2[U]Z;+ool

VvV3-x \/ 3—x 3—x
12. f(x) = = est de la forme u avec u(x) = ——. Pour déterminer le
S Viax -1 4x -1 \/_ (%) 4x -1
domaine de définition de u, il faut donc résoudre u(x) =0.0On a:
3—x=0< x=3

1
4x—-1=0 <= 4x=1 <:>x:1

On en déduit le tableau de signes suivant :

1
X —00 — 3 +00
4
3—x + + 0 -
4x -1 - 0 + +
Signe de
3—x - + 0 -
4x -1
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Donc,
1
Dr=]—;3
=1 1 ]
—X 2—-x , . .
13. f(x) = est de la forme /u avec u(x) = Sy Pour déterminer le domaine de
X X

définition de u, il faut donc résoudre u(x) =0.0On a:
2—-x=0<—= x=2

2+4x=0 < x=-2

On en déduit le tableau de signes suivant :

X —-o0 =2 2 +00
2-x + + 0 -
2+x - 0 + +
Signe de
2—-x - + 0 -
2+x
Donc,
@f:]Z;Z]

1
14. f(x)=vx+1+ 3 est de la forme u + v avec u(x) = vx+1et v(x) =8 - x* donc

x3

e Domainede u:
Il nous faut résoudre x+1=0.0Ona:

X+1=20 << x=-1

Dong,

e Domainede v:
La fonction v est une fraction rationnelle ayant pour unique valeur interdite x =2
donc
2, =R\ {2}

Conclusion:
@f =[-1;2[U]2; +o0]

SoityeR.Ona:
—-4+y
-3

f)=y & -3x+4=y < -3x=-4+y < x=

Ainsi, pour tout y € R, il existe un unique x € R tel que f(x) = y. Donc, f est bien une bijection
de R dans R.
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1. f estune bijection de R* dans R*.
2. f n’est pas une bjection de R dans [—4;4].

3. f n’est pas une bijection de R dans R, mais est une bijection de R, dans R, et de R_
dansR,.

S

. [ estune bijection de R dans R.

[3)]

. f n'est pas une bijection (ce n’est méme pas une fonction).

=2}

. f estune bijection de R dans R}

m Soit y € [0;+oo[ et x € [1;+00[. On a:
f)=y = ¥’ -1l=y = x’=1+y <= x=+/1+y

Ainsi, pour tout y € [0; +o0], il existe un unique x € [1; +oo[ tel que f(x) = y. Donc, f est bien
une bijection de [1; +oo[ dans [0; +ool.
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