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DEFINITION ET EXEMPLES

Définition 1 :

. 0 . N . b )
On appelle systeme linéaire de n équations a p inconnues x;, ..., x;, tout systeme (S) de la forme:
ajxy + aypxp + ... + al_pxp = b1
ai1Xy + dgpxp + ... + @Q.pXp = bz
) . : . .
ap1X1 + ap2X2 + ... + appXp = by

ou a; j et b; désignent des réels supposés connus.

La i-eme équation du systeme (S) est notée L; et s’appelle la i-eme ligne du systeme (S).
Résoudre le systeme (S), c’est déterminer tous les (x1,..., x,) vérifiant les n équations du systeme.
\Si pour tout i dans [1; n], on a b; = 0, on dit que le systeme (S) est homogene.

v

Exemple :
o Le systeme suivant est un systeme de deux équations a deux inconnues :
2x+y=1
x—y =-4

(—1,3) est solution. En effet, ona2x (-1)+3=-2+3=1let—-1-3=—4.
o Le systeme suivant est un systeme homogene de trois équations a trois inconnues :

2x+y+5z =0
x=-3y+z =0
3x-2y+6z=0

Notons que le triplet (0,0,0) est solution, mais il y a peut-étre d’autres triplets solu-
tions...
o Le systeme suivant est un systeme de trois équations a deux inconnues :

X+5y =-2
3x+y =0
-x+2y=1

Remarque :

e Il ne faut pas croire qu’'un systeme linéaire admet toujours une unique solution! En
effet, certains systemes linéaires admettent une infinité de solutions et d’autres n’ad-
mettent aucune solution.

» En pratique, on rencontrera principalement des systemes de deux équations a deux
inconnues ou bien des systémes de trois équations a trois inconnues.

Définition 2 : Systemes équivalents
' On dit que deux systemes S et S’ sont équivalents s'ils ont les mémes solutions. )
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RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Méthode par substitution

Pour les systemes de deux équations a deux inconnues, on peut résoudre un systeme en
exprimant une inconnue en fonction des autres et en remplacant I'inconnue dans une autre
ligne.

Exemple : On considere le systéme :

x+y =1
2x—y=5

En utilisant (L1), on obtient x = 1—y. Donc, en remplacant dans (L2), celadonne 2(1-y)—y =
5,dou2-2y—y=5,i.e2-3y=5.0nrésout cette équation :

3
2—3y:5<:>—3y:5—2<:>—3y:3<:>y:—3:—1

Etdonc, x=1-y=1-(-1)=1+1=2

Opérations élémentaires sur les lignes

Définition 3 :

’ . . . N . 2 . 2 2 3 212 )
Les opérations suivantes sur les lignes d'un systeme linéaire (S) sont appelées opérations élémen-
taires.

e L; <~ L;:échange de deuxlignes.

e L; — al;:remplacement d'une ligne par son produit par un réel non nul a.

e L; —L;+bL;:remplacement d’'une ligne par sa somme avec un multiple d’'une autre ligne.
e L; < alL;+ bL; : regroupement en une opération des deux opérations précédentes.

7

o’

Proposition 1 :

Si on transforme un systéme a I'aide d’'une opération élémentaire, on obtient un systeme équi-]
| valent.

Remarque: 1l est trées important de n’appliquer qu'une opération élémentaire a la fois. Sinon,
on peut ne pas obtenir un systéme équivalent.
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Exemple :

x — 7y + 1lz 1
- x + 12y - 19z = 2
- 3y + 5z = 3

x — 7y + 1lz =1

<~ 5y - 8z =3 Lo —Ly+L;
- 3y + 5z =3
Systéme triangulaire

Définition 4 :

N . . N )
Un systeme triangulaire est un systeme de la forme :
anxy + aipxp + ... + al_pxp = b1
azo2Xp + ... + @, pXp = bz
anpXp, = by
\| J/

Exemple : Les systémes suivants sont des systémes triangulaires :

_ x + y - 2z = =2
(sl){ 2x fy _ o, S ~ 2y + 3z = 3
Y= 2z2=6

La résolution des systemes triangulaires est trés simple. On trouve la derniere inconnue
grace a la derniere équation, puis on trouve les autres inconnues en remontant d’équation
en équation.

Exemple : Résolvons le deuxieme systéme triangulaire (S,) ci-dessus.

La derniere équation nous permet d’obtenir z = 5= 3. En remplacant z dans la deuxieme
équation, on obtient :

-6
_2y+3><3:3<:>—2y+9:3<:>—2y:—6<:>y:_2:3
Enfin, en remplacgant y et z dans la premiere équation, on obtient :

X+3-2%x3=-2<<—x-3=-2<—x=-2+3=1

Ainsi, la solution du systéme (S») est (1;3;3).
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Méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est un procédé algorithmique qui permet de passer d'un sys-
teme linéaire de n équations a n inconnues quelconque a un systeme triangulaire équivalent
en utilisant uniquement des opérations élémentaires sur les lignes du systeme.

Exemple : On souhaite résoudre le systeme :

-y + 2z = 7
S) 2x + 3y + 4z = 1
x + y - z = -4

Premiere étape : Il faut que la premiére ligne contienne la premiere inconnue (ici x). Si ce
n'est pas le cas; on échange la premiére ligne avec une autre ligne qui contient x (avec si
possible le coefficient 1 ou —1 pour simplifier les calculs suivants).

Ici, on échange donc les lignes 1 et 3. Le systeme devient :

x + y - z = -4
2x + 3y + 4z = 1 L L3
-y + 2z = 7

Puis a I'aide des autres opérations élémentaires, on fait « disparaitre » la premiére inconnue
dans les autres lignes. En d’autres termes, on « nettoie » la premiere colonne des x.

On commence par supprimer le x dans la deuxiéme ligne :

x +y - z = -4
y + 6z = 9 L, —L,-214
-y + 2z = 7

Puis on supprime le x dans la troisiéme ligne : il n'y a rien a faire ici.

Deuxiéme étape : 1l faut que la deuxieme équation contienne la deuxieme inconnue (ici y).
Si ce n’est pas le cas, on échange la deuxieme ligne avec une autre ligne contenant y (si pos-
sible avec le coefficient 1 pour simplifier les calculs suivants), mais sans utiliser la ligne 1.

Iciil n'y arien a faire : la deuxiéme ligne contient déja y.

Puis a I'aide des autres opérations élémentaires, on fait « disparaitre » la deuxieéme inconnue
dans la troisieme ligne. En d’autres termes, on « nettoie » la deuxiéme colonne des y.

Il suffitici d’additionner les lignes 2 et 3 :

x +y - z = -4
y + 6z = 9 L3 —L3g+Ly
8z = 16
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Troisieme étape : On obtient alors un systeme triangulaire que 1’on sait résoudre.

16 .
La troisieme équation donne z = i 2. En remplacant z dans la deuxieme équation, on

obtient y+6 x 2 =9 soit y+ 12 =9. Ainsi, y =9 — 12 = —3. Enfin, en remplacant y et z dans la
premiere ligne, on obtient: x —3 -2 = —4 soit x —5 = —4. D’ou x = —4 +5 = 1. Ainsi, 'unique
solution du systéme est :

& ={(1;-3;2)}
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EXERCICES

m Résoudre le systeme échelonné suivant :

x + ¥y + z =
S) 2y + 2z
4z

m Résoudre le systeme échelonné suivant :

3x + y + z + 2t = 1

y — 2z + t = 3

5) 4z - t = 2
2t = -4

m Résoudre :
2x + 3y =1
5) {Sx + 7y = 3

m Résoudre :
2x + 4y = 10
5) { 3x + 6y = 15

Im Résoudre :

4x - 2y =
) {—6x+3y:1

Im Résoudre :

2x + 3y - 2z =5

S) 2x + 3y + 8z = 4
4x - y + 4z = 0
Résoudre :
x + y -z =0
S) xX -y =0
x + 4y + z = 0
m Résoudre :
X + y + 2z =
S) x —y - z =1
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m Résoudre :

x + y + 2z = 3
(S) x + 2y + z =1
2x + y + z =0
m Résoudre :
X + 2z =1
(S) -y + 2z =
x - 2y =1
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CORRIGE DES EXERCICES

IEI La troisieme équation nous donne :

1
z=-
4

En remplacant dans la deuxieme équation, on obtient :

1 1 1 1 1
2y42x—-=1 <= 2y+-=1 = 2y=1-—==- << y=-
Y 4 Y 2 Y 2 2 Y 4
Et en remplacant y et z dans la premiere équation, on obtient :
1 1 1
Xt—-+-=1l—= x+-=1<—=x=1--==
4 4 2 2 2

Ainsi, 'unique solution de ce systeme est :

m La quatriéme équation nous donne::
(=222
2
En remplacant dans la troisieme équation, on obtient :
42+2=2 <= 4z2=0 <= 2z=0
En remplacant z et ¢ dans la deuxieme équation, on obtient :
y—-2=3 << y=5
Et en remplacant y, z et ¢ dans la premiere équation, on obtient :
3x+5-4=1<—= 3x=0<= x=0

Ainsi, 'unique solution de ce systéme est :

& =1{(0;5;0;-2)}

On commence par isoler y dans la deuxiéme équation :

3 5
7y=3-5x < y:?—?x
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Puis on remplace dans la premiére équation :
3 5 9 15 1 2
2x+3x|=—=x|=1 <= 2x+=-—-—x=1 = —=x=—-= < x=2
7 7 7 7 7 7

Puis :
3 5 3 5 3 10 7
y:———x-———xz:———:——:—l

777 7 77 7
Ainsi, 'unique solution de ce systeme est :

S ={2;-1}

m On constate que si 'on multiplie la premiere équation par > alors on obtient la

deuxieme équation. Ainsi, on peut ne garder que a premiere équation :
2x+4y=10
Il'y a alors une infinite de solutions. Fixons y = A, alors x est donné par :
2X+4A=10 < 2x=10-4\ < x=5-2A
Ainsi, ’ensemble des solutions est :
F={5-2;0N); AeR}
En fixant par exemple A = 1, on trouve comme solution :

(x; ) =(@;1)

m On commence par isoler y dans la deuxieme équation :
1
3y=1+6x < y:§+2x
Puis on remplace dans la premiére équation :
1 2 2
4x-2x|=+2x|=5 <<= 4x—-—-4x=5 < —=-=5
3 3 3

Ce qui est évidemment absurde. Ainsi, ce systeme n’'a pas de solution :

S =9

10
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Im On applique la méthode du pivot de Gauss :

2x + 3_)/ - 2z =5 Ly —Lo—1;
2x + 3y + 8z = 4
4 - y + 4z =0
2x + 3y - 2z = 5
= 10z = -1
Ly—L; 4x - y + 4z = 0
2x + 3y - 2z = 5
— 4x - y + 4z = 0 L, = L,—-2L;
10z = -1
2x + 3y - 2z = 5
— - 7y + 8z = -10 Ly, < 5Ly —4L3
10z = -1
2x + 3y - 2z = 5
— - 35y + = -46
10z = -1

Avec la deuxieme et la troisieme équation, on trouve :

46 ) 1
=— e z=-—
Y 35 10
Puis en remplacant dans la premiere, on obtient :
46 1 138 1
2x+3x|—=|-2%x|[-—=]|=5<—= 2X+—+=-=5
35 10 35 5
Soit :
138 1 175 138 7 30 6 3
2X=5—-——-= X=————————=—== & X==
35 5 35 35 35 35 7 7
Ainsi, 'unique solution de ce systeme est :
_ {(3_46. 1 )}
~|\7735" 10
On applique la méthode du pivot de Gauss :
X + y -z =0 Ly —Ly—-L4
X -y =0
x + 4y + z =0
x + 'y - z = 0 L3 — L3 — Ll
— - 2y + 2z = 0
x + 4y + z =0
x + 'y - z = 0 Ly —2L3+ 3L,
— - 2y + 2z =0
3y + 2z = 0
x + y - z =0
= - 2y + 2z =0
10z = 0
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La troisieme équation nous donne z = 0, ce qui une fois remplacé dans la deuxieme équa-
tion, donne y = 0 puis x = 0 avec la premiere équation. Ainsi, ce systtme admet une unique
solutionx=0;y=0;z2=0:

& =1{(0;0;0)}

m On applique la méthode du pivot de Gauss :

x + y + 2z = 5 Ly —Lo—1L;

x -y - z =1

X + z =

x + y + 2z = 5 Lg—Ls—-L1L,
S - 2y - 3z = —4

X + z =

x + y + 2z = b5 L3 —2L3—L;
— - 2y - 3z = -4

-y - z = -2

x + y + 2z = b5 L3 —2L3—L;

— - 2y - 3z = —4
z = 0

On a donc z = 0. En remplacant dans la deuxiéme équation, on obtient :
—2y=—-4 <= y=2

Puis en remplacant y et z dans la premiere équation, on obtient :
X+2=5<= x=3

Ainsi, ce systéme admet une unique solution :

& =1{(3;2;0)}

m On applique la méthode du pivot de Gauss :

x + y + 2z = 3 Lo —L,—L;

x + 2y + z =1

2x + y + z =0

x + y + 2z = 3 Ls —L3—2L;
— y — z = =2

2x + y + z = 0

X + y + 2z = 3 Ly —L3—L;
— y - z = =2

y = 0
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La troisieme équation nous donne y = 0. En remplacant dans la deuxieme, on obtient :
—z=-2 << z=2
Puis en remplacant dans la premiere, on obtient :
X+4=3 <= x=-1
Ainsi, ce systeme admet une unique solution :

S ={(-10;2)}

m On applique la méthode du pivot de Gauss :

X + 2z =1 L3—L3—-L;
-y + 2z = 2
x - 2y =1
X + 2z =1 L3 —L3s—-2L,
— -y + 2z = 2
-2y - 2z =0
X + 2z = 1
— -y + 2z = 2
- 6z = -4

2
Onadoncz = -3 En remplacant dans la deuxiéme équation, on obtient :

Puis en remplacant y et z dans la premiere équation, on obtient :

2 1
X+2x-—=1l<< x=1--=—-
3 3

Ainsi, ce systeme admet une unique solution :

13
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