Maths 2023/24

TD 5- Matrices inversibles

ECT2

EXERCICES — CHAPITRE 5 I

1 1 -2
Exercicel - Onnote /= [getondonne A={-1 -1 2
-2 =2 0

1. (a) Calculer A% puis A3,
(b) En déduire que A n’est pas inversible.

2. (a) Calculer (I—A)(I+ A+ A?).
(b) En déduire que I — A est inversible et donner son inverse.

3. Montrer également que I + A est inversible et donner son inverse.

Exercice 2 -

1 1 -1
1. On considere la matrice A=|0 -1 2
0 O 1

(a) Calculer A2,
(b) Lamatrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse.

2 -1 2
2. On considére la matrice A=| 5 -3 3
-1 0 =2

(@) Calculer —A% —34%-3A.
(b) Lamatrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse.

1 0 2
3. On considére la matrice A={0 -1 1].
1 -2 0

(a) Calculer A — A.
(b) Lamatrice A est-elle inversible? Si oui, expliciter son inverse.

0 -3 -1
Exercice 3 - On considere la matrice A= 1 4 1
-1 -3 0

1. Calculer A>—3A+21I5.

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

1 -3 2 1 1 0
Exercice 4 - On considere les matrices A=| -1 2 0 |etB=|-1 -2 1].
-5 9 -3 -1 -2 1

1. Calculer A®. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

2. Calculer B3. La matrice B est-elle inversible?

(=}

2 2 3
Exercice 5- On considére la matrice A= 1 -1 0].
-1 2 1
En résolvant un systéme, montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse.
0 1 1
Exercice 6 — On considere la matrice A=|1 0 1}{.
1 1 0
1. Démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse.
y + z =1
2. Résoudre le systeme linéaire x + z = 2
X + y = 3
Exercice 7 - 3 1 2
1. Montrer que lamatrice A= 1 -1 2 |estinversible et déterminer son inverse.
-3 4 -8
2. Résoudre les systémes (S) et (S») suivants.
-3x + y + 2z = 4 -3x + y + 2z =
(Sy) x - y + 2z = =2 et (Sy) X - y + 2z =
-3x + 4y - 8z = 4 -3x + 4y - 8z =

Exercice 8 - Les matrices suivantes sont-elles inversibles? Si oui, calculer leur inverse.

-2 31 1 -3 -1 -1 1 1
1. A=13 6 2 4. D=|-2 7 2 7.G=10 -2 2
1 2 1 3 2 3 1 1 1
2 2 -1 -1 0 0 2 -2 1
2.B=|2 -1 2 5, E={ 0 -3 0 8. H=|2 -3 2
-1 2 2 0 0 3§ -1 2 0
2 3 4 0
3 c_(_l 1) 6 F_(O _5)
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Exercice 9 - Soit (x;,)sen €t (¥n) nen les suites définies par la donnéede xp =1, yo =0
et les relations de récurrence valables pour tout entier naturel 7 :
1 3
Xn+t1 = 3Xn t  ZVn
Yn+1 = %xn + %J’n

. X
On pose pour tout entier naturel n, U, = (y").
n

1. (a) Donner Uy.
(b) Déterminer une matrice A telle que pour tout entier n >0, U,y = AU,,.
(c) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, = A"U,.

2. Onpose P = (g _11) Vérifier que P est inversible, avec P! = 1—17 (El; _19)
3. Soit D=P 1 AP.

(a) Calculer D, puis pour tout entier n > 0, donner D" en fonction de n.

(b) Montrer que A= PDPL.
4. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier n >0, A"=PD"pP~!,

(b) En déduire 'expression de A".

(c) Déterminer x, et y, en fonction de n, puis lim x,et lim y,.

n—+oo n—+oo

Exercice 10 - Soient les matrices

3 30 1 1 0 3 00 n
A=|0 % o|, P=|o0 0, D=0 % 0| et Xi=z|1].
£ 0 1 -1 -2 1 0 0 1 1
Partie A
1. Montrer que la matrice P est inversible et déterminer son inverse.
2. Déterminer D¥ pour tout entier naturel k.
3. Montrer que A= PDP let que pour tout entier naturel k,

A¥ = ppkpt,
4. Déterminer P~!X; et en déduire par récurrence que pour tout entier naturel k,
()
313

Ak Xy = l(g)k
3

Partie B

On étudie le comportement d'un consommateur M a partir d'une semaine donnée (appelée
"semaine 1"). Ce consommateur choisit chaque semaine chez le patissier un dessert parmi
les trois desserts A, B et C.

On considére en outre que :

e si M achoisile dessert Ala semaine n, alors la semaine n + 1, il choisit le dessert A avec

1 2
une probabilité de 3 ou le dessert C avec une probabilité de 3’

e si M a choisile dessert B la semaine n, alors la semaine 7 + 1, il choisit le dessert A avec

1 2
une probabilité de 3 ou le dessert B avec une probabilité de 3’

» si M a choisile dessert C la semaine n, il reprend le dessert C la semaine n+ 1,

 le consommateur choisit de maniéere équiprobable son dessert la premiére semaine.
On note pour tout entier naturel non nul 7,

e A, l'événement: "M a choisile dessert Ala n-iéeme semaine",

e B, I'évéenement: "M a choisi le dessert B la n-ieme semaine",

e C,l'évenement : "M a choisile dessert C la n-ieme semaine".

On note aussi
P(Ay)
P(Cy)

1. Donner P(A;), P(By), P(Cy) ainsi que les probabilités suivantes :

Py, (A1), Py, (Bp+1), Py, (Cpi1),
Pg,(Ant1), Pg, (Bn+1), Pg,(Cn+1),
PC,, (An+1)y PC,L (Bn+1)y PC,L (Cn+1)-

2. ATaide de la formule des probabilités totales, justifier avec soin que
1 1
P(Ap+1) = §P(An) + §P(Bn)-

Donner de méme des relations exprimant P(B,+1) et P(C,+1) en fonction de P(A,),
P(B,,) et P(Cy,).
3. (a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, Uj4; = AU,,.
(b) Montrer que pour tout entier naturel nonnul n, U, = A""'X;.

4. En déduire, en fonction de n, la probabilité P(A,) ainsi que sa limite lorsque n tend
vers +oo.



